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Vorwort. 

Die Zahlentheorie gehört zu den' ältesten Zweigen mathema­

tischen Wissens, und es wurde der menschliche Geist sogar auf 

tief liegende Eigenschaften der natürlichen Zahlen frühzeitig auf­

merksam. Doch als selbständige und systematische Wissenschaft 

ist sie durchaus ein Werk der neueren Zeit. 

An der Zahlentheorie werden von jeher die Einfachheit ihrer 

Grundlagen, die Genauigkeit ihrer Begriffe und die Reinheit ihrer 

W^ahrheiten gerühmt; ihr kommen diese Eigenschaften von Hause 

aus zu, während andere mathematische Wissenszweige erst eine 

mehr oder minder lange Entwictelung haben durchmachen müssen, 

bis die Forderungen der Sicherheit in den Begriffen und der Strenge 

in den Beweisen überall erfüllt worden sind. 

Es nimmt uns daher die hohe Begeisterung nicht Wunder, 

von der zu allen Zeiten die Jünger dieser Wissenschaft beseelt ge­

wesen sind. „Fast alle Mathematiker, die sich mit der Zahlen­

theorie beschäftigen", so sagt^Legendre, indem er Euler's Liebe zur 

Zahlentheorie schildert, »geben sich ihr mit einer gewissen Leiden­

schaft hin". Weiter erinnern wir uns, welche Verehrung unser 

Meister Gauss für die arithmetische Wissenschaft empfand, wie, als 

ihm zuerst der Beweis einer ausgezeichneten arithmetischen Wahr­

heit nach Wunsch gelungen war, „ihn die Reize dieser Unter­

suchungen so umstrickten, dass er sie nicht mehr lassen konnte", 

und wie er Fermat, Euler, Lagrange und Legendre als „Männer 
Jahreabericbt der Deutseben Matbem.-Vereinigung. JV, * 
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von unvergleichlichem Ruhme" preist, weil sie „den Zugang zu 

dem Heiligtume dieser göttlichen Wissenschaft erschlossen und 

gezeigt haben, von wie grossen Reichtümern es erfüllt ist". 

Eine besondere Eigentümlichkeit der Zahlentheorie bildet die 

oft entgegentretende Schwierigkeit der Beweise einfacher und durch 

Induction leicht entdeckter Wahrheiten. „Gerade dieses ist es", 

sagt Gauss, „was der höheren Arithmetik jenen zauberischen Reiz 

giebt, der sie zur Lieblingswissenschaft der ersten Geometer ge­

macht hat, ihres unerschöpflichen Reichtums nicht zu gedenken, 

woran sie alle anderen Teile der Mathematik so weit übertrifft." 

Bekannt ist auch Lejeune Dirichlet' s Vorliebe für die Arith­

metik; Kummer's wissenschaftliche Thätigkeit war weitaus in erster 

Linie der Zahlentheorie geweiht, und Kronecker gab dem Empfinden 

seines mathematischen Herzens Ausdruck durch die Worte: „Die 

ganze Zahl schuf der liebe Gott, alles üebrige ist Menschenwerk." 

In Anbetracht der Schlichtheit ihrer Voraussetzungen ist sicher 

die Zahlentheorie der Wissenszweig der Mathematik, dessen Wahr­

heiten am leichtesten zu begreifen sind. Aber die arithmetischen 

Begriffe und Beweismethoden erfordern zu ihrer Auffassung und 

völligen Beherrschung einen hohen Grad von Abstractionsfahigkeit 

des Verstandes, und dieser Umstand wird bisweilen als ein Vorwurf 

gegen die Arithmetik geltend gemacht. Ich bin der Meinung, dass 

alle die anderen Wissensgebiete der Mathematik wenigstens einen 

gleich hohen Grad von Abstractionsfahigkeit des Verstandes ver­

langen — vorausgesetzt, dass man auch in diesen Gebieten die 

Grundlagen überall mit derjenigen Strenge und Vollständigkeit zur 

Untersuchung zieht, welche thatsächlich notwendig ist. 

Was die Ste l lung der Zahlentheor ie innerhalb der ge­

samten mathematischen Wissenschaft betrifft, so lasst Gaus» in der 

Vorrede zu den Disquisitioncs arithmeticae die Zahlontheorie noch 

lediglich als eine Theorie der ganzen natürlichen Zahlen auf mit 

ausdrücklicher Ausschliessung aller imaginären Zahlen. Doment-

sprocliend rechnet er die Ivi-oistoilnng au und für sich nicht zur 

Zahl(!iil.lioorio, fügt aber hinzu, dass „ihre Priiicipion einzig und 
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allein aus der höheren Arithmetik geschöpft werden". Neben Gauss 

geben auch Jacobi und Lejeune DiricJdet wiederholt und nach­

drücklich ihrer Verwunderung Ausdruck über den engen Zusammen­

hang zahlentheoretischer Fragen mit algebraischen Problemen, ins­

besondere mit dem Problem der Kreisteilung. Der innere Grund 

für diesen Zusammenhang ist heute völlig aufgedeckt. Die Theorie 

der algebraischen Zahlen und die Galois'sche Gleichungstheorie 

haben nämlich in der allgemeinen Theorie der algebraischen 

Körper ihre gemeinsame Wurzel, und die Theorie der Zahlkörper 

insbesondere ist zugleich der wesentlichste Bestandteil der moder­

nen Zahlentheorie geworden. 

Das Verdienst, den ersten Keim für die Theorie der Zahl­

körper gelegt zu haben, gebührt wiederum Gauss. Gauss erkannte 

die natürliche Quelle für die Gesetze der biqnadratischen Reste in 

einer „Erweiterung des Feldes der Arithmetik", wie er sagt, näm­

lich in der Einführung der ganzen imaginären Zahlen von der 

Form a-i-bi; er stellte und löste das Problem, alle Sätze der ge­

wöhnlichen Zahlentheorie, vor allem die Teilbarkeitseigenschaften 

und die Congruenzbeziehungen, auf jene ganzen imaginären Zahlen 

zu übertragen. Durch die systematische und allgemeine Fortent­

wickelung dieses Gedankens, auf Grund der neuen weittragenden 

Ideen Kummer's, gelangten später Dedehind und Kronecker zu der 

heutigen Theorie des a lgebra ischen Zahlkörpers . 

Aber nicht nur mit der Algebra, sondern auch mit der 

F u n c t i o n e n t h e o r i e steht die Zahlentheorie in innigster wechsel­

seitiger Beziehung. Wir erinnern an die zahlreichen und merk­

würdigen Analogien, welche zwischen gewissen Thatsachen aus 

der Theorie der Zahlkörper und aus der Theorie der algebraischen 

Functionen einer Veränderlichen bestehen, ferner an die tiefsinnigen 

Untersuchungen von Riemann, durch welche die Beantwortung der 

Frage nach der Häufigkeit der Primzahlen von der Kenntniss der 

Nullstellen einer gewissen analytischen Function abhängig gemacht 

wird. Auch die Transcendenz der Zahlen e und n ist eine arith­

metische Eigenschaft einer analytischen Function, nämlich der 
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Expoiioutialfunction. Endlich ruht die so wichtige und weittragende, 

von Lejeune Dirichlet ersonnene Methode zur Bestimmung der 

Klassenanzahl eines Zahlkörpers auf analytischer Grundlage. 

Am tiefsten aber berühren die periodischen Functionen und ge­

wisse Functionen mit linearen Transformationen in sich das Wesen 

der Zahl: so ist die Exponentialfunction e''"' als die Inva r i an te 

der ganzen rationalen Zahl aufzufassen, insofern sie die Grundlösung 

der Functionalgleichung / ( a + l ) ^=f{z) darstellt. Ferner hatte 

schon Jacobi den engen Zusammenhang zwischen der Theorie der 

elliptischen Functionen und der Theorie der quadratischen Irratio­

nalitäten empfunden; er giebt sogar der Vermutung Raum, dass bei 

Gauss der oben erwähnte Gedanke der Einführung der ganzen imagi­

nären Zahlen von der Form a+bi nicht auf rein arithmetischem Boden 

erwachsen ist, sondern durch Gauss' gleichzeitige Untersuchungen 

über die lemuiscatischen Functionen und deren complexe Multi-

plication mitbedingt wurde. Es sind die elliptische Function 

für geeignete Werte ihrer Perioden und die elliptische Modul-

function jedesmal die Inva r i an t e der ganzen Zahl eines be­

stimmten imaginären quadratischen Zahlkörpers. Diese als Inva­

r ian ten bezeichneten Functionen vermögen für die bezüglichen 

Zahlkörper gewisse tiefliegende und schwierige Probleme zur Lö.sung 

zu bringen, und umgekehrt verdankt die Theorie der elliptischen 

Functionen dieser arithmetischen Auffassung und Anwendung einen 

neuen Aufschwung. 

So sehen wir, wie die Arithmetik, die „Königin" der mathe­

matischen Wissenschaft, weite algebraische und functionentheore-

tische Gebiete erobert und in ihnen die Führerrolle übernimmt. Dass 

dies aber nicht früher und nicht bereits in noch höherem Mna.'̂ so iio-

schehon ist, scheint mir daran zu liegen, dass die Zahlentheorio erst 

in neuester Zeit in ihr reiferes Alter getreten ist. Sogar noch Gaits» 

klagt über dies unvcrhältnissmässig grossen Anstrengungen, die ihn 

die Beslimmung eines Wurzelzeichens in der Zahlonthoorio gekostot;: 

es habe ihn „manches Andere wohl lüclit so viel Tügo aulgohalton. 

als dieses Jahre", und dann auf ein Mal, „wie der Blitx oiusciilägt", 
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habe „sich das Räthsel gelöset". An Stelle eines solchen für 

das früheste Alter einer Wissenschaft charakteristischen, sprung­

haften Fortschrittes ist heute durch den systematischen Aufbau der 

Theorie der Zahlkörper eine sichere und stetige Entwickelung 

getreten. 

Es kommt endlich hinzu, dass, wenn ich nicht irre, überhaupt die 

moderne Entwickelung der reinen Mathematik vornehmlich unter 

dem Zeichen der Zahl geschieht: Dedekind's und Weierstrass' De­

finitionen der arithmetischen Grundbegriffe und Cantor's allgemeine 

Zahlgebilde führen zu einer Ar i thmet i s i rung der Funct ionen­

theor ie und dienen zur Durchführung des Princips, dass auch in 

der Functionentheorie eine Thatsache erst dann als bewiesen gilt, 

wenn sie in letzter Instanz auf Beziehungen für ganze rationale 

Zahlen zurückgeführt worden ist. Die Ar i thmet is i rung der 

Geometrie vollzieht sich durch die modernen Untersuchungen 

über Nicht-Euklidische Geometrie, in denen es sich um einen 

streng logischen Aufbau derselben und um die möglichst directe 

und völlig einwandsfreie Einführung der Zahl in die Geometrie 

handelt. 

Der Zweck des vorl iegenden Berichtes ist es, die That­

sachen aus der Theorie der algebraischen Zahlkörper mit ihren 

Beweisgründen in logischer Entwickelung und nach einheitlichen 

Gesichtspunkten darzustellen und so mitzuwirken, dass der Zeit­

punkt näher komme, wo die Errungenschaften unserer grossen 

Klassiker der Zahlentheorie Gemeingut aller Mathematiker geworden 

sind. Historische Erörterungen oder gar Prioritätsuntersuchungen 

sind ganz vermieden worden. Um die Darstellung auf einem ver-

hältnissmässig so kleinen Raum zu ermöglichen, habe ich mich 

bemüht, überall den ergiebigsten Quellen nachzuspüren, und ich 

gab, wenn eine Auswahl sich bot, allemal den schärferen und 

weiter tragenden Hülfsmitteln den Vorzug. Die Frage, welcher 

von mehreren Beweisen der einfachste und naturgemässeste ist, 

lässt sich meist nicht an sich entscheiden, sondern erst die Erwä­

gung, ob die dabei zu Grunde gelegten Principien der Verallge-
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meinerung fähig und zur Weiterforschung brauchbar sind, giebt 

uns eine sichere Antwort. 

Der erste Teil des Berichtes behandelt die allgemeine 

Theorie der algebraischen Zahlkörper; diese Theorie erscheint uns 

als ein mächtiger Bau, getragen von drei Grundpfeilern: dem 

Satze von der eindeutigen Zerlegung in Primideale, dem Satze 

von der Existenz der Einlicitcn und dem Satze von der transoen-

denten Bestimmung der Klassenanzahl. Der zweite Teil enthält 

die Theorie des Galois'schen Zahlkörpers, in der auch umgekehrt 

die Gesetze der allgemeinen Körperthoorie enthalten sind. Der 

d r i t t e Teil ist dem klassischen Beispiel des quadratischen Körpers 

gewidmet. Der vier te Tei l behandelt den Krei.skörper. Der 

fünfte Teil endlich entwickelt die Theorie desjenigen Körpers, 

den Kummer bei seinen Untersuchungen über höhere Reciprocitäts-

gesetze zu Grunde gelegt hat, und den ich desshalb nach diesem 

Mathematiker benannt habe. Es ist die Theorie dieses Kummer'-

schen Körpers offenbar auf der Höhe des heutigen arithmetischen 

Wissens die äusserste erreichte Spitze, und man übersieht von ihr 

aus in weitem Rundblick das ganze durchforschte Gebiet, da fast 

jeder wesentliche Gedanke und Begriff aus der Körpertheorie, zum 

wenigsten in specieller Fassung, bei dem Beweise der höheren Re-

ciprocitätsgesetze seine Anwendung findet. Ich habe versucht, den 

grossen rechnerischen Apparat von Kummcfr zu vermeiden, damit 

auch hier der Grundsatz von Riemann verwirklicht würde, dem­

zufolge man die Beweise nicht durch Rechnung, sondern lediglicli 

durch Gedanken zwingen soll. 

Die im dritten, vierten und fünften Teile behandelten Theorien 

sind sämtlich Theorien besonderer Abel'scher oder relativ-Aborscher 

Körper. Ein weiteres Beispiel für eine solche Theorie ist die 

complexe Multiplication der elliptisclien Functionen, indem wir 

diese als eine Theorie derjenigen Zahlkörper auffassen, welche in 

Bezug auf einen gegebenen imaginären quadratisciieu Körper rolativ-

Ai)erscho sind. Die UnLersuchuiigen über die comploxo Multipli­

cation der elliptischen Functionen musslon jedoch von der Auf-
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nähme in den vorliegenden Bericht ausgeschlossen werden, wei 

die Thatsachen dieser Theorie noch nicht bis zu dem Grade dei 

Einfachheit und. Vollständigkeit ausgearbeitet sind, dass eine be 

friedigende Darstellung derselben gegenwärtig möglich ist. 

Die Theorie der Zahlkörper ist wie ein Bauwerk voi 

wunderbarer Schönheit und Harmonie; als der am reichster 

ausgestattete Teil dieses Bauwerkes erscheint mir die Theori< 

der Abel'schen und relativ-Abel'schen Körper, die uns Kummsi 

durch seine Arbeiten über die höheren Beciprocitätsgesetz( 

und Kronecker durch seine Untersuchungen über die complexf 

iMultiplication der elliptischen Functionen erschlossen haben, 

Die tiefen Einblicke, welche die Arbeiten dieser beiden Mathe­

matiker in die genannte Theorie gewähren, zeigen uns zugleich, 

dass in diesem Wissensgebiete eine Fülle der kostbarsten Schätze 

noch verborgen liegt, winkend als reicher Lohn dem Forscher, der 

den Wert solcher Schätze kennt und die Kunst, sie zu gewinnen, 

mit Liebe betreibt. 

Die erwähnten fünf Teile des Berichtes gliedern sich in Ca-

pi te l und Paragraphen , und in diesen schreitet die Entwickelung 

in der Weise fort, dass aUemal die Sätze und Hülfssätze vor­

anstehen und dann ihre Beweise folgen. Ich denke mir den 

Leser wie einen Reisenden: die Hülfssätze sind Haltestellen, die 

Sätze sind grössere Stationen, im Voraus bezeichnet, damit an 

ihnen das Auffassungsvermögen ausruhen kann. Diejenigen Sätze, 

die wegen ihrer principiellen Bedeutung an sich Hauptziele sind, 

oder die als Ausgangspunkte zu weiterem Vordringen in noch un-

entdecktes Land heryorragend geeignet erscheinen, sind durch cnr-

siven Druck ausgezeichnet; es sind dies die Sätze: 7 (S. 184), 

31 (S. 195), 40 (S. 208), 44 (S. 211), 45 (S. 212), 47 (S. 214), 

56 (S. 230), 82 (S. 263), 94 (S. 279), 100 (S. 293), 101 (S. 295), 

131 (S. 339), 143 (S. 381), 144 (S. 382), 150 (S. 402), 158 (S. 449), 

159 (S. 459), 161 (S. 471), 164 (S. 492), 166 (S. 495), 167 (S. 496). 

Wegen des genauen Inhaltes und der zur Erhöhung der Ueber-

sicht getroffenen Einrichtungen verweise ich auf die Verzeichnisse 
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S. IX—S. XVIII und S. 526—S. 546; vor Allem möchte ich hier 

auf das ganz an den Schluss gestellte Verzeichnis der im Berichte 

vorkommenden Begriffsnamen aufmerksam machen. 

Mein Freund Hermann Minkowski hat die Correcturbogen 

dieses Berichtes einer sorgfältigen Durchsicht unterworfen und 

auch den grössten Teil des Manuscripts gelesen. Wesentliche und 

mannichfache Verbesserungen formaler und sachlicher Art erfolgten 

auf seine Anregung hin, und ich spreche ihm für diese Hülfe 

meinen herzlichsten Dank aus. 

Mein Dank gilt auch meiner Frau, die das ganze Manuscript 

geschrieben und die Verzeichnisse angefertigt hat. 

Endlich gebührt der Redactionscommission der Deutschen Mathe­

matiker-Vereinigung, insbesondere Herrn A. Gutzrner, für die 

Durchsicht der Correcturbogen und der Verlagsbuchhandlung Georg 

Reimer für ihr weitgehendes Entgegenkommen bei Herstellung des 

Satzes meine dankbare Anerkennung. 

Göttingen, den 10. April 1897. 

David Huber t . 
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Erster Teil. 

Die Theorie des allgemeiiien ZaMkörpers. 
Oapitel I. 

Die algebraische Zahl und der Zahlkörper. 

§ 1 -
Der Zahlkörper und die conjugirten Zahlkörper. 

Eine Zahl a heisst eine algebraische Zahl, -wenn sie einer Glei­
chung mten Grades von der Gestalt 

« ' " + « , a™-i- | -a ,a '" -2- | \-a = 0 
1 2 ' m 

genügt, wo a,, a^, . . ., a^ rationale Zahlen sind. 
Sind a, ß, . . ., x eine endliche Anzahl beliebiger algebraischer 

Zahlen, so bilden alle rationalen Functionen von a, ß, . . ., x mit ganz­
zahligen Coefficienten ein in sich abgeschlossenes System von algebraischen 
Zahlen, welches Zahlkörper, Körper oder Kationalitätsbereich ge­
nannt wird [DcdekindJ'^, Kronecker '^. Da insbesondere die Summe, die 
Differenz, das Product und der Quotient zweier Zahlen eines Rationalitäts­
bereiches oder Körpers wieder eine Zahl des Körpers ist, so verhält sich der 
Begriff des Eationalitätsbereichs oder Körpers gegenüber den 4 Rechnungs­
operationen der Addition, Subtraction, Multiplication und Division invariant. 

Satz 1. In jedem Körper k giebt es eine Zahl ß- derart, dass alle 
anderen Zahlen des Körpers ganze rationale Functionen von d- mit ra­
tionalen Coefficienten sind. 

Der Grad m der Gleichung niedrigsten Grades mit rationalen Coef­
ficienten, der diese Zahl -S- genügt, heisst der Grad des Körpers k. 
Die Zahl d- wird eine den Körper bestimmende Zahl genannt. 
Die Gleichung mten Grades für S- ist in dem durch die rationalen Zahlen 

Jahresbericlit der'DeutsolieD M.ithem.-Vereinigung. IV. 12 
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bestimmten Rationalitätshereiche irreducibel. Umgekehrt bestimmt jede 
Wurzel einer solchen irrcducibeln Gleichung einen Zahlkörper wten Grades. 
Sind 3-', -Ü-", ..., ^("'-D die m—\ anderen Wurzeln der Gleichung, so 
heissen die bezüglich durch 3-', 3", . .., i)'"'-''^ bestimmten Körper k, 
k", ..., /,f"'-0 die zu k COiyugirten Körper. Ist a eine beliebige 
Zahl des Körpers k, und ist 

a = Cj-f-c,^-! \-c,„a"'-\ 

wo (\, c,, . . ., c rationale Zahlen sind, so heissen die Zahlen 

a' = c,-\-c,3' + . . . + c ^ ^ " " - S 

die bez. durch die Substitutionen t' ={3•.'&'), .••, fM"-^> =(3:y-"-')) 

aus a entspringenden oder zu ß conjugirten Zahlen. 

§ 2 . 
Die ganze algebraische Zahl. 

iMne algebraische Zahl a heisst eine ganze algebraische Zahl oder 
kurz eine ganze Zahl, wenn sie einer Gleichung von der Gestalt 

a ' " + « , « ' " - ' + « 2 a"'-̂ --H !-«,„ = 0 

genügt, deren Coefficienten a, , a , , . . ., «^ sämtlich ganze rationale 

Zahlen sind. 
Satz 2. Jede ganze ganzzahlige Function F. d. h. jede ganze ra­

tionale Function mit ganzzahligen Coefficienten von beliebig fielen ganzen 
Zahlen a, |S, . . ., x ist wiederum eine ganze Zahl. 

Beweis: Bezeichnen wir mit «', ß" , . . . , ß'. ß". . . . , . . . , x', x", . • • 
bezüglich die zu ß, jS, . . . , x conjugirten Zahlen, und bilden •«•ir dann 
sämtliche Ausdrücke von der Gestalt 

F(a, ß, . . . , x), Fia', ß, . . . , x), F(a, ß', . . ., x) 

. . ., F{a, ß, . . . , x'), . . . , F(a', ß' x), . . ., 

so lehrt der bekannte Satz von den symmetriscbon Functionen, dass die 
Gleichung, welcher diese sämtlichen Ausdrücke gonügoii, lauter sanz-
zahlige Coefficienten hat, während der t'oefficiont der höchsten Potenz 
der Unbekannten = 1 ausfällt. 

Insbesondere ist die Summe, die Dift'oronz und das Product zweier 
ganzen Zahlen wiederum eine ganze Zahl. Der Hogriff „ganz" verhält sieh 
mithin gegenüber den drei Reehnungsoperationen der Addition. Sub-
traciiüii und Multiplication invariant. Eine ganze Zahl / heisst durch 
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die ganze Zahl a te i lbar, wenn eine ganze Zahl ß existirt, so dass 
Y^aß ist. 

Satz 3. Die Wurzeln einer Gleichung beliebigen Grades r von der 
Gestalt 

ß'"-l-a,a'"-i + a3ß ' -2- | j-«,. -— 0 

sind stets ganze algebraische Zahlen, sobald die Coefficienten a,, a^, . . . , a^ 
ganze algebraische Zahlen sind. 

Satz 4. Wenn eine ganze algebraische Zahl a zugleich rational ist, 
so ist sie eine ganze rationale Zahl. 

Beweis: Wäre nämlich ß = -— , wo a und b ganze rationale, zu 
0 

einander prime Zahlen bedeuten und dabei 6 > 1, und genügt ß einer 
Gleichung, deren Coefficienten «p . . ., a ganze rationale Zahlen sind, 
so würde durch Multiplication dieser Gleichung mit ö"'-! 

-j-= —a^a^-^ — a^bä"'-^ ^«m*""^ = ^ 

folgen, wo A eine ganze rationale Zahl wäre, und dies ist nicht möglich. 
[Dedekind ^, Kronecker ^'.] 

§ 3 . 
Die Norm, die Differente, die Discriminante einer Zahl. Die Basis des Zahl­

körpers. 

Ist ß eine beliebige Zahl des Körpers k, und bedeuten ß', . . . , «("-!) 

die zu ß conjugirten Zahlen, so heisst das Product 

n{a) = ßß'...ß("'~i> 

die Norm der Zahl a. Die Norm einer Zahl a ist stets eine ratio­

nale Zahl. Ferner nenne ich das Product 

^(ß) = ( ß - - ß ' ) ( ß —ß") - - - («—«^™~'^) 

die Differente der Zahl a. Die Differente einer Zahl ist wiederum 
eine Zahl des Körpers k. Es ist nämlich, wenn zur Abkürzung 

f{a;) = ( .a ; -ß)(«—a')- - . («—a(™-'0 

gesetzt wird, 8{a) = - ^ • Endlich heisst das Produkt 

1, 
1, 

1, 

ß , 

«', 

a(™--'\ 

a\ 
o!\ 

(d"'-- 1 ) / , . 

. , ß™-

. , ß'™-

. , (flC"-

1 

- 1 

- ! ) ) ' " • 

- 1 

12' 
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die Disc r iminan te de r Zah l «. Die Discriminante einer Zahl ist eine 
rationale Zahl, und zwar bis auf das Vorzeichen gleich der Norm der 

m('in—1) 

Differente; es ist nämlich d(a) = (—1) '•' n{ä). 
Ist ß eine den Körper bestimmende Zahl, so sind ihre Differente 

und Discriminante vei'.schiodon von 0. Umgekehrt, wenn Differente oder 
Discriminante einer Zahl von 0 verschieden sind, so bestimmt diese den 
Körper. Ist a eine ganze Zahl, so sind ihre Norm, ihre Differente, ihre 
Discriminante ebenfalls ganz. 

Satz 5. In einem Zahlkörper 7«ten Grades giebt es stets m ganze 

Zahlen tu,, m.^, ..., m von der Beschaffenheit, dass jede andere ganze 

Zahl u) des Körpers sich in der Gestalt 

CO = a, (0 ,+a . , co„-H • — h « OJ 

darstellen lässt, wo a,, . . ., a ganze rationale Zahlen sind. 
Beweis. Ist ß eine den Körper bestimmende Zahl, so ist jede Zahl oj 

in der Gestalt 
0) = •)•, + r . j « -I 1-'' fl"'~* 

darstellbar, wo ;-,, r^, . . . , r^ rationale Zahlen sind. Durch Uebergaiig 

zu den conjugirten Zahlen erhält man 

cü' = ? \ -Hrja ' -I \-ra""-\ 

und hieraus folgt allgemein für « = 1, 2, . . ., TO in leicht verständlicher 
Abkürzung: 

I 1, a, . . . , 0), . . ., a" '-!] 
' | 1 , ß, . . . , ß»-i, . . . , a " ' - i | 

_ | 1 , ß, . . . , m, . . . , ß ' " - ' | [ l , a, . . . , tf-i, . . . , «'•• 1 ! _ A, 

I 1, ß, . . ., ß»-i, . . ., « ' " - ' f ~~d{a)'' 

wo A^ als ganze ganzzahlige Function von «, «', . . ., a>'-'^\ OJ. 
m', ..., oj("'-i) eine ganze Zahl ist. Da andererseits . 1 gleich der ratio­
nalen Zahl r^d(a) ist, so ist A^ nach Satz 4 eine ganze rationale Zahl. 
Jede ganze Zahl co gestattet daher die Darstellung 

A,-hA.^a-\ hAjC- ' 
(1.) O) = — - — 

d(a) 

wo A^, A^, . . . , /1^_ ganze rationale Zahlen sind und rf(«) ,jie nj^. • 
minante von a bedeutet. 

Nun sei wiederum s eine bestimmte von den Zahlen 1 o 
' ~ ' • • • . »l; 

wir denken uns alle gailZ(!n Zahlen des Körpers von der Gest-iU 
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5 

cüCi) — 

j 

0, 

0$'> 

0? 

-+-0^a 

+ o|", 

'-i-Ofl 

-+•••• 

d(a) 
%+••• 

d(a) 

d(a) 

-4-0 ß"-' 

. + 0«ß'-^ 

• -l-O^^^ß'-i 

berechnet, wo die Coefficienten 0, 0 , 0 , . . . sämtlich ganze ra­
tionale Zahlen sind; wir können annehmen, dass etwa 0 =# 0 und der 
grösste gemeinsame Teiler der sämtlichen Zahlen 0, , 0 , 0 , . . . ist;. 
Dann bilden die betreffenden m ersten Zahlen w,, . . ., m ein System 
von der verlangten Beschaffenheit. Ist nämlich eine beliebige ganze Zahl co 
in der Gestalt (1.) vorgelegt, so muss nach der eben gemachten Festsetzung 
A ^= a 0 sein, wo a eine gewisse ganze rationale Zahl ist; dann 
aber ist die Differenz oo* = co — a co von der Gestalt 

m m 
_ A\-^A\aA h^; ,_iß™-^ 

d{p) 
Hier wird wiederum A" ,=a O , sein; die Betrachtung der Diffe-

711.—\ m—\ m—\ ^ 

renzco" = co*—a ,w , und die Fortsetzung dieser Schlussweise zeigt 

die Kichtigkeit des Satzes 5. 
Die Zahlen co,, . . ., cô^̂  heissen eine Basis des Systems aller ganzen 

Zahlen des Körpers k, oder kurz eine Basis des Körpers k. Jede 
andere Basis co , . . ., co* des Körpers ist durch Formeln von der Gestalt 

" ^ = « m l ' » l ^ — l - « « ™ « ' ™ 

gegeben, wo die Determinante der ganzzahligen Coefficienten a gleich 

± 1 ist. [Dedekind'^, Kronecker ^^.'] 

Oapitel IL 
Die Ideale des Zahlkörpers. 

§ 4 . 
Die Multiplication der Ideale und ihre Teilbarkeit. Das Primideal. 

Die erste wichtige Aufgabe der Theorie der Zahlkörper ist die Auf­
stellung der Gesetze über die Zeriegung (Teilbarkeit) der ganzen alge-
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braischen Zahlen. Diese Gesetze sind von bewundernswerther Schönheit 
und Einfachheit. Sie zeigen eine genaue Analogie mit den elementaren 
Teilbarkeitsgesetzen in der Theorie der ganzen rationalen Zahlen und be­
sitzen die gleiche fundamentale Bedeutung. Sie sind für den besonderen 
Fall des Kreiskörpers zuerst von Kummer entdeckt worden; ihre Er-
gründung für dcui allgemeinen Zahlkörper ist das Verdienst von Di'jlehirul 
und Kronecker. Die grundlegenden Bogriffe dieser Theorie sind f.;l'„".-nde: 

Ein System von unendlich vielen ganzen algebratschen Zahlen a,, 
a , . . . des Körpers k, welches die P:igenschaft be.sitzt, dass eine jede 
lineare Combination 1, ß,-(-Aj(^H derselben wiederum dem .System 
angehört, heisst ein Ideal a; dabei bedeuten / , , )..,, .. ganze al'-̂ e-
braische Zahlen des Körpers k. 

Satz 6. In einem Ideal a giebt es stets m Zahlen L^, . . . . i von 
der Art, dass eine jede andere Zahl des Ideals gleich einer linearen Com­
bination derselben von der Gestalt 

t, = l,i,,-\ \-l t 
I I m in 

ist, wo /,, . . ., l ganze rationale Zahlen sind. 
Beweis: Es sei s eine bestimmte von den m Zahlen 1, 2, . . . . rn\ 

dann denken wir uns alle Zahlen des Ideals von der Gcstali 

/') = jf)„, ^-...+>;„, 
s 1 1 ' ' a j ' 

aufgestellt, wo J , J^ ' , . . . ganze rationale Zahlen sind, und wir nehmen 
an, dass etwa ./, =t= 0 und der grösste gemeinsame Teiler der sämtlichen 
Zahlen ./,, J^P, . . . ist. Dann folgt, wie auf S. l.si^ dass die w Zahlen 
{ , , . . . , 4 die verlangte Beschaffenheit haben. 

Die Zahlen /,, . . . , i^^^ heissen eine Basis des Ideals a. Jede 
andere Basis C., .., i'^^ des Ideals a ist durch Formeln von der Gestalt 

-a i 
mm m 

gegeben, wo die Determinante der ganzzahligen (.iooffieienton a s;loich ± 1 ist 
Sind «,, . . . , ß^ irgend /• solche Zahlen des Ideals a. durch deren 

lineare Combination unter Benutzung ganzer algobraiseher Coeffieienfon l i ŝ 
Körpers alle Zahhni des Ideals erhalten werden können, so schreibe ich kur? 

0 = ( ß p . . . , «, .) . 
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Wenn a = (ß,, . . ., ß^) und b = (j3,, . . ., |S,) zwei Ideale sind, so werde 
dasjenige Ideal, welches entsteht, wenn man alle Zahlen ß , , . . ., ß. und 
(i,, . . ., ß^ zusammen nimmt, kurz mit (a, b) bezeichnet, d. h. ich schreibe 

(a, b) = (ß,, . . . , ß,., ß„ . . . , ß). 

Ein Ideal, welches alle und nur die Zahlen von der Gestalt 2ß 
enthält, wo A jede beKebige ganze Zahl des Körpers darstellt und a 
eine bestimmte ganze Zahl des Körpers bedeutet, heisst ein Hauptideal 
und wird mit (a) oder auch kurz mit ß bezeichnet, falls eine Verwech­
selung mit der Zahl ß ausgeschlossen erscheint. 

Eine jede Zahl a des Ideals a = (ß|, . . . , ß,.) heisst congruent 
0 nach dem Ideal a oder in Zeichen: 

ß = 0, (a). 

Wenn die Differenz zweier Zahlen ß und ß congruent 0 nach a ist, so 

heissen a und ß einander congruent nach a oder in Zeichen 

a = ß, (a); 

sonst heissen sie einander incongruent oder in Zeichen 

ß =\= ß, (a). 
Wenn man jede Zahl eines Ideals a = (ß,, . • ., ß,.) mit jeder Zahl 

eines zweiten Ideals b = (jS ,̂ • • •, ß,) multiplicirt und die so erhaltenen 
Zahlen linear mittelst beliebiger ganzer algebraischer Coefficienten des 
Körpers combinirt, so wird das so entstehende neue Ideal das Product 
der beiden Ideale a und b genannt, d. h. in Zeichen 

<X^ = (a,(S,, . . ., ß^ft, . . . , a,ft, . • -, a^ß,)-

Ein Ideal c heisst durch das Ideal a tei lbar, wenn ein Ideal B existirt 
derart, dass c ̂  ab ist. Ist ein Ideal c durch das Ideal a teilbar, so 
sind alle Zahlen von c congruent 0 nach dem Ideal a. Betreffs der 
Teiler eines Ideals gilt ferner die Thatsache: 

Hülfssatz 1. Ein Ideal j ist nur durch eine endliche Anzahl von 
Idealen teilbar. 

Beweis. Man bilde die Norm n einer beliebigen Zahl L ( + 0) des 
Ideals i; ist dann etwa a ein Teiler des Ideals j , so ist offenbar auch 
die ganze rationale Zahl n^O nach a. Die m Basiszahlen von a seien 
von der Gestalt 

ß^ = a,jCOj-H H«i„co^, • • -, «» = «™i'«i-^ l-«^««»m' 

wo a , . . ., ß ^̂  ganze rationale Zahlen sind. Bedeuten a[^, . . ., a^,„ 
bezüglich die kleinsten positiven Reste der Zahlen a^ ,̂ . . . , a,^^^^^ nach 
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n, so wird 
a = (a,,,cOjH h«,„.c«,„, . . . , %,,o\-\ l-«,„„w„,) 

= ( « > ^ H ha;„,co„, • • • , «'„i^iH 1-<,„0J,„, «), 

und diese letztere Darstellung des Idealteilers a lässt unmittelbar die 

Richtigkeit der Behauptung erkennen. 
Ein von 1 verschiedenes Ideal, welches durch kein anderes Ideal 

teilbar ist, ausser durch das Ideal 1 und durch sich selbst, heisst ein 
Primideal. Zwei Ideale heissen zu einander prim, wenn sie ausser 1 
keinen gemeinsamen Idcalteiler besitzen. Zwei ganze Zahlen a und ß, 
bez. eine ganze Zahl a und ein Ideal a heissen zu einander prim, wenn 
die Hauptideale («) und (jS), bez. das Ilauptideal (ß) und das Ideal a zu 
einander prim sind. [Dedehind '.] 

§ 5 . 
Die eindeutige Zerlegbarkeit eines Ideals in Primideale. 

Es gilt die fundamentale Thatsache: 
Satz 7. Ein jedes Ideal j lässt sich, stiis auf eine luul nur auf 

eine Weise als Product von Primidealen darstellen. 
Dedekind hat seinen Beweis dieses Satzes kürzlich von neuem aus­

einandergesetzt [Dedekind']. Das von Kronecker einu'eschla:.'ene Be­
weisverfahren beruht auf der von ihm geschaffenen Tiieorie der einem Zahl­
körper zugehörigen algebraischen Formen. Die Bedeutung .lieser Formen­
theorie tritt deutlicher hervor, wenn man zuerst direct die .̂ ;itze der Ideal­
theorie ableitet; hierbei leistet folgender Hülfssatz wesentliche Dienste: 

Hiilfs.satz 2. Wenn die Coefficienten a,, a , p',. ß.^. . . der 
beiden ganzen Functionen einer Veränderlichen .c 

/''(.r) = «, A ' ' 4 - a , , r ' " ' + - - - . 
©(«) = (•;, .,;»-f- .̂, ,«•<-'+••• 

ganze algebraische Zahlen sind und die Coefficienten )-,, ;• dos 
Productes beider Functionen 

F{x)G{x) = y, .^'•+•'-+•^3.)•'•+'-' + ••• 
sämtlich durch die ganze Zahl co teilbar sind, so ist auch jede der 
Zahlen ß̂  j3,, ß, |3j, . . ., «,,•)',. a.,ß.,. . . . durch m teilbar. [Kroneckcr'^. 
Dedekind.', Mer/rns', Jhinri/z^--.} 

Aus (liesiMu lliill'ssafze ergehen sich leicht der Keiho nach die Sätae 
[Ilnr>riL~']: 

.S'o/c f̂. Zu jedem vorgelegten lde:ile a = (ß ,; ) [jĵ ĵ ^;,|^ 
stets ein Ideal b so linden, dass das Produet ab ein Hauptideal wird 
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Beweis. Setzt man F=a^u^-\ f-ß,.«,. und bildet das Product 

der m — l Formen mit den conjugirten Coefficienten 

R = (a[u^•^ l -ß> , ) - - - (ß (" ' -«Mj- | hß("'-i>M^) 

= ßj,+-+ßj,, 
wo / j , . . . , f^ gewisse von einander verschiedene Potenzen und Producte 
von Potenzen der i t , , . . ., u^ und wo /S,, . . ., ß^ ganze Zahlen des 
Körpers k sind, so ist FR ^=nU, wo n eine ganze rationale Zahl und 
ü eine ganzzahlige Function bedeutet, deren Coefficienten keinen gemein­
samen Teiler haben. Hieraus folgt, dass M E= 0 nach dem Product der beiden 
Ideale a und h = (ß^, . . . , ß^) ist. Der Hülfssatz 2 lehrt ferner, dass 
auch umgekehrt jede Zahl a.ß^ sich durch n teilen lässt. Es ist daher 
ab = 71. 

Satz 9. Wenn die drei Ideale a, b, c der Gleichung a c ^ b c ge­
nügen, so ist a = b. 

Beweis: Es sei m ein Ideal von der Art, dass cm ein Hanptideal (ß) 
wird. Aus der Voraussetzung folgt acm = bcm oder « a ^ ß b und 
mithin a^i). 

Satz 10. Wenn alle Zahlen eines Ideals c ^ O nach dem Ideal a 
sind, so ist c durch a teilbar. 

Beweis: Ist aia gleich dem Hauptideal (ß), so sind alle Zahlen des 
Ideals tttc durch a teilbar, und mithin giebt es ein Ideal b derart, dass 
tttc = «b wird. Folglich ist aittc = ßab, d.h. ßc = ßab, und folglich 
c ^ ab. 

Satz 11. Wenn das Product zweier Ideale ai durch das Primideal p 
teilbar ist, so ist wenigstens eines der Ideale a und b durch :p teilbar. 

Beweis: Wäre a nicht durch p teilbar, so würde das Ideal (a, p) 
ein von p verschiedenes und zugleich in \) aufgehendes Ideal, d. h. ^ 1 
sein; demnach wäre 1 ^ ß-t-yr, wo ß eine Zahl in a und n eine Zahl 
in ;p bedeutet, und hieraus ergiebt sich durch Multiplication mit einer 
beliebigen Zahl ß in "b die Beziehung ß = aß-'rnß ^ aß nach p. Zu­
folge der Voraussetzung ist aß^O nach ]) und folglich auch ß^O 
nach p. 

Nunmehr beweist man den Fundamentalsatz 7 der Idealtheorie, wie 
folgt: Ist i nicht selbst ein Primideal, so sei j; = ab, wo a einen von j und 
1 verschiedenen Teiler von \ bedeutet. Ist nun einer der Factoren a und b 
niclit ein Primideal, so stellen wir denselben in gleicher Weise als Pro­
duct zweier Ideale dar und erhalten somit j = a'b'c', und so fahren wir 
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fort. Dieses Verfahren bricht notwendig ab; nach Hülfssatz 1 giebt es 
nämlich nur eine endliche Anzahl von Teilern des Ideals j . Ist r diese 
Anzahl, so kann jedenfalls j nicht gleich einem Product von mehr als 
r Factoren sein, da eine Darstellung j = ttj.. .a^^ j die Existenz der r-f-1 
unter einander verschiedenen Idcalteiler 

a,, a,a.j,, o.,a,a^, • • •, a, . . . a ^ ^ j 
bedingen würde. Der letzte Schritt des eingeschlagenen Verfahrens liefert 

die gewünschte Darstellung 

i = p q . . . l . 

Diese DanstcUung ist eindeutig. Denn wäre zugleich j : = p 'q ' . . .1 ' , so 
wird j durch p' und folglich nach Satz 11 einer der Factoren p, q, . . ., 1. 
etwa p, durch p' teilbar sein, d. h. es wäre p = p', und folglich erfriebt 
sich nach Satz 9 die Gleichung q...1 ^ q ' . . . l ' , welche -wie die ursprün;.'-
liche zu behandeln ist. 

Der Fundamentalsatz 7 lässt leicht die folgende Thatsache erkennen: 
Satz 12. Ein jedes Ideal \ des Körpers k kann als grösster gemein­

samer Teiler zweier ganzen Zahlen x, Q dargestellt werden. 
Beweis. Ist x eine beliebige durch j teilbare ganze Zahl, Q jedoch 

O X 

eine solche durch j teilbare ganze Zahl, dass -V zu - ^ prim ausfällt, 

so ist j = (x, Q). 

§ 6 . 

Die Formen des Zahlkörpers und ihre Inhalte. 

Die KroHecker'sche Formentheorie [Kronecker^^] erfordert folgende 
weitere Begriffsbildungen: 

Eine ganze rationale Function F von beliebig vielen Veränderlichen 
u, V, . . ., deren Coefficienten ganze algebraische Zahlen des Körpers k 
sind, heisst eine Form des Körpers k. Werden in einer Form F 
statt der Coefficienten der Reihe nach bezüglich die conjugirten Zahlen 
eingesetzt und die so entstehenden sogenannten COiyugirteu Formen 
/*'", . . . , i^("'-0 mit einander und mit der ursprünglichen Form i'''multi­
plicirt, so ergiebt sich als Product eine ganze Function der Veräiulorliohon 
u, V, . . ., deren Coefficienten ganze rationale Zahlen sind; dieselbe werde 
in der Gestalt 

n Ü(;U, V, . . .) 

angenommen. Wo n eine positive ganze rationale Zahl und f e i n e ganze ra­
tionale Function bedeutet, deren Coeffieienteu ganze rationale Zahlen ohne 
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gemeinsamen Teiler sind, n heisst die Norm der Form F. Wenn 
die Norm n einer Form gleich 1 ist, so heisst die Form eine Einheits-
form. Eine ganze Function, deren Coefficienten ganze rationale Zahlen 
ohne gemeinsamen Teiler sind, heisst eine rationale Einheitsform. 
Zwei Formen heissen einander inhaltsgleich*) (in Zeichen ^), wenn 
ihr Quotient gleich dem Quotienten zweier Einheitsforrhen ist. Insbeson­
dere ist jede Einheitsform ^ 1. Eine Form H heisst durch die Form F 
tei lbar, wenn eine Form G existirt, derart, dass H J^ FG ist. Eine 
Form P heisst eine Primform, wenn P im Sinne der Inhaltsgleichheit 
durch keine andere Form ausser durch 1 und durch sich selbst teilbar ist. 

Die Beziehung der Kronecker'&(Ai.Qn Formentheorie zur Theorie der 
Ideale wird klar durch die Bemerkung, dass aus jedem Ideal a = ' ( ß , , .. . , af) 
eine Form F gebildet werden kann, indem man die Zahlen ß,, . . ., ß, 
mit beliebigen von einander verschiedenen. Producten aus Potenzen der 
Unbestimirwten u, v, . . multiplicirt und zu einander addirt. Umgekehrt 
liefert eine jede Form F mit den Coefficienten ß , , . . . , ß ein Ideal 
a ^ ( ß , , . . . , ß,.). Dieses Ideal a nenne ich den Inhalt der Form F. 
Dann gut folgende Thatsache: 

Satz 13. Der Inhalt des Productes zweier Formen ist gleich dem 
Producte ihrer Inhalte. 

Beweis. Es seien F und G Formen mit beliebigen Veränderlichen 
und den Coefficienten ß,, . . ., a bezüglich /?,, . . ., ß , und es sei das 
Product iZ = i^<? eine Form mit den Coefficienten y,, . . ., y^. Ferner 
sei pf- die höchste in a ^ ( ß j , . . . , ß.) und p* die höchste in b ^ ( ^ , , .. . , ß^) 
aufgehende Potenz des Primideals p. Man denke sich femer die Glieder 
der beiden Formen F und G zunächst nach absteigenden Potenzen von 
u und dann die mit der nämlichen Potenz von u multiplicirten Glieder 
nach absteigenden Potenzen von v geordnet u. s. f. Bei dieser Anord­
nung sei au^v^ ... das erste in F vorkommende Glied, dessen Coeffl-
cient ß durch keine höhere als die ate Potenz von p, und andererseits 
sei ßu'''v''... das erste in G vorkommende Glied, dessen Coefflcient ß 
durch keine höhere als die 6te Potenz von p teilbar ist: dann ist offen­
bar der Coefficient y des Gliedes yu''+'''v'-^''... in H durch keine hö­
here als die (a-j-b)te Potenz von p teilbar. Alle übrigen Coefficienten 
von H sind aber gewiss auch durch p^^* teilbar. Somit folgt die Be­
hauptung (ß, , . . . , a^Xßi, ••••, ß) = (yi' • • • ' /()• 

Aus Satz 13 folgt insbesondere leicht, dass eine jede Einheitsform 

*) Nach Kronecker „äquivalent in engerem Sinne". 
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den Inhalt 1 besitzt, und dass umgekehrt jede Form, deren Coefficienten 
den grössten gemeinsamen Idealteiler 1 haben, eine Einheitsform ist«^ 
Mithin haben inhaltsgleiche Formen stets den nämlichen Inhalt, und um­
gekehrt sind alle Formen von dem nämlichen Inhalt einander inhalts­
gleich. Speciell sind zwei beliebige Formen mit gleichen Coefficienten 
stets einander inhalisgleich. 

Weitere Folgerungen aus Satz 13 sind: 
-Safe 14. Wenn F eine vorgelegte Form ist, so lässt sich dazu stets 

eine Form finden derart, dass FR einer ganzen Zahl inhaltsgleich ist. 
Satz 15. Wenn das Product zweier Formen durch eine Primform 

P teilbar ist, so ist wenigstens eine der beiden Formen durch /-' teilbar. 
Satz 16. Jede Form ist im Sinne der Inhaltsgleichheit auf eine und 

nur auf eine Weise als Product von Primformen darstellbar. 

Diese Sätze laufen parallel bezüglich mit den Sätzen 8, 11 und dem 
Fundamentalsatze 7 der Idealtheorie. 

Ausser den von Dedekind und Kronecker eingeschlagenen Wegen 
führen noch zwei einfachere Methoden zum Pioweisc des Fundamental­
satzes 7; der einen Methode liegt die Theorie des Galois'schen Zahl­
körpers zu Grunde. Vgl. § 36 [Hilbert^''^']. Die zweite Methode creht 
von dem Satze aus, dass sich die Ideale eines Körpers auf eine endliche 
Anzahl von Idealklassen verteilen. Der zum Beweise dieses Satzes erforder­
liche Grundgedanke kann als eine Verallgemeinerung desjenigen Ansatzes 
angesehen werden, auf welchem das bekannte Euklidische Divisionsver­
fahren zur Bestimmung des grössten gemeinsamen Teilers zweier ganzen 
rationalen Zahlen beruht. [Hurwitz^.] 

Capitel 111. 
Die Congruenzen nach Idealen. 

§ 7 . 
Die Xorm eines Ideals und ihre Eigenschaften. 

Die in C;ipil(>l II entwickelte Theorie der Zerlegung der Ideale eines 
Körpers gestattet es, die elementaren Siitze der Theorie der rationalen 
Zahlen auf die Zahlen eines algebraiseheu Zahlkörpers zu iibonraüvii. 
Wir stellen folgoiido allgemeine Begriffe und Sätze voran. 
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Die Anzahl aller nach einem Ideal a einander incongruenten ganzen 
Zahlen des Körpers heisst die Norm des Ideals a: in Zeichen n(a). 

Satz 17. Die Norm eines Primideals p ist eine Potenz der durch 
p teilbaren rationalen Primzahl p. 

Beweis. Es seien d i e / ganzen Zahlen co,, . . ., m einer Basis des 
Körpers in dem Sinne von einander unabhängig, dass keine Congruenz 
von der Gestalt 

ß, cu,-j l-a^co^ ^ 0, (p) 

besteht, wo «, , . . ., a^ ganze, nicht sämtlich durch p teilbare Zahlen 
bedeuten, und es möge überdies jede der anderen m—^/'Zahlen der Körper­
basis einem Ausdruck von der Gestalt ö, co,̂ -] 1-«/**/ ^^'^^ ^ ''O"" 

gruent sein; dann kann dieser Ausdruck jeder Zahl nach p congruent 
werden, und es beträgt die Anzahl der einander incongruenten Zahlen 
nach p offenbar pJ'. 

Der Exponent / heisst der Grad des Primideals p. 
Satz 18. Die Norm des Productes zweier Ideale ah ist gleich dem 

Product ihrer Normen. 

Beweis. Es sei a eine durch a teilbare Zahl von der Art, dass 
ß 
— ein zu b primes Ideal ist. Durchläuft dann § ein System von m(ct) 

nach a einander incongruenten Zahlen und Y; ein System von n(h) nach 
b zu einander incongruenten Zahlen, so stellt der Ausdruck ß-j^-f-J ein 
volles System nach ah einander incongruenten Zahlen dar; ein solches 
System umfasst mithin n(a)n(ii) Zahlen. 

Satz 19. Ist 

H = «11 WlH J-aimCOm, 

f-m ß„,iCOi-(—•••—)—a,„„,co,„ 

eine Basis des Ideals a, so ist seine Norm n(a) gleich dem absoluten 
Betrage der Determinante der Coefficienten a. 

Beweis. Legen wir die Basis des Ideals in der ursprünglich beim 
Beweise des Satzes 6 gefundenen Gestalt zu Grunde, wo die Coefficienten 
a für s : > r sämtlich = 0 sind, so ist die Determinante jener Coef-

rs ^ 

flcienten a gleich dem Product « , , . . . a^^^_^^^. Andererseits stellt der Ausdruck 
M, CO, H j - M CO 

für 

u = 0. 1 a,,—1, . . ., M = 0 , I, . . ., a —1 
mm 
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ein System nach a einander incongruenter Zahlen dar. Damit ist Satz 19 
bewiesen. Zugleich leuchtet die ümkehrung dieses Satzes ein. 

Der Zusammenhang mit der Kronecker'sehen Formentheorie erhellt 
aus dem Satze: 

Satz 20. Ist F eine Form mit dem Inhalte a, so ist die Norm 
der Form F gleich der Norm des Ideals a, d. h. n(F) = n(a}. Ins­
besondere ist die Norm einer ganzen Zahl a dem absoluten Betrage nach 
stets gleich der Norm des Ilauptideals a = (ß). 

Beweis: Ist t,, . . ., t eine Basis des Ideals a, so bilde man 
die Form 

F = i,,u,-\ \-i, u ; 
I I ' ' m m ' 

dann ist 

1 11 1 ' ' Im m ' 

a, F = l , t ,H \-l i , 
m ml 1 mm m' 

WO /,,, . . ., l lineare Formen von M, , . . . . u mit ganzen rationalen 
Coefficienten sind. Wir beweisen zunächst, dass die Determinante \l 1 
der Formen Z,,, . . . , l eine rationale Einheitsform ist. In der That, 

1 1 ' ' mm ' 

wären im Gegenteil die Coefficienten der Determinante \l \ sämtlich 
durch eine Primzahl p teilbar, so müssten notwendig m Formen L, , . . . , L,„ 
existiren, deren Coefficienten ganze rationale, nicht sämtlich durch p 
teilbare Zahlen sind, und welche den Bedingungen 

LI H \-L l = 0, («) 
1 l7rt in mm ^-t ' 

genügen. Hieraus würde 

(Z.,c«,H h L „ c ü J i ^ = 0 , (pa) 

folgen, d. h. das Product la ist durch pa teilbar, wobei 1 den Inhalt 
der Form /̂ |CO,H H-/^,,,"',,, bezeichnet. Mithin wäre 1 durch p 
teilbar, was nicht der Fall sein kann, da eine Zahl von der Gestalt 
rt, CO, H l-â ^̂ cô ^̂ , wo er,, . . ., â ,̂ ganze rationale Zahlen bedeuten. 
nur dann durch p teilbar ist, sobald die Coofücieuten « a sämt-

X i ' tu 

lieh durch p teilbar sind. 
Nach dem Multiplicationsthoorom der Determinanten ist 
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COi 

co{ 
F, 
F\ 

C0„; 

I ml 

F 
F' 

' l l ; • • • j ' j m 

2̂1 5 • * •) hm 

'l>li 5 • • • 3 ^7Hm 

und mithin folgt nach Weghebang des Factors 

1 ^ ' m 

' 5 *'m 

• 5 ^m 

fm-l) (/»-O 

f O l ' 

cot"'-!). l)Cm—1) 

Der zweite die Beziehung FF'...F('^-^^ f^n(a) oder n(F) — n(a). 
Teil des Satzes folgt, wenn wir F =a nehmen. 

Wendet man auf die sämtlichen Zahlen ß,, a^, . . . des Ideals a 
die Substitution t' = (3:d-') an, so heisst das dann entstehende Ideal 
a' = (i5'ßi, i 'ßj, . . .) das durch t' aus a entspringende oder zu a COU-
jugir te Ideal . Betrachtet man den aus k, k', . . ., ÄC™-!) zusammen­
gesetzten Körper, so lehren die Sätze 18 und 20, dass das Product von a 
und allen zu a conjugirten Idealen eine ganze rationale Zahl, nämlich 
n(a) ist. Aus diesem Umstände entspringt eine neue Definition der Norm 
des Ideals a, welche der Definition der Norm einer Zahl ß genau entspricht 
und überdies einer wichtigen Verallgemeinerung fähig ist. Vgl. § 14. 

Satz 21. In einem jeden Ideal j lassen sich stets zwei Zahlen finden, 
deren Normen die Norm des Ideals [ zum grössten gemeinsamen Teiler haben. 

Beweis. Man setze öi = «({) und bestimme eine Zahl ß in j derart, 
ß 

dass -r- prim zu a ausfällt. Dann wird, wenn a', • • ., ß^""" '̂ die zu 

ß conjugirten Zahlen und j ' , . . ., jC™-!) die zu j conjugirten Ideale be-
j , , ß' «(»-!) , ^ , ,. , n(a) n(a) 
deuten, auch -^, • • •, —,—TT i und folglich —-— = prim zu 

1' 1̂ ™-« nii) a 
a, d .h. es ist n(^==a==(a^",n{a))^(n(a),n{a)). 

§ 8 . 

Der Fermat'sche Satz in der Idealtheorie und die Function ^f{a). 

Auf Grund der nämlichen Schlüsse wie in der Theorie der ratio­
nalen Zahlen ergiebt sich die folgende, dem Fermat'schen Lehrsatz ent­
sprechende Thatsache: [Dedekind^^ 

Satz 22. Ist p ein Primideal vom Grade / , so genügt jede ganze 
Zahl CO des Körpers k der Congruenz 

CO?' (P) 



192 Erster Teil. Die Theorie des allgemeinen Zahlkörpers. §8 . 

Auch der verallgemeinerte Fermat'sche Lehrsatz ist leicht auf die 
Körpertheorie übertragbar. Man beweist ferner ohne Mühe die folgenden 
Sätze: [Dedekind^.'] 

Satz 2;-). Die Anzahl aller derjenigen nach einem Ideale a ein­
ander incongruenten Zahlen, welche prim zu a sind, ist 

,(.) = »(.,(.-^)(.~^A_^.)...(.-^). 
WO p,, pj, . . ., p die sämtlichen in a aufgehenden und von einander ver­

schiedenen Priraideale bedeuten. Für die Zahl </. gelten die beiden Formeln 

(f(Sx)(fQ:)) = (f>(ah) und .5'(/(t) = «(a); 

in der letzteren erstreckt sich die Summation auf alle Idealteiler i des Ideals a. 

Satz 24. Jede zu dem Ideal a prime ganze Zahl oj genügt der 

Congruenz 

So genügt beispielsweise jede durch ein Primideal p vom Grade / 
nicht teilbare ganze Zahl co des Körpers k der Congruenz 

Es gelten ferner die Thatsachen: 
Satz 25. Wenn a,, . . ., a Ideale bedeuten, von denen stets je 

zwei zu einander prim sind, und wenn ß,, . . ., ß beliebige ganze Zahlen 
sind, so giebt es eine ganze Zahl co, die den Congruenzen 

c u ^ ß j , (a,); . . ., co = â , (a.) 
genügt. 

»Safe 26. Eine Congruenz rten Grades nach dem Primideal p von 
der Gestalt 

«« ' •+0,« '—'-1 hß,, = 0, (p) 

wo ß, ß,, . ., «. ganze Zahlen in /,• sind, besitzt höchstens r nach p ein­
ander incongruonte Wurzeln. 

Salz 27. Bedeutet p ein in der rationalen Primzahl /> aufgeheiules 
Primideal, und ist a eine Wurzel der Congruenz 

«.« '•+«,A' ' ' - ' - | h",. ^ I'- (p) 

wo (I, «,, . . ., it^, ganze! rationale Zahlen bedeuten, so ist auch «' ' eine 
Wurzel dieser Congruenz. 

Beweis. Bczeiclinon wir die linke Seite der obigen Congruenz mit 
/''(.'•), so gilt nach dem F(>rniat'sehon Satze identiseh in ,c die Congruenz 
l'\:i:i') ̂  (F(.v)y nach p. und diese Thntsaehe bedingt die Kichtigkeit 
der Behauptung. 
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§ 9 -
Die Primitivzahlen nach einem Primideal. 

Eine ganze Zahl Q des Körpers k heisst eine Primitivzahl nach. 
dem Primideal p, wenn die p / — 1 ersten Potenzen derselben sämtliche 
p''—1 einander incongruenten, zu p primen Zahlen nach p darstellen. Es 
wird wiederum durch die entsprechenden Schlüsse wie in der Theorie 
der rationalen Zahlen leicht der Nachweis für folgende Thatsache geführt: 

Satz 28. Es giebt ^(p^—1) Primitivzahlen für das Primideal p, 
wo ^(p-^—1) die Anzahl der einander incongruenten, zu pJ'—1 primen 
rationalen Reste nach p /—1 bezeichnet. 

Eine Theorie der Primitivzahlen für die Potenzen eines Primideals p 
ist bisher noch nicht entwickelt worden; dagegen erkennt man ohne Mühe 
die folgenden Thatsachen: [Dedekind^.~\ 

Satz 29. Ist p ein beliebig vorgelegtes Primideal des Körpers k, so kann 
man stets in k eine Zahl Q finden von der Art, dass jede andere ganze Zahl 
des Körpers einer gewissen ganzen Function von Q mit ganzen rationalen Coef­
ficienten congruent ist nach einer beliebig hohen Potenz p' des Primideals p. 

Beweis. Ist Q* eine beliebige Primitivzahl für p, so sind offenbar alle 
ganzen Zahlen congruent gewissen ganzzahligen Functionen von Q* nach p. 
Es sei 

P(e*) = 0, (p) 

die Congruenz niedrigsten Grades mit ganzen rationalen Coefficienten, 
welcher Q* genügt. Ist der Grad der Function P gleich / ' , so kann kein 
Ausdruck von der Gestalt a^+a j^* - ] hß/-^*-^'^^ mit ganzzahligen 
Coefficienten a,, a^, ..., « / , nach p congruent 0 sein; es sei denn, 
dass sämtliche Coefficienten «,, a.^, . . ., «/. congruent 0 nach p sind. 
Da andererseits jede ganze Zahl des Körpers einem Ausdruck von der 
obigen Gestalt congruent sein muss, so folgt f ^f. 

In dem Fall, dass P(Q*)^0 nach p^ ist, setze man p=^-^- | -7r , 
wo TT eine durch p, aber nicht durch p^ teilbare Zahl ist. Es ist dann, 

wegen r^ -^^ |=0 nach p, notwendig 
dQ* 

Die Zahl Q ist eine Zahl von der verlangten Beschaffenheit. Durchlaufen 

nämlich ß,, a^, ..., ß, alle Ausdrücke von der Gestalt a,-l-ß2^H 
I_a,^^/-ij wo ßj, «2, . , . , «•/ Zahlen aus der Reihe 0, 1, . . ., p—l 

Jahresberlotit der Deutschen Matliem.-Vereialgung. IV. 1 3 
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bedeuten, so stellt, wie leicht ersichtlich, die Summe 
ß , + ß . , P ( e ) - l - - - + a j P ( e ) ) ' - i 

lauter nach p' einander incongruente ganze Zahlen dar, und da hier 
p-''' Zahlen vorliegen, so sind damit sämtliche nach p' incongruenten Reste 
erschöpft. Offenbar kommt die gleiche Eigenschaft auch jeder Zahl zu, 
welche der Zahl Q nach p^ congruent ist. 

Den letzteren Umstand benutzen wir zu der folgenden Darstellung des 
Ideals p: 

Satz 30. Wenn ein Primideal p vom / t en Grade vorgelegt ist, so 
giebt es im Körper k stets eine ganze Zahl Q von der im Satze 29 ver­
langten Eigenschaft und überdies von der Art, dass man 

P = (p, P{Q)) 
hat, wo P{Q) eine ganze Function / t e n Grades von Q mit ganzen ra­
tionalen Coefficienten ist. 

Beweis: Es sei ^ ^ p - ' a , wo das Ideal a nicht durch p teilbar ist. 
Ferner sei a eine nicht durch p, wohl aber durch a teilbare ganze Zahl. 
Nach Satz 24 ist ßP (̂>'̂ ~D = 1 nach p^ Ersetzen wir nun die im vorigen 
Beweise gefundene Zahl p durch ^ßP-^ö»^-'), so behält diese neue Zahl ^ 
die frühere Eigenschaft; da ferner der letzte Coefficient der Function P{o) 
nicht durch p teilbar sein kann, so ist für die neue Zahl Q notwendig 
P{Q) prim zu a, d. h. p = ( p , P{Q)). 

Capitel IV. 
Die Discriminante des Körpers und ilire Teiler. 

§ 10. 
Der Satz über die Teiler der Discriminante des Körpers. Hülfssätze über 

ganze Functionen. 

Die Discriminante des Körpers k ist, wenn w, w eine Basis 
von k bedeutet, definirt durch die Gleichung 

C O j , 

C O j , 

(U 
n 
1 

10 

co("'->), jCn'-l) 

sie ist eine ganze rationale Zahl. Für die Kntwiokelung der Körpertheorie ist 
die Untersuchung der in der Discriminante dos Körpei-s k aufgohenden idealen 
Factoren von grundlegender liedenlnng. Es gilt der fundamentale Satz: 
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Satz 31. Die Discriminante d des Zahlkörpers k enthält alle und 
nur diejenigen rationalen Pnmzahlen als Factoren, welche durch 
das Qtiadrat eines Primideals teilbar sind. 

Der Beweis dieses Satzes hat erhebliche Schwierigkeiten verursacht; 
er ist zum ersten Mal von Dedekind geführt worden [Dedekind^ Hensel 
hat einen zweiten Beweis dieses Satzes gegeben und dadurch die Kro-riecker-
sche Theorie der algebraischen Zahlen in einem wesentlichen Punkte ergänzt. 
Der Eensel'sche Beweis beruht auf folgendeii von Kronecker geschaffenen 
Begriffen: [Kronecker"^, Hensel'^.] 

Bedeuten M,, . . . , M̂_̂  Unbestimmte, und ist cOj, . . ., cô  eine Basis, 
so heisst 

S = co,M,H j-co u 
- 1 1 ' ' m m 

die Fundamentalform des Körpers k. Dieselbe genügt offenbar der 
Gleichung für a; 

(;c — CO, M, — CO u )(x—CU'M, cu' u ) • • • 
^ 1 1 m m^ ^ 1 1 mm' 

• • - ( .a—cot"'-! '« , - •CO('"-')M ) = 0, 
^ 1 1 m m^ ' 

welche die Gestalt 

•K.2;'»-i+ü'„a;"''-2H Y-U = 0 

annimmt, wo C/,, . . , f7 gewisse ganze Functionen von M,, . . ., u mit 
ganzen rationalen Coefficienten sind. Diese Gleichung mten Grades heisst die 
Fundamentalgleichung. Um mit den eben deflnirten Begriffen operiren 
zu können, ist es nötig, die Sätze über die Zerlegung von ganzen Functionen 
einer Veränderlichen ai nach einer rationalen Primzahl p [Serret'] auf den 
allgemeineren Fall zu übertragen, wo die ganzen Functionen neben der einen 
Veränderlichen x noch die m Unbestimmten u,, . . ., u als Parameter ent-

1' ^ m 

halten. 
Im Folgenden werde unter einer ganzzahligen Function stets eine 

solche ganze rationale Function der Veränderlichen oder Unbestimmten 
verstanden, deren Coefficienten ganze ra t iona le Zahlen sind. Es heisse 
femer eine ganzzahlige Function Z(x; u^, . . ., u^^^) durch eine andere 
ganzzahlige Function X te i lbar nach p, wenn eine dritte ganzzahlige 
Function Y existirt derart, dass identisch in den Veränderlichen «, M,, . . . , u^^^ 
die Congruenz 

Z = XY, (p) 
besteht. Ist eine ganzzahlige Function P nach p durch keine andere 

Function teilbar ausser durch solche Functionen, die einer ganzen,rationalen 
13* 
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Zahl oder der Function P selbst nach p congruent sind, so heisst die 
Function P eine Primfnnction nach p. Wie in der Theorie der 
Functionen einer Veränderlichen gelten auch hier die gewöhnlichen Gesetze 
der Teilbarkeit; insbesondere heben wir den durch das bekannte Eukli­
dische Recursionsverfahren leicht zu beweisenden Satz hervor: 

Satz 32. Wenn zwei ganzzahlige Functionen X und Y von x, 
M,, . . ., u nach der rationalen Primzahl^ keinen gemeinsamen Teiler in 
X haben, so giebt es eine ganzzahlige, nach p nicht der 0 congruente 
Function ü von M,, . . ., u allein, so dass man 

1' ' m ' 

ü = AX+B Y, (p) 

hat, wo A und B geeignete ganzzahlige Functionen von x, u^, ..., u sind. 
Unser nächstes Ziel ist die Zerlegung der linken Seite F der Fun­

damentalgleichung in Primfunctionen nach der rationalen Primzahl p)- Wir 
beweisen zunächst folgende Hülfssätze: 

Hülfssatz 3. Wenn p ein in p aufgehendes Primideal / t en Grades 
bezeichnet, so giebt esstets nach p eine Primfunction n(x; M,, . . ., M ) 
vom / t en Grade in x, welche, wenn man an Stelle von x die Fundamental­
form I setzt, folgende Eigenschaften besitzt: die Coefficienten der Potenzen 
und Producte von u,, . . ., M„ in der Function TJdE; «. , . . .. u ") sind 
dureli p, aber nicht sämtlich durch p^ und auch nicht sämtlich durch ein 
von p verschiedenes, in p aufgehendes Primideal teilbar. 

Beweis. Es sei p:=pea, wo das Ideal a nicht mehr durch p teilbar 
ist. Ferner sei Q eine solche Primitivzahl nach p, welche die in den 
Sätzen 29 und 30 angegebenen Eigenschaften besitzt. P(Q) sei eine wie 
dort bestimmte, zu p gehörige ganzzahlige Function /ten Grades von der Art. 
dass p = ( p , P{Q)) ist. P(x) ist Primfunction nach p. weil sonst Q einer 
Congruenz niederen als /'ten Grades nach p genügen würde. Wir setzen 

p = a,w,-\ ( -« (0 , 
^ 1 1 ' ' m m ' 

wo a,, . ., (1^^^ ganze rationale Zahlen sind, und nehmen den Coeffi­
cienten von Qf in P(Q) gleich 1 an. Da P(()) ^ 0 nach p ist. so folgt 
nach Satz 27, dass auch P(QP)^0, P(QI'')^0, ., r(^,t^"'^•)^o 

nach p ist, d. h. die Congruenz /•"(,(•) = 0 nach p besitzt die /' einander 
ini-ongruenton 'Wurzoln Q, ()P, . .., QI'''~\ und es ist mithin identisch in .v 

P(x) = (x-Q)(x—Q>')...(.>—i>i'^-\ (p) 

d. h. die elementarsymnietrischen Functionen von Q, QI', . . ., pP-^~^ sind 
siiintlicli nach p gewlsscui ganzen rationalen Zahlen congruent. 
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Da jode ganze Zahl des Körpers /,; nach p einer ganzzahligen Function 
von Q congruent ist, so können wir die Fundamentalform 

S = L(Q; M„ . . . , uj 

nach p setzen, wo L eine ganzzahlige Function von Q, ii^, ...,u bedeutet. 

Nach dem eben Bewiesenen ist der Ausdruck 

(X—L(Q; U^, ..., UJXX—L{QV. U„ . . . , uJ)... 

...(X—L(QP^-\ U„ ..., uJ) 

nach p einer ganzzahligen Function von x, w,, . . ., u^^^ congruent; wir 
setzen ihn in die Gestalt 

IJ(x; u^, . . . , uJ = a;/-4-F,«/-i-H 1-F^, 

wo F, , . . ., Ff ganzzahlige Functionen von M,, . . ., u^^^ bedeuten. Offen­

bar genügt die Fundamentalform ^, für x gesetzt, der Congruenz 

n(x; u„ ..., uJ = 0, (p). 

Da die Function n(x; a,, . . ., a^) ^ P(x) nach p ist, so folgt, 
dass auch p = (p, I1{Q; a^, ..., a^^)) ist, und mithin sind die Coefficienten 
der Potenzen und Producte von M,, . . ., u^^^ in 77(5; M,, . . ., u ) nicht 
sämtlich durch p^ und auch nicht sämtlich durch ein von p verschiedenes, 
in a aufgehendes Primideal teilbar. Da P(_x) Primfunction ist, so gilt 
das Gleiche umsomehr von der Function n{x; M,, . . ., U ). 

Hülfssatz 4. Jede ganzzahlige Function $ ( « ; M,, . . ., M ), welche 
identisch in w,, .. .,u nach p dem Wert 0 congruent wird, sobald man für 
x die Fundamentalform J einsetzt, ist nach p durch Il(x; MJ, . . ., u ) 

teilbar. 

Beweis. Im gegenteiligen Falle hätten ^ und 71 nach p keinen 
Teiler gemein, und es müsste folglich nach Satz 32 eine nach p dem Wert 0 
nicht congruente ganzzahlige Function D von M,, . . ., M allein existiren, 
so dass ü ^ A^-'rBn nach p wird, wo A, B ganzzahlige Functionen 
von X, M,, . . . . u sind. Hieraus vrärde, wenn man für x die Funda-

' 1 ^ 7?t 

mentalform J einsetzt, ü ^ 0 nach p und folglich auch nach p sich 
ergeben, was nicht der Fall ist. 

Hülfssatz 5. Ist $ eine ganzzahlige Function von x, w,, . . ., u^^, 

welche identisch in w-,, . . ., u nach p« dem Wert 0 congruent wird, 
wenn man für x die Fundamentalform J einsetzt, so muss notwendig §p 

nach p durch Jl" teilbar sein. 
Beweis. Setzen wir * ^ 77*'i^ nach p, wo e' <Ce ist und F 

eine ganzzahlige Function von ,«,«, , . . ., u^^ bedeutet, die nach p nicht 
mehr durch 77 teilbar ist, so folgt, dass sämtliche Coefficienten der Po-
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tenzen und Producte von u,, ..., u^^^ in {77(5; u,,..., u^)Y'FC§; M, , . . . , uJ 
durch p" teilbar sein müssen. Wir denken uns nun sowohl 77(|; u^, •••, u,n) 
als F(^§; M,, ..., u ) nach fallenden Potenzen der Variabein M^ und 
die Coefficienten der Potenzen von M, wiederum nach fallenden Potenzen 
von Mj geordnet ii. s. f. Ist dann n der erste Cociffioient in 7/(S), welcher 
nicht durch p ' teilbar ist, und zutreffendenfalls x der erste Coefficient in 
P(g), welcher nicht durch p teilbar ist, so würde n' x^O nach p* folgen, 
was nicht möglich ist; d. h. sämtliche Coefficienten von F('£) sind durch 
p teilbar, und hieraus folgt nach dem Hülfssatz 4, dass F(x; M,, . . ., u^J 
durch n(x; M,, . . . , u ) nach p teilbar ist. Diese Folgerung wider­
spricht unserer Annahme. 

§ 1 1 . 
Die Zerlegung der linken Seite der Fundamentalgleichung. Die Discriminante 

der Fundamentalgleichung. 

Aus den Hülfssätzen 3, 4 und 5 folgen die nachstehenden wich­
tigen Thatsachen, welche die Zerlegung der linken Seite der Fundamental­
gleichung betreffen: 

Satz 33. Ist die Zeriegung der rationalen Primzahl p in Primideale 
durch die Formel p = p ' ' p ' « ' . . . gegeben, so gestattet die linke .'^ite F 
der Fundamentalgleichung im Sinn der Congruenz nach p die Darstellung 

F = 77" 77'«'..., (p) 

wo 77, 77', . . . gewisse verschiedene Primfunctionen von x. 2i u 
I • ' m 

nach p bedeuten; überdies ist, wenn 
F = wn'' •••+pG 

gesetzt wird, G eine ganzzahlige Function der Vcränderiichen x. u ..... u 

welche nach j) durch keine der Primfnnctionen 77, / / ' , . . teilbar ist. 
Sd/z 34. Die aus der Fundamentalgleichung sich ergebende Con­

gruenz mten Grades 

F(x; M,, . . . , uJ = 0, (p) 
ist zugleich die Congruenz niedrigsten Grades mit ganzen rationalen Coef­

ficienten, welcher die Fundamentalform i', für x eingesetzt, nach p genüot. 
Beweis. Ks sei (J? eine ganzzahligo Function von .c. n ;/ 

solcher Art, dass die (Kongruenz sP-Cr) = 0 nach ;) von der Fundamental-
forni i" befriedigt wird. Ferner seien die von einander \ ersehiedenen, in 
/) aufgellenden Primideale p, p', . . . beziiglieh von den Graden f. / ' . . . .• 
durch Bildung der Norm folgt p"' =j9/''-V<" i •••, d. h. 7/i.=/, '_|_r 'V-| 
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Ferner mögen 77, 77', . . . bez. die zu den Primidealen p, p', . . . ge­
hörigen Primfunctionen von x, M,, . . ., M„J bedeuten, wie sie in den 
vorigen Hülfssätzen gebraucht worden sind. Aus dem Hülfssatz 5 folgt dann 

* = 77^77 " . . . J P , ip) 

wo 3* eine ganzzahlige Function bezeichnet. Da TT, 77', . . . bezüglich 
von der Graden / , / ' , . . . in a; sind, so folgt, dass $ mindestens vom 
7?« ten Grade in x sein muss, und dieser Umstand liefert, wenn man an 
Stelle von $ die linke Seite F der Fundamentalgleichung wählt, den ersten 
Teil des Satzes 33 und den Satz 34. 

Wäre endlich Gips) nach p etwa durch 7T(«) teilbar, so würde 
die Fundamentalform J, für x eingesetzt, der Congruenz G(x)^Q nach 
p und folglich auch der Congruenz 77''(«)77'''(«)••• ^ 0 nach p«+i ge­
nügen müssen, was nach Hülfssatz 5 nicht möglich ist. Damit ist auch 
der zweite Teil des Satzes 33 bewiesen. 

Die gefundenen Thatsachen bedingen eine Reihe von wichtigen Dis-
criminantensätzen: 

Satz 35. Der grösste Zahlenfactor von der Discriminante der Fun­
damentalgleichung ist gleich der Discriminante des Körpers. 

Beweis. Wir setzen 

(2.) 

1 = U^^^^-\--+ü^^^m„ 

S = C^3l'«l+--+f^2™'«„, 

ml 1 ' ' m; 

wo Z7,j, . . ., U ganzzahlige Functionen von M,, . . ., u^^^ seien. Wäre 
nun die Determinante ü dieser m^ Functionen eine solche Function, deren 
sämtliche Coefficienten etwa durch die rationale Primzahl p teilbar sind, 
so gäbe es offenbar m nicht sämtlich dem Werte 0 nach p congruente 
ganzzahlige Functionen F, , . . ., V^^ von M,, . . ., M„, der Art, dass iden­
tisch in w,, . . ., u^^ 

V U -I f - F ü , = 0, («) 
1 11 ' ' m ml ^ \ff 

V ü H i - F ü = 0 , (») 
l Im ' m mm ' ^J^-' 

wird. Mithin müsste die Fundamentalform | der Congruenz 

F, + F,?-H--+F^J'»-i = 0, (p) 

genügen, welche von niederem als ?wtem Grade ist. Da dies nach Satz 34 
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nicht statthaben kann, so folgt, dass die Determinante ü eine rationale 

Einheitsform ist. 

Die Gleichungen (2.) ergeben mit Hülfe des Multiplicationssatzes der 

Determinanten: 

1, 5, 

1, r, •chit—l 

1, g('"-i), . . ., (5("'-i))'"-i 

U 

-«. ofm-l) 

Durch Quadriren dieser Beziehung folgt dQ)^U''d oder d(^S)'^d, wo d^i) 
die Discriminante der Fundamentalgleichung und d die Körperdiscriminante 
bedeutet. 

Durch Auflösung der Gleichungen (2) ergiebt sich ferner die folgende 
Thatsache: 

Satz 36. Jede ganze Zahl des Körpers k ist gleich einer ganzen 
rationalen Function (m—l)ten Grades der Fundamentalform 'S. und zwar 
sind die Coefficienten dieser Function ganzzahlige Functionen von M, , . . . , M , 
dividirt durch die rationale Einheitsform ü. [Kronecker^^, Hensel*.] 

§ 1 2 . 
Die Elemente und die Differente dos Körpers. Beweis des Satzes über die 

Teiler der Körperdiscriminante. 

Der Satz 35 gestattet die Zerlegung der Körperdiscriminante d in 
gewisse ideale Factoren. Die m—I Ideale 

e' = ((coj —cuj), 

e" = (K-O, (co — co")). 

nenne ich die m—1 E l e m e n t e des Körpers /•. Dieselben sind Ideale, 
welche im allgemeinen dein Zahlkörper /• nicht angehören; da'.;e!;ou ist 
das Product b = e'e" ...e^'""'^ ein Ideal des Körpers k. Bedenken wir 
nämlich, dass die Elemente e', . . . . e'^"'~'' bez. die Inhalte der Formen 
S — S', . . . , ?~i"("' ') sind, so erkennen wir nach Satz 13, da.ss das 
Ideal b den Inhalt von der Dil'foronto der Fniulanieiitalforin, nämlich von 

dF 
d'i (?-5')-••(?-?('"-•>) 
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bildet, und diese ist eine Form des Körpers k. Das Ideal b nenne ich die 
Differente*) des Körpers . Die Norm derselben ist gleich dem grössten 
Zahlenfactor von der Discriminante der Fundamentalform, und, da dieser 
nach Satz 35 gleich d ist, so folgt der Satz: 

Satz 37. Die Norm der Differente des Körpers ist gleich der Dis­
criminante des Körpers. 

Aus der Congruenz 

^^.77-4^77'^' . . . -^ . '77^T7'-^4^. . .+ . . , (,.) 
ox dx ^ dx ' ^•^•^ 

folgt ferner, dass die Differente des Körpers stets durch p«-i teilbar ist, 
und dass sie jedenfalls dann keine höhere Potenz von p enthält, sobald 
der Exponent e zu p prim ist. Durch Uebergang zur Norm ergiebt sich 
hieraus, dass die Discriminante des Körpers stets durch «/(e—i)-h/'(e'-i)-i----
teilbar ist und überdies jedenfalls dann keine höhere Potenz von p ent­
hält, wenn sämtliche Exponenten e, e', . . . zu p prim sind; damit ist 
zugleich der am Anfang des § 10 aufgestellte Fundamentalsatz 31 bewiesen. 

§ 1 3 . 
Die Aufstellung der Primideale. Der feste Zahlteiler der rationalen Binheits­

form JJ. 

Die vrirkliche Berechnung der in einer rationalen Primzahl p auf­
gehenden Priraideale kann auf Grund des Satzes 33 durch Zerlegung der 
linken Seite der Fundamentalgleichung ausgeführt werden. Doch ist es 
von Nutzen zu wissen, unter welchen Umständen hierbei den Parametern 
M,, . . ., «. in der Fundamentalgleichung specielle Werte beigelegt werden 
dürfen. Wir stellen zu dem Zweck die folgenden Betrachtungen an. 

Die Discriminanten aller ganzen algebraischen Zahlen des Körpers 
erhält man, wenn man in Wd die Parameter M,, . . ., u alle ganzen 
rationalen Zahlen durchlaufen lässt. Der grösste gemeinsame Teiler aller 
dieser Discriminanten braucht nicht mit der Körperdiscriminante d über­
einzustimmen, da sehr wohl der Fall eintreten kann, dass die rationale 
Einheitsform ü für alle ganzzahligen Werte der M^, . . ., u eine Reihe 
von Zahlen mit einem festen Teiler =|= 1 darstellt. Dieser Umstand setzt die 
Bedeutung des Gebrauchs der Unbestimmten M,, . . ., u^^ in helles Licht. 
Man findet auch leicht eine notwendige und hinreichende Bedingung da-

*) Nach Dedekind ,das Grundideal" 
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für, dass die rationale Primzahl p ein solcher fester Teiler von ü ist. 
Diese Bedingung besteht nämlich darin, dass ü in die Gestalt 

P v+iup-u^) F̂ -̂  HK-^J^,. 

gebracht werden kann, wo F, F , , . . ., F,^ ganzzahlige Functionen von 
Mj, . . ., Uia sind. [HenseP^-'•'.'] 

Wenn es nun möglich ist, den Unbestimmten M,, . . ., u solche 
ganzen rationalen Zahlenwerte a,, . . ., « zu erteilen, dass für dieselben 
die rationale Einheitsform ü eine durch p nicht teilbare Zahl wird, so 
darf bei der Zerlegung der rationalen Primzahl p die Fundamentalgleichung 

so specialisirt werden, dass die Form J durch u = a^0)^-\ \-a o) 
ersetzt wird. In der That, unter der gemachten Annahme ist, wie leicht 
aus Satz 36 folgt, jede beliebige ganze Zahl co des Körpers einer ganz­
zahligen Function von a nach p congruent, und es ist daher eine ganz­
zahlige Function von niederem als Twtem Grade in a niemals durch p 
teilbar, wenn nicht ihre Coefficienten sämtlich durch p teilbar sind. Be­
zeichnen wir die aus 7T(«; M,, . . ., u^J, T7'(«; M,, . . . , u ^), . . . 
durch die Substitution M, = a,, . . ., M ^ a hervorgehenden Functionen 
von X allein mit P(x), P'{x), . . . , so erkennen wir, dass diese Functionen 
im Sinne der Congruenz nach jj von einander verschiedene Primfunctionen 
sind, und dass 

p = (p, P(ß)) , p' = (p, PXa)), . . . 

wird. In der That, würde etwa P(ß) nach Forthebung des Factors p noch 
einen in j) aufgehenden Primfactor, z. B. p', enthalten, so wäre 

|P(a)p!P'(ß)}«'-MP"(ß)l'--- = 0, OO 

was nach obiger Bemerkung nicht der Fall sein kann, da die linke Seite 
dieser Congruenz eine Function von niederem als «jtem Grade in a darstellt. 

Umgekehrt gilt die leicht zu beweisende Thatsache: Wenn im Körper 
k die Zerlegung p = p«p'«'... gilt, wo p, p', . . . von einander verschie­
dene Primideale bezüglich von den Graden / , / ' . . . . sind, und wenn 
man dann diesen Primidealon p, p', . . . ebenso viele ganzzahlige Functionen 
/ '(«), P'C'*), • • • der einen Veränderlichen .v zuordnen kann, die im 
Sinne der Congruenz nach p Prinifunctionen bez. von den Graden j \ f. .. . 
und unter einander verschieden sind, so lässt sieh stets eine Zahl 

( ( = « , 01,-1 '""-„/"'m fin<l'-'"5 '̂T welche der zugehörige Wort von ü 
nicht durch /» teilbar ist. Die Niebte\istonz solcher von einander ver­

schiedener Primfunctionen /'(•''). !"(•>% • • • i'" Sinne der Congruenz nach 
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der rationalen Primzahl p bildet daher eine neue notwendige und hin­
reichende Bedingung dafür, dass die Primzahl p als fester Zahlteiler in 
ü auftritt. [Dedekimd\'\ 

Jede der beiden in diesem Paragraphen gefundenen, wesentlich von 
einander verschiedenen Bedingungen kann zur Berechnung numerischer 
Beispiele für Zahlkörper dienen, in deren f7 wirklich feste Zahlteiler 4=1 der 
fraglichen Weise enthalten sind. [Dedekind^, Kronecker''\ HenseP^'^^^.] 

Es ist jedoch zu bemerken, dass die Form U die Eigenschaft, feste 
Zahlteiler zu enthalten, verliert, wenn man in derselben die Unbestimmten 
«,, . . . , u^ alle ganzen algebraischen Zahlen eines geeignet gewählten Zahl­
körpers durchlaufen lässt, indem die sämtlichen durch V auf diese Art dar­
stellbaren Zahlen den grössten gemeinsamen Teiler 1 erhalten. [Hensel ^] 

Capitel V. 

Der Eelativkörper. 
§ 1 4 . 

Die Relativnorm, die Relativdifferente und die Relativdiscriminante. 

Die Begriffe Norm, Differente und Discriminante sind einer wichtigen 
Verallgemeinerung fähig. 

Ist Kein Körper vom Grade M, welcher sämtliche Zahlen des Körpers k 
vom Treten Grade enthält, so heisst k ein Unterkörper von K. Der 
Körper K wird der Oberkörper von k oder der ßelatiTkÖrper in Bezug 
auf k genannt. Es sei @ eine den Körper K bestimmende Zahl. Unter 
den unendlich vielen Gleichungen mit algebraischen, in k liegenden Coef­
ficienten, denen die Zahl & genügt, habe die folgende Gleichung vom Grade *• 

(3.) @''+ß,@'-iH hß^ = 0 

den niedrigsten Grad; ß,, . . ., ß^ sind dann bestimmte Zahlen in k. 
Der Grad r heisst der ße lat ivgrad des Körpers K in Bezug auf k; es 
ist M^rm. Die Gleichung (3) vom rten Grade ist im Rationalitäts-
bereioh k irreducibel. Sind ©', . . ., @(''-'^^ die r — 1 anderen Wurzeln 
der Gleichung (3.), so heissen diese r—1 algebraischen Zahlen die zu 
& relativ conjugirten Zahlen, und die bez. durch 0', . . . , @(''-i) 
bestimmten Körper K', . . ., JlTt'—i) heissen die zu K relativ con-
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jugirten Körper. Ist A eine beliebige Zahl des Körpers K, und ist 

A = y,+y,0-^ \-y,&'-\ 

wo •/,, y^, . . ., y Zahlen in k sind, so heissen die Zahlen 

A' = y.+y.e'H ty,0"-\ 

die bez. durch die Substitutionen T ' = (©:©'), . . . , T<'-^> = C0:0''-^>') 
aus A entspringenden oder zu A relativ conjugirteu Zahlen. Wendet 
man auf die sämtlichen Zahlen eines Ideals 3 die Substitution T' an, so-
heisst das dann entstehende Ideal 3 ' das durch T' aus 3 entspringende 
oder zu 3 relatiy conjugirte Ideal. 

Wenn a,, . . ., ß beliebige Zahlen in k sind und j = ( a , , . . ., c ) 
das durch sie bestimmte Ideal in k bezeichnet, so wird durch die näm­
lichen Zahlen auch zugleich ein Ideal 3 = (ßi, •••5 ß ) im Körper K 
bestimmt. Dieses Ideal 3 ist als nicht verschieden von j anzusehen. 
Ein Ideal 3 ^ ( ^ , , . . ., A^) des Körpers K wird umgekehrt dann und 
nur dann auch als ein Ideal j des Körpers k bezeichnet, wenn 3 sich 
zugleich als grösster gemeinsamer Teiler von gewissen ganzen Zahlen 
ß,, . . ., ß des Körpers k darstellen lässt. Das Product einer Zahl A 
mit den relativ conjugirten Zahlen 

iV,(^) = AA'...A^'-^) 

heisst die ße lat ivnorm der Zahl A bezüglich des Körpers oder Ra-
tionalitätsberciches k. Die Relativnorm IS, ist eine Zahl in k. Ist 
3 = (-4,, . . ., Af) ein beliebiges Ideal in K, so heisst das Product von 
3 mit den sämtlichen relativ conjugirten Idealen von 3 

A',(3) = 33'...3"-') 
die Relativnorm des Ideals 3- Die Relativnorm A';(3) ist ein Ideal 

des Körpers k. Bedeuten nämUch C/,, . . . , C/V, Unbestimmte, so sind 

die Coefficienten des Ausdruckes 

{A^Ü^-^...+A^V^){A[ü^-^...^^A'^U^)...{S;-^)U^+...+A.-'U^) 

ganze Zahlen in k, deren grösster gemeinsamer Teiler nach Satz 13 mit 
jenem fdealproducte übereinstimmen muss. 

Der Ausdruck 

A,{A) = ( . i - . i ' ) ( / i - . r ' ) . . . ( . i — j f - o ) 

stellt eine Zahl des Körpers K dar und heisst die Relati'»'diifereute 
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der Zalil A in Bezug auf den Körper k. Der Ausdruck 

D,.(A) = (A—A'y(A—A"y...(A^'-^^—A('-'^y 

heisst die Relativdiscriminante der Zahl A. Dieselbe ist bis auf 
das Vorzeichen gleich der Relativnorm der Relativdifferente von ^ ; es ist 

' • ( ' • - 1 ) 

nämHch D^(A) = (--1} ^ N^i^tj,)-
Sind 8 j , . . . . Q^ die M Basiszahlen des Körpers K, so heisst 

das durch Multiplication der r—1 Elemente 

e ' = {{n,-si[), . . ., {ü^-Q'^)), 

g(r-i) _ ((ß^-iaf-D), . ., {ii^-n%-^))) 
entstehende Ideal 

©i = e ' g" . . . gCr - i ) 
die Relatiydiflferente des Körpers K in Bezug auf k. Bezeichnet 

die Fundamentalform von K, so ist die Relativdifferente von S 

MS) = (s—S')...(S—s(-''-'^y 
Die Coefficienten dieser Form sind Zahlen des Körpers K, und da nach 
dem Satze 13 der grösste gemeinsame Teiler derselben die Relativdiffe­
rente S>k ergehen muss, so ist S)t ein Ideal des Körpers K 

Das Quadrat des grössten gemeinsamen Teilers aller »'-reihigen Deter­
minanten der Matrix 

i3p ß^. • • •, ß ^ 

(4.) 

heisst die Relatiydiscriminante D^ des Körpers K bez. k; die­
selbe ist, wie leicht ersichtlich, ein Ideal des Körpers k. 

§ 1 5 . 
Eigenschaften der Relativdifferente und der Relativdiscriminante eines Körpers. 

Hinsichtlich der soeben definirten Begriffe gelten folgende Sätze: 

[Hilberth] 

Satz 38. Die Relativdiscriminante des Körpers K in Bezug auf den 
Unterkörper k ist gleich der Relativnorm der Relativdifferente von K, d. h. 
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Beweis. Die Relativnorra von der Relativdifferente der Fundamental­

form 3 ist 

iv,(j,(^)) = ±i3-s'y{s-s"y...{S'"'^-'S"-'^y 
1, S, • •, S'^' 

i, f-i , . . ., 1^1-, j 

1, ^('-», . . . , (^(-'O'-i 

Andererseits ist das rechtsstehende Determinantenquadrat eine Form des 
Körpers K, deren Inhalt gleich der Relativdiscriminante D^ ist. Drücken 
wir nämlich die Terme der obigen Determinante linear durch i2,, . . ., 12ĵ  
bezüglich durch die conjugirten Basiszahlen des Körpers K aus, wobei die 
Coefficienten in diesen Ausdrücken ganzzahlige Functionen von U^...., U^ 
sind, so erkennen wir, dass jenes Determinantenquadrat lauter durch 
D]c teilbare Coefficienten besitzt. Umgekehrt zeigt eine Uebertragung des 
Satzes 36, dass eine jede i'-reihige Determinante der Matrix (4.) nach Multi­
plication mit der rten Potenz einer gewissen in den Parametern C7,, . . . . U^ 
geschriebenen rationalen Einheitsform durch das Differenzenproduct 

teilbar wird. Daraus folgt N^^{A^{Sy)^D^. 
Satz 39. Bedeuten D und d die Discriminanten des Oberkörpers K 

und des Unterkörpers k und bezeichnet n(D^) die Norm der Relati\'discri-
minante D^,, genommen im Körper k, so ist 

D = d'niD^). 

Beweis. Ist 5 = OJ,M,-) l-co u die Fundamentalform des 
^ i I ' ' m tu 

Körpers k, so genügt S", für X gesetzt, einer Gleichung rten Grades in 
X von der Gestalt 

* ( X , £) = * „ A ' ^ + * , A ' ' - i H h * , = 0, 

wo $ , , . . ., $^. ganzzahlige Functionen von ; und den Unbestimmten 
M,, . . ., u^^^, C/,, . . ., U^i sind, und wo ^^ eine rationale Einheits­
form der Unbestimmten ir,, . . ., u ist. Die übrigen ^Vurzeln der obigen 
Gleichung rten Grades sind Ä = Ä " , • • •- Ä"^''"'^. Sodann sei JW 
eine der m—1 zu J conjugirten Fundamentalformen; die Wurzeln der 

Gleichung rten Grades *(A' , 5'''0 = 0 mögen mit S,^., ^ ' j , ^l^^^ 

bezeichnet werden. Da nun 5 oiii'"' Gleichung 7/;ten Grades genügt, so 
ist offenbar jtsdi' Potenz von S "itch Multiplication mit einer Potenz von 
(P. gleich einer ganzen Function von ^ i'»<l S, welche in $ höchstens 
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bis zum Grade TO—1 und in S höchstens bis zum Grade r — 1 ansteigt, 
und deren Coefficienten ganzzahlige Functionen der Parameter u , ..., u , 
TT TT ' 1 ' ' ? ? ' • ' 

'-^i' • • •' .V ^™'̂ - Infolge dessen ist notwendigerweise die Discriminante 
der Fundamentalform S nach Multiplication mit einer Potenz von #„ 
durch das Quadrat der 717= rw-reihigen Determinante 

tni—1 •cm—1 jy tm—1 » r - l 

• • M b 5 b >—ij • • • ! b Ä 

1, ^ ' , . . . , S"-!, I, gö", . . . , 55"r-l^ 
tm—1 tm—1 J?' tm—1 Wr—l 

• ' S ' S Ä , . . - , 5 lO, 

1, Ä ' - l , . . . , (^('-l))'-!, J, t-Wf'-l), . . . , |(5'('-l))r-l^ . . . 
. . . , £ " ' - 1 fm-1^!-—1 . . . tm—ICJ^Cr—l)y—1 

teilbar; hierbei sind in dem Schema nur die ersten r Horizontalreihen 
hingeschrieben; die übrigen r{m—1) Horizontalreihen entstehen, wenn 
man der Reihe nach allen Buchstaben | die Zeichen (A) ==(]), . . . , (m —1) 
als obere Indices und zugleich allen Buchstaben a die nämlichen Zeichen 
als untere Indices anfügt. 

Drückt man nun die Elemente der Determinante A linear durch die 
Basiszahlen ii^, . . . , Q^ und deren Conjugirte aus, so erkennen wir 
die Richtigkeit der Formel 

12j, M 

F. 

wo F eine ganzzahlige Function der Parameter M, , . . ., M , Z7,, . . ., Z7 
bedeutet. Hieraus folgt, dass der Zahlenfactor des Quadrates von A durch 
D teilbar ist. Da aber der Zahlenfactor der Discriminante von S nach 
Satz 35 =^2) wird, so folgt aus obiger Entwickelung, dass auch um­
gekehrt D durch den Zahlenfactor des Quadrates von A teibar ist; d. h. 
der Zahlenfactor von A^ ist gleich D. 

Aus elementaren Sätzen der Determinantentheorie ergiebt sich nun 
die Identität 

1' r, • • •' ?' 
A = 

fcm-l 

: 'm—1 

1, ?('"- '^ /^(m-l)-)« 

TT, 

wo 
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TT: 

1 ö' 

1 sf' 

1, S'«'-'^ . . . , (£'('-'))'-' 

1' Ä 

1' ^ (1) ' 

1 ö" 

iffr—l 

Ö - ' r - l 
"(0 

1 Vir-l) ( 'Ö ' ( r - l )y- l 
' ' - - ( l ) ' • • • ' t.—(1) J 

• ' - r ' „ - ' l j ( m - I ) ' 
1 S " Ö"'- -1 
^ ' — ( m - 1 ) ' • • • ' " f - r a - I 

• '̂ - - ( m - l ) ' • • ' V—f/H-1/ 

gesetzt ist, und hieraus folgt unmittelbar der Satz 39. 
Der eben bewiesene Satz 39 zeigt nicht nur, dass die Discriminante 

eines Körpers durch die Discriminante eines jeden Unterkörpers teilbar 
ist, sondern giebt eine gewisse Potenz der letzteren an, welche in der Dis­
criminante des Oberkörpers aufgeht, und deckt auch zugleich die einfache Be­
deutung des übrig bleibenden Factors der Discriminante des Oberkörpers auf. 

§ 16. 
Die Zerlegung eines Elementes des Körpers k im Oberkörper K. 

Der Satz von der Differente des Oberkörpers K. 

Satz 40. Jedes Element des Unterkörpers k ist dem Product 
von gewissen r Elementen des Oberkörpers K gleich, und zwar gelteti 
die Formeln: 

Beweis. Ist 

F{X) = X>'+F^X"-'-] h i^ j , = 0 

die Fundamentalgleichung il/ten Grades des Körpers A'. wobei F . ..., F 
ganzzahlige Functionen von U^, . . . , C/̂ ^ bedeuten, so gilt identisch in 
X die Gleichung 

^^'F(X) = * ( X S)*(A', i')...^(\. iv"-i)). 

Die Differente der Fundamenlalforiu S ist mithin wegen $(3" . J) = 0 
durch die Kiirmcl 
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dargestellt. Nun ist einerseits 

(A = 1, 2, . . . , m—l) 

und andererseits ist 

(6.) ^iS, f'^) = ^iS, f^)-^(S §) = Q-f'>)G^'\ 
wo G eine ganze algebraische Form bedeutet; aus diesen Formeln folgt: 

* ? ' ^ | ^ = -^^g-^ (?-!')...(?-?^™-̂ ')(?'-.G""-̂ ^ 

1 d^(S, S) 
Da ^ T T - - ^ die Relativdifferente von S darstellt, so folgt nach 

Satz 13 aus der letzten Formel 

(?•) ® = 2),b3, 

wo S die Differente von K, ®j, die Relativdifferente von K in Bezug 
auf k, und wo 3 dasjenige Ideal bedeutet, welches den Inhalt der Form 
G'.. • G^'"^''^ ausmacht. Durch Normbildung ergiebt sich D=n(D^)d''N(3y 

und folglich ist nach Satz 39 i V ( 3 ) = l , d .h. 3 = 1 . Die Formen 
G', . . -, G ~ sind daher sämtlich Einheitsformen, und die Formeln (5) 
und (6) beweisen unseren Satz 40. 

Der Satz 40 liefert die Zerlegung der Elemente des Körpers k im 
Oberkörper K; er ist das Fundament der Theorie der Discriminanten. 
Die Formel (7) liefert überdies die wichtige Thatsache: 

Satz 41 . Die Differente ® des Körpers K ist gleich dem Product 
der Relativdifferente 2)^ von K in Bezug auf den Unterkörper k und der 
Differente b des Körpers k, d. h. es ist 

® = % b . 

Nach diesem Satze ist das Verhalten der Differenten beim Ueber-
gange von dem Unterkörper in den Oberkörper von merkwürdiger Ein­
fachheit: man bekommt die Differente des höheren Körpers, indem man 
die Differente des niederen Körpers mit der betreffenden Relativdifferente 
multiplicirt. 

Jahreaberiolit der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 1 4 
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Capitel VI. 

Die Einheiten des Körpers. 

§17-
Die Existenz conjugirter Zahlen, deren absolute Beträge gewis.sen 

Ungleichungen genügen. 

Nachdem in Capitel II die Teilbarkeitsgesetze der Zahlen eines alge­
braischen Körpers ausführlich behandelt sind, gehen wir dazu über, die­
jenigen Wahrheiten zu entwickeln, bei deren Ergründung der Grössen-
begriff eine wesentliche Rolle spielt. Das wichtigste Hülfsmittel bei diesen 
Untersuchungen bildet der folgende Satz: [Minkowski'^'\ 

Hülfssatz 6. Sind 

/, = a„ u,-\ hß, u , 
' 1 11 1 ' ' I m m ' 

f ^ a ,M,H \-a u 
' m ml 1 ' ' mm m 

m lineare homogene Formen von M, , . . ., u^^^ mit beliebigen reellen Coef­
ficienten a , . . . , a und der Determinante I, so kann man u , u 
stets als ganze rationale Zahlen, die nicht sämtlich 0 sind, so bestimmen, 
dass die Werte jener OT Formen / j , . . . , f^^, absolut genommen, sämtlich 
< ] werden. 

Dieser Satz erhält durch eine leichte Umformung die Gestalt: 
Hülfssatz!. Sind / j , . . . , f^^ m lineare homogene Formen von 

u^, . . ., u^^ mit beliebigen reellen Coefficienten und der positiven Deter­
minante A, und bedeuten x^, . . ., x^^^ beliebige positive Constante. deren 
Product gleich A ist, so kann man M, , . . ., u stets als ganze ratio­
nale Zahlen, die nicht sämtlich 0 sind, so bestimmen, dass die absoluten 
Werte jener m Formen den Bedingungen 

lAI^-,' •• •' l/,J^^„ 
genügen. 

Es sei bemerkt, dass in diesem Capitel, abweichend von dem Frü­
heren, der Körper k und die m—1 zu k conjugirten Körper bezüifhch 
mit k = U^\ U^\ . . ., //'"^ und dem entsprechend allgemein die in b''^ lie­
genden, zu cu,, . . . , 0) conjugirten Basiszahleu mit (o('' mi*̂  be-

1 in 1 „, 

zeichnet werden. 
Den Hülfssatz 7 verwenden wir zum Beweise der folgendeii Thatsache: 
iSüte 42. Sind x^, . . . , x^^^ beliebige reelle positive Constante, 



§ 18. Capitel VI. Die Einheiten des Körpers. 211 

deren Product gleich \Yd\ ist, und die den Bedingungen x^ = x^, ge­
nügen, falls AW und (̂̂ '5 conjugirt imaginäre Körper sind, so giebt es 
im Körper k immer eine ganze von 0 verschiedene Zahl cu so, dass 

| a i W | < x ^ , . . ., \w("0\<x^ 
wird. 

Beweis. Wir ordnen den Körpern k , . . ., k gewisse Linear­
formen zu, und zwar nach folgendem Gesichtspunkte: Ist U'''! ein reeller 
Körper, so ordnen wir demselben die Linearform 

f = (o^u-i htuWw 
fr 1 1 ' ' jn m 

zu; ist dagegen AW ein imaginärer Körper und k^^''> der zu demselben 
conjugirt imaginäre Körper, so ordnen war den beiden Körpern ^W und 
M'') die beiden Linearformen 

(8.) 

/ = —^|(a)M_|_coM)w,-| 1-(COW+COM)M 

/ , = —-=rUw(f̂  — (»P)u,-i |-(co» —aiM)M 
"1/9 ^ l ' ' l ' ' ^ m m •' n. 

ZU, deren Coefficienten wiederum reell sind. Die Determinante der m Formen 
/ j , . . ., f^ ist, absolut genommen, = | Yd |. Der Hülfssatz 7 liefert 
dann unmittelbar die Behauptung, wenn man berücksichtigt, dass für die 
Paare imaginärer Körper 

/•2-I-/2 = 2|a)WM,-| I-COWM |2 
13 ' I s' I 1 1 m m I 

ist. 
Andererseits folgt leicht die Thatsache: 
Satz 43. Wenn der Grad m und eine beliebige positive Constante x 

gegeben ist, so existirt nur eine endliche Anzahl von ganzen algebraischen 
Zahlen mten Grades, die nebst allen ihren Conjugirten, absolut genommen, 
<< X sind. 

Beweis. Die m ganzzahligen Coefficienten der Gleichung, der eine 
solche ganze Zahl genügt, müssen absolut sämtlich unterhalb einer nur von 
m und X abhängigen Grenze liegen; sie sind daher ihrer Anzahl nach 
beschränkt. 

§ 1 8 . 
Sätze über die absolute Grösse der Körperdiscriminante. 

Wir beweisen die beiden folgenden Sätze: 

Satz 44. Die Discriminante d eines Zahlkörpers k ist stets ver­

schieden von ± 1 [Minkowski'^'^'^]. 
14* 
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Satz 45. Es giebt nur eine endliche Anzahl von Körpern mten 
Grades mit gegebener Discriminante d. [Hermite'^'^, Minkowski\] 

Zum Beweise dieser Sätze dient der folgende Hülfssatz: 
Hülfssatz 8. Wenn / , , . . . , /„, die in Formel (8) deflnirten m reellen 

Linearformen der Unbestimmten M, , . . . , ŵ „ bedeuten, so existirt im Körper k 
stets eine solche von 0 verschiedene ganze Zahl a = a^oi^-\ l-a,„oj^,^, 
für welche die absoluten Beträge dieser Formen für u^=^a^,..., '«„, = ß,„ 
den Bedingungen 

(9.) |/J<|l/d|, | / , |<1, I/3KI, . . . , | / J < 1 

genügen. 
Beweis. Nach Satz 43 kann es nur eine endliche Anzahl von ganzen 

Zahlen ß, ß^, ßg, . . . im Körper k gehen, welche die Bedingungen 

lAKlV^I+i' |/j<:i, . . ., 141 < i 
erfüllen. Diejenige unter diesen Zahlen a, ß , , a,,, ..., für welche \f^\ 
den kleinsten Wert besitzt, sei ß, und dieser kleinste Wert selbst werde 
mit (p bezeichnet. Sollte es keine solche Zahl a geben, so setze man 
(p = ^yd\-\-l. Fällt nun y < . I ]/ti I aus, seist die Richtigkeit des Hülfs-
satzes 8 offenbar. Im anderen Falle bestimmen wir eine positive Zahl t 
derart, dass (l+g)"'~'^ l y ' ' ^ l < 9 ' 'wird. Nach Hülfssatz 7 giebt es dann 
stets ein System ganzer rationaler Zahlen u^, . . ., 

|/j^(i+£)"-Ml/^|, \f,\^-^^, . • 

und folglich 

\fi\ < % I/3I < 1' 
wird; dies steht mit der von uns getroffenen Wahl der Zahl ß im Widerspruch. 

Um nun die beiden Sätze •14 und 45 zu beweisen, verfaliren wir 
wie folgt. Ist /[; = /t(') ein reeller Körper, so ist die Form / eine völlig 
bestimmte. Ist jedoch /t̂ ') ein imaginärer Körper und k<-> der zu ihm con­
jugirte, so stehen uns für /', zwei Formen zur .\nswahl: wir setzen 

Die Reihenfolge, in der wir die übrigen Formen /] , , . . . . f annehmen, 
ist gleichgültig. Der Hülfssatz 8 zeigt die Existenz einer ganzen Zahl (r. 
welche den Bedingnngeii (9) genügt. Andererseits ist 

T T | / ; | T I . ^ ^ _ | , ( « ) | , 

von 

l/m! 

der Art, dass 

<r 1 
= l + £ 

\U < 1 

file:///nswahl
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wo das erste Product über alle Formen /;., das zweite über alle Formen­

paare f^, Z"̂, zu erstrecken ist. Da notwendig | n ( ß ) | > l ausfällt, so 

folgt 1/,I > 1 und daher \Yd\ > 1, womit der Satz 44 bewiesen ist. 

Zugleich folgt aus den Ungleichungen | /"j | > 1, | /a | < 1, | /g | < 1, • • • 
• • •' i/inl ^ ^' '̂ ^^^ '^ ®̂ ''® 2^'il des Körpers k = U^'> ist, welche sich 
von allen ihren Conjugirten unterscheidet, d. h. es ist die Differente 6{a) 4= 0. 
Nach der Bemerkung auf S. 180 oben ist daher a eine den Körper k be­
stimmende Zahl. Da ferner d eine vorgeschriebene Zahl ist, so giebt es 
nach Satz 43 nur eine endliche Anzahl von ganzen algebraischen Zahlen 
mten Grades, welche nebst ihren Conjugirten den Bedingungen (9) genügen, 
und daraus folgt unmittelbar die Richtigkeit des Satzes 45. 

Der Satz 44 spricht die das Wesen der algebraischen Zahl tief be­
rührende Eigenschaft aus, dass die Discriminante eines jeden Zahlkörpers 
mindestens eine Primzahl enthalten muss. 

Wenn wir statt des zu Anfang dieses Abschnitts genannten und dieser 
ganzen Untersuchung zu Grunde liegenden Hülfssatzes 6 einen ebenfalls von 
Minkowski aufgestellten schärferen Satz benutzen, so führt die nämliche 
Schlussweise auf die Thatsache, dass der absolute Betrag der Discriminante 

eines Körpers Traten Grades sicherlich immer die Grösse 

1 
2m-

I TT \ ä e 
und daher umsomehr die Grösse 1 —- 1 —:; übertrifft, wo r. die 

V 4 / 2 nm ^ 
Anzahl derjenigen imaginären Körperpaare, bedeutet, welche unter den 
TO conjugirten Körpern AW, . . . , Ä;W vorhanden sind [Minkowski^-''^''^]. 

Die letztere Thatsache, in entsprechender Weise verwertet, zeigt, dass 
auch unter den Körpern aller möglicher Grade nur eine endliche Anzahl 
vorhanden sein kann, welche die vorgeschriebene Discriminante d besitzt. 

Aus den nämlichen Principien folgt noch eine Thatsache, die für 
das nächste Capitel VII von Wichtigkeit ist [Minkowski^'"'']: 

Satz 46. Ist a ein vorgelegtes Ideal des Körpers k, so giebt es 
stets eine ganze von 0 verschiedene Zahl a des Körpers, welche durch 
a teilbar ist, und deren Norm der Bedingung 

|w(ß)| ^ \n{a)^ß\ 
genügt. 

Beweis. Sind 
^ = «11 »1-1 l-«im '»m' 

K. = «mi»l-^ ^-«m,»%» 
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die m Basiszahlen des Ideals a, so mögen aus denselben genau, wie dies 
vorhin mittelst co,, . . . , co,„ geschah, m lineare Formen f^, • •, f^ 

mit reellen Coefficienten gebildet werden; die Determinante dieser m Formen 
ist dann dem Werte nach gleich 

4̂ ^ ,,()) 

4"̂ '̂  ,im) 

"iV o/,«' „'!) 

CüW, oCm) 

und folglich nach Satz 19, absolut genommen, gleich |w(a)]/(I|. Ordnen 

wir nun den Formen f^, . . ., /",„ je eine von irgend m reellen positiven 

Constanten x^, . . . , x^^^ zu, deren Product = | w ( a ) ] / ^ | ist, und welche 

den Bedingungen x^^x^, genügen, falls U''^ und U''^ conjugirt ima­

ginäre Körper sind, so folgt aus Satz 42 die Richtigkeit des Satzes 46. 

§ 1 9 . 
Der Satz von der Existenz der Einheiten eines Körpers. Ein Hülfssatz über 

die Existenz einer Einheit von besonderer Eigenschaft. 

Die wichtigste Grundlage für das tiefere Studium der ganzen alge­
braischen Zahlen bildet der folgende fundamentale Satz über die Einheiten 
des Körpers Ä [Dirichlet'^^'^^-'^^, Dedekind,', Kronecker'^'^-^^, Minkowski^]. 

Eine ganze Zahl e des Körpers k, deren reciproker Wert — wiederum 
£ 

eine gan'ze Zahl ist, heisst eine Einheit des Körpers k. Die Norm einer 
Einheit ist = ± 1; umgekehrt, wenn die Norm einer ganzen Zahl des 
Körpers == + 1 wird, so ist diese eine Einheit des Körpers. 

Satz 47. Sind unter den m conjugirten Körpern ¥^\ . . ., Â™) 

»', reelle Körper und r^ = —_-—J- imaginäre Körperpaare vorhanden. 

so giebt es im Körper ^ = /;(') ein Sijstem von r^^r.^-{-r.y—1 Ein­

heiten £,, . . ., e^ von der Beschaffenheit, dass jede vorhandene Ein­

heit e des Körpers k auf eine und nur auf eine Weise in der Gestalt 

f. = C £ [ ' • • • f".'' 

dargestellt w-rden kann, u-o r/,. ., a^, ganze rationale Zahlen sind, 
und, wo Q eine in k vorkommende Einheitswurzel bedeutet. 

Um den Beweis dieses Satzes vorzubereiten, ordnen wir die m con­

jugirten Körper kf-'\ . . . , /'('"'iu bestimmter Weise, wie folgt, an. Voran 

stellen wir die r. reellen Körper k , . ., X) ; dann wählen wir aus 
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jedem der /•„ Paare conjugirt imaginärer Körper je einen aus; diese Körper 
seien: /;C''i+i), . . . , /tCn-H-a); darauf lassen wir die zu diesen conjugirt ima­
ginären Körper folgen: A('->+''̂ +i), . . ., ^("0. Wir bilden nun mit den 
m beliebigen reellen Veränderlichen M„ . . . , u^^^ die w Linearformen 

und schreiben noch S, = ?• Sind J^, . . ., ĝ^̂  sämtlich + 0 , so setzen 
wir im Falle, dass ^W ein reeller Körper ist," 

log|5j == l,® 

und im Falle, dass ^W und k^'O conjugkt imaginäre Körper sind, 

log(S,) = iiß)-ii,(^y 
logg,.) = iiß)-hii(^y 

wo ü,( |) , . . . , l^^^(^) sämtlich reelle Grössen sind und insbesondere die 
Werte /,,(J) den Ungleichungen 

0 < ^,.© < 27r 

genügen sollen; die Grössen Z, g ) , . . . , il^g) sind hierdurch als ein­
deutige reelle Functionen der reellen Veränderlichen M,, . . . . u definirt; 

1^ ' m ' 

sie sollen die Logarithmen zur Form 5 heissen. Bezeichnet ferner 
Z«(5) den reellen Teil des Logarithmus von w(|), so ist 

hm+-+l,+,(^) = In®-

Sind M,, . . ., M̂ . ganze rationale Zahlen, die nicht sämtlich ver­
schwinden, so stellt ? =^ 1̂  eine ganze von 0 verschiedene Zahl a des 
Körpers Ä ^ Ä;(') dar. Die Grössen Z,(S), . . . , l g ) sind dann eindeutig 
durch die Zahl a bestimmt und sollen die Logarithmen zur Zahl ß 
heissen. Ist s eine Einheit des Körpers k, so besteht wegen re(e) = z h l 
die Gleichung 

hi.^)+h(.^)-\—^K+S^) = »• 
Die reellen Variabein M, , . . . , u sind umgekehrt durch die Werte 

der Logarithmen Z,(§), . . . , /, (|) 2* '̂-deutig bestimmt, da durch letztere 
die fj reellen Werte J,, . . ., J nur bis auf das Vorzeichen, dagegen 
die übrigen conjugirt imaginären Wertepaare | , . . ., g, vollständig, 
bestimmt sind. 

Um die später anzuwendende Functionaldeterminante dieses Ab­
hängigkeitsverhältnisses zu berechnen, bezeichnen wir, wenn f^, . .., f^ 

m beliebige Functionen der Variahein a;,, , . . , x sind, die Functional-
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. , ' 1 ' • • • ' ' m 

determinante der Z^, . . . , /„^ bezüglich der a:,, . . . , Ä^̂  mit - ^ - 7 7 7 7 - ^ ' 

dann gelten für die absoluten Beträge die Formeln 

M , , • • • ' •« • , 

? , . - ,j;r::::t<sl=i^--*-j=|"^'!' 
U,, . . ., U j 

7-- ; sich er-
^(?)' ••' Kiß) 

\-\ld\' 

woraus durch Multiplication der Wert von 

giebt. 
Im Folgenden werden vornehmlich die ersten r Logarithmen 

l , . . ., l zur Form ^ oder zu einer Zahl a betrachtet. Für die /• ersten 
Logarithmen zu Formen ?, r] oder Zahlen a, ß gelten offenbar die Glei­
chungen 

IM) = {(a)-[-{(ß)i ' ' 

Nunmehr beweisen wir folgende Thatsache: 
Hülfssatz 9. Im Körper k giebt es stets eine Einheit t, welche die 

Bedingung 

yA(e)-\ \-YrK(^) + 0 
erfüllt, wobei y , ..., y, beliebige vorgeschriebene, nicht sämtlich ver­
schwindende reelle Constante sind. 

Beweis. Man setze, wenn co irgend eine ganze von 0 verschiedene 
Zahl in k bedeutet, zur Abkürzung 

L(<x>) = yJ^(m)-{ HM'")' 

ferner bestimme man irgend ein System von r reellen Grössen A,, . . . . A . 

so dass yjAj-l \-y,.^^=l wird, und setze dann 

^^ = e'^\ . . ., ^,,, = A. ' , 4._^^ = ß i^+i ' , //'^, 

wo t einen willkürlichen reellen Parameter bezeichnet. Es sind dann 
zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem sämtliche m conjugirte Körper 
¥^\ . . . , k^'"^ reell sind oder nicht. Im ersten Falle ordnen wir den 
r = m,—1 Körpern AW, . . . , ÄW die Grössen ^^, / und dem 

11 (/ I 
übriggebliebenen letzten Körper k^'"') die Constante - / „ ^ ' -... 

- ' i • • • - ' „ _ i 

zu. Im zweiten Kall ordnen wir den Körpern k'-^^ /(•(''' wiederum 
die Grössen ^/^, . . ., ../. zu, dem imaginären Körper Z•('•̂ •'̂  werde die 

file:///-/ld/
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Constante ^ _ zugeordnet. Endlich ordnen 
l ^ l - - 4 , < H - l - 4 ' i 

wir den m — r—-1 übrig gebliebenen imaginären Körpern k^'''+^\ . . ., k'-'"'' 
bezüglich die nämlichen Constanten zu, wie sie bereits den conjugirt 
imaginären Körpern zugeordnet sind; wir bezeichnen die betreffenden Con­
stanten mit ^ 

r-t-2' 
. ., A . In beiden Fällen wird das Product 

A-A. \Md\ 

und die Constanten A^, . . . , A erfüllen mithin die Bedingungen, denen 
die Constanten z,, . . . , x des Satzes 42 genügen sollten. 

Dem Satz 42 zufolge giebt es daher im Körper k eine von 0 ver­
schiedene Zahl ß derart, dass 

(10.) | ß « | < ^ p . ., | ß < ' " ' | ^ ^ „ , 

und folglich zugleich |7i(ß)| < \\Jd\ wird. Wegen |?i(a)| > 1 ist für 

alle Werte s = 1, 2, . . ., m: 
1 

|ßW| > 
|ß« | . . . |«(«-!) 1 |ß(»+i) | laW| ' 

wenn wir daher die Ungleichungen 

1 

A-
berücksichtigen, so folgt 

1 

A. 

„(m) 

|V7z| 

1 

(11.) | ß « | > 
A.. 

\yd\ 
Aus den beiden Ungleichungen (10.) und (11.) ergiebt sich, wenn der 

reelle Wert von loglVcJ| mit S bezeichnet wird, 

l^t>l^{a)>Xt-^S\ 
oder (.,= 1,3,...,.). 

0 < \l^{a)—Xt\ ^ 2 < J ) 

woraus zu ersehen ist, dass der Ausdruck 

yJZj(ß) —A/)H V-yr\hi»)—K'^\ = Ua) — t 

zwischen gewissen endlichen Grenzen d, und S^ > §, liegt, welche nur 
von d und / , . . . , / , , dagegen nicht von dem Wert des Parameters t 

abhängig sind. 
Es werde nun eine Grösse J x J j — ( J ^ bestimmt; bringt man dann 
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für t der Reihe nach die Werte 15 = 0, A, 'iJ, ?>J, . . . in Anwendung, 
so wird man durch das beschriebene Verfahren eine unendliche Reihe 
von Zahlen a, ß, y, . . . erhalten, deren Normen, absolut genommen, sämt­
lich ^ \yd\ sind, und für welche ausserdem die Bedingungen L(a)<i 
L(j3) < i y ( y ) < ••• erfüllt sind. Da in den ganzen rationalen Zahlen, 
deren absolute Beträge ^ | yd \ sind, nur eine endliche Anzahl unter 
einander verschiedener Ideale als Factoren aufgehen, so kann in der 
unendlichen Reihe der Hauptideale (ß), (ß), (y), .. . nur eine endliche 
Anzahl verschiedener Ideale vorkommen, und es werden daher unendlich 
viele Male zwei dieser Ideale einander gleich. Ist etwa (a) = (ß), so stellt 

£ = — eine Einheit dar, welche wegen L(€) •• 
a 

Bedingung unseres Hülfssatzes 9 erfüllt. 

L{ß) — L(a)>i) die 

+ 0, 

§20. 
Beweis des Satzes von der Existenz der Einheiten. 

Um nunmehr den Satz 47 zu beweisen, wählen wir dem Hülfssatz 9 
gemäss in k eine Einheit -TJ^, für welche /j(»^,)=|=0 ausfällt, dann eine 
Einheit i;,, für welche die Determinante 

'̂ iC'̂ i)' h^-n^) 
h(Vi)r k'-%) 

ferner eine Einheit r^^, für welche die Determinante 

^^il iM.l K{%) 

'2^%)' 'Mj), '-Mi) + 0 

k^ni^ l'Mil h(Vi) 

ausfällt u. s. f.; man gelangt so zu einem System von Einheiten * r . 
für welche schliesslich die Determinante 

h(Vr), 'iW 

',X%1 /,X'i,-) 
4= 0 

ist. Infolge dessen lassen sich, wenn / / eine beliebige Einheit im Körper 

ist, die r ersten Logarithmen zu // stets in die Gestalt 

1,01) ^ . , / , (^_)H-. . . + ,. ./^(,.), 
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bringen, wo e^, . . . , e^ reelle Grössen bedeuten. Diese Darstellung 

wiederum zeigt, dass 

\ijl) = m^lfy^+...^mM%)^E^, 

l,.(H) = mMrj^)-{ i-m^rj^^-^E,. 

gesetzt werden kann, wo m^, . . ., m. die numerisch grössten ganzen ra­
tionalen, bezüglich in e^, . ., e^ enthaltenen Zahlen bedeuten. Die Zahlen 
-ßj, . . . , E^ sind nun ebenfalls von der Gestalt 

^1 = ßih(Vi)^---+ß,M'^r')' 

Da hierin /J..^, . . ., (i^ reelle Grössen > 0 und < ; 1 bedeuten, so liegen 
die Werte E^, . . ., E^, absolut genommen, sämtlich unterhalb einer Grenze 
X, welche nicht von H abhängig ist, d. h. die sämtlichen r ersten Loga­
rithmen zur Einheit 

TT 
TT 

Vi •••Vr 

Hegen absolut unterhalb der Grenze x. Wegen l^(H)-\ \-l^ ^(H)=0 

liegt daher der absolute Wert von Z (TT) unterhalb der Grenze rx, und 
mithin bestehen die Ungleichungen 

| H « | < e ^ . . ., \H^"\<Ce\ | H f ^ + ' ' | < : / ^ 

d. h. sämtliche conjugirten Werte der Einheit TT sind absolut kleiner 
als die Grösse e''". 

Nach Satz 43 kann nur eine endliche Anzahl solcher Einheiten 

existiren. Bezeichnen wir dieselben mit TT,, . . ., TTg, so folgt TT = TTg 

oder H = Hgrf^'...7}"'-, wo S einen der Werte 1, 2, . . ., G hat. Ist 

TTy eine beliebige jener G Einheiten TT,, . . ., TT^, und bildet man die 

ersten G^-f-l Potenzen von TTj,, so werden nach dem eben Bewiesenen 

irgend zwei von diesen Potenzen sich in der Gestalt H^rf^^ ...rj^r be­

züglich HgTffi ...7}fr darstellen, wo 13^ beidemal die gleiche jener 

G Einheiten bezeichnet; ihr Quotient besitzt mithin eine Darstellung 

von der Gestalt r;™'...7j"''. Hiermit ist bewiesen, dass für jede Einheit 

TTy ein Exponent M^ existirt derart, dass H^''^ ein Product von Potenzen 
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der Einheiten rj , ..., 7]^ ist. Bezeichnen wir das kleinste gemeinschaft­
liche Vielfache aller G Exponenten Af, . . . , M^ mit M, so hat dieser 
Exponent M für alle G Einheiten TT,, . . ., H^j zugleich jene Eigenschaft, 
und hieraus folgt, dass die r ersten Logarithmen zu einer jeden belie­
bigen Einheit TT des Körpers /,• die Darstellung 

(12.) 

gestatten, wo m^, . . ., m ganze rationale Zahlen .sind. 
Nunmehr wenden wir auf dieses unendliche System (12.) der Loga­

rithmen aller Einheiten die nämliche Schlussweise an, wie sie in Satz 5 (§ 3) 
zum Beweise der Existenz einer Körperbasis auseinandergesetzt worden 
ist; dann folgt, dass es ein System von /'Einheiten c,, . . ., c. giebt, 
durch deren zugehörige Logarithmen die Logarithmen zu jeder beUebigen 
Einheit TT des Körpers sich in der Gestalt 

,̂(TT) = aj^isj^ l-a,i,(£,), 

/,(TT) 

l,W 

= 

= 

m 

m 

h(Vi)-^—^^1 
M 

i-MO-^ -̂'̂ , 
M 

^Mr) 

K(%) 

1,.{H) = a^lß;)-\ f-«,^,(£,) 

ausdrücken lassen, wo a,, . . . , a. ganze rationale Zahlen sind. Dieses 
System von Einheiten £,, . . ., e genügt den Bedingungen des Satzes 47. 

In der That: ist TT eine beliebige Einheit, deren zugehörige Logarithmen 

obige Gestalt besitzen, so ist o = eine Einheit, deren zusiehörige 
£ , ' . . . £ / 

Logarithmen offenbar sämtlich = 0 sind. Eine solche Einheit Q ist not­

wendig eine Einheitswurzel. Denn nach dem vorhin Bewiesenen ist 

Q = rj^'...rj"''', wo m,, . . ., m, gewisse ganze rationale Zahlen sind. 

Durch Uebergang zu den Logarithmen folgt daraus 

'«i'!i('?i)H i-TO./,C î,.) = 0, 

''«iCC'?i)H H'/»7,.(r/,) = 0, 

d. h. m, = 0, . . ., ?« = 0 und ^ ' " = 1. Hieraus ergiebt sich die Dar­
stellung der l'juheit TT, welche unser Salz 47 verlangt. 
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Aus der Bestimmungsweise der Einheiten £,, . . . , £, folgt leicht: 

^1( /̂1)' • • •' 'iW I 
=: AR, 

K(Vi)> • • •' K(V 

wo A eine ganze rationale Zahl bedeutet und zur Abkürzung 

Zj(£,) , . . . , Zj(£^) 

IMi)' • • •' l(^,-) 

R 

gesetzt ist. Diese Determinante R ist 4= 0, und hieraus folgt, dass die 
Darstellung der Einheit TT durch die Einheiten s^, . . ., e^ nur auf eine 
Weise geschehen kann. Der Beweis des fundamentalen Satzes 47 ist somit 
in allen Teilen erbracht. 

Die Grundeinheiten. 
§ 2 1 . 

Der Regulator des Körpers. Ein System von unabhän­
gigen Einheiten. 

Das System der Einheiten £,, . . . , £_ mit der in Satz 47 darge­
legten Eigenschaft heisst ein System von Grundeinheiten des Körpers k. 
Es folgt leicht, dass wenn e^ . . ., g* ein anderes System von Grund­
einheiten bedeutet, die Determinante aus den zugehörigen r Systemen von 
je r ersten Logarithmen bis auf das Vorzeichen mit R übereinstimmt. Wir 
wählen die Reihenfolge der Grundeinheiten stets so, dass R eine positive 
Zahl wird. Die Zahl R ist dann durch den Körper k eindeutig bestimmt 
und wird der Regulator des Körpers k genannt. 

Beim obigen Beweise des Hauptsatzes 47 erkannten wir zugleich, 
dass eine Einheit, deren zugehörige Logarithmen sämtlich = 0 sind, not­
wendig eine Einheitswurzel ist. Diese Thatsache erhält in dem folgenden 
Satz Ausdruck, welcher sich übrigens auch in unmittelbarer Weise leicht 
begründen lässt [Kronecker'^, Minkowski^]: 

Satz 48. Eine jede Einheit, die selbst und deren Conjugirte sämtlich 
den absoluten Betrag 1 besitzen, ist eme Einheitswurzel. 

Da in jedem Zahlkörper die beiden Emheitswurzeln + 1 und — 1 
vorkommen, so ist die Anzahl aller Einheitswurzeln in k stets gerade; 
sie kann offenbar nur dann > 2 sein, wenn alle m conjugirten Körper 
imaginär sind. 
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Ein beliebiges System von t Einheiten TJ^, . .., TJ^ heisst ein System 
von t unabhängigen Einhei ten , wenn zwischen denselben keine 
Gleichung von der Gestalt r/,"'...r/"'' = 1 besteht, vfo m^, ..., m^ ganze 
rationale, nicht sämtlich verschwindende Zahlen sind. Die Zahl t ist 
stets < r ; insbesondere bilden die Grundeinheiten £,, . . ., ê  ein System 
von r unabhängigen Einheiten. Hat man andererseits irgend ein System 
von r unabhängigen Einheiten i^,, . . ., ri^, so existirt stets eine ganze 
rationale Zahl M von der Art, dass für jede beliebige Einheit t des 
Körpers k eine Gleichung von der Gestalt £ == i^™'... r/™'' gut, wo die 
Exponenten «i, , . . ., m ganze rationale Zahlen sind. Ist nämlich 
Tj ^ ^ £"'*...£"" für s ^ l , 2, . . ., r, wo Q^ Einheitswurzeln und 
a , . . ., a ganzzahlige Exponenten sind, so ist die Determinante der 
ganzzahligen Exponenten a,,, . . ., a^ wegen der vorausgesetzten Un­
abhängigkeit der Einheiten •/;,, . . ., rj^ notwendig 4= 0. Wird diese 
Determinante A genannt, so folgt, dass die ^ t e Potenz jeder beliebigen 
Einheit £ des Körpers gleich einem Product von Potenzen der Einheiten 
iy,, . . ., rj , multiplicirt in eine Einheitswurzel Q, wird. Ist ^^ : ^ 1 für 
alle Einheitswurzeln q in k, so ist offenbar die ganze Zahl M^ AE von 
der gewünschten Beschaffenheit. 

Der obige Beweis unseres Hauptsatzes 47 zeigt zugleich die Mög­
lichkeit, die Grundeinheiten £,, . . . , £ durch eine endliche Anzahl von 
rationalen Operationen aufzustellen. Die eingehendere Behandlung der 
Frage nach der einfachsten Berechnung der Einheiten führt auf die Theorie 
der kettenbruchähnlichen Algorithmen, wobei dann die weitere Frage 
nach der Periodicität solcher Entwickelungen im Vordergrund des Interesses 
steht [Minkowski^'^^ 

Capitel VII. 

Die Idealklassen des Körpers. 
§ 22. 

Die Idoalklasse. Die Endlichkeit der .Anzahl der Idealklassou. 

Jode ganze Zahl des Zahlkörpers /• bestimmt ein Hauptideal; jede ge­
brochene, d.h. nicht ganze Zahlx iu X: ist der Quotient zweier ganzen Zahlen 

ß und S und somit als Quotient zweier Ideale a und b darstellbar: x = — = 
ß b 
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Denken wir die Ideale a und b von allen gemeinsamen Idealfactoren be­
freit, so ist diese Darstellung der gebrochenen Zahl x als Idealquotient 

eine eindeutig bestimmte. Ist umgekehrt der Quotient — zweier Ideale 

a und b — mögen dieselben einen gemeinsamen Teiler hatten oder nicht — 

ß 
gleich einer ganzen oder gebrochenen Zahl x = — des Körpers, so werden 

P 
die beiden Ideale a und b einander äquivalent genannt, d. i. in Zeichen 

ß a 
a (-) b. Aus — ^ — folgt (|S)a = (ß)b, und somit erkennen wir, dass 

zwei Ideale a und b dann und nur dann einander äquivalent sind, wenn 
sie durch Multiplication mit gewissen Hauptidealen in ein und das näm-
Uche Ideal übergehen. Die Gesamtheit aller Ideale, welche einem ge­
gebenen Ideal äquivalent sind, heisst eine Idealklasse. Alle Haupt­
ideale sind dem Ideal (1) äquivalent. Die durch sie gebildete Klasse 
heisst die Hauptklasse und wird mit 1 bezeichnet. Wenn a t-^ a' 
und bf-> b' ist, so ist aa ' t-J W. Ist A eine das Ideal a enthaltende 
Idealklasse und B eine das Ideal b enthaltende Klasse, so wird die Ideal­
klasse, welche das Ideal ah enthält, das Product der Idealklassen 
A und B genannt und mit AB bezeichnet. Es ist offenbar 1B = B, 
und umgekehrt folgt aus AB^B notwendig A=l. 

Es ist bisweilen vorteilhaft, auch Idealquotienten in die Rechnung 
a b 

einzuführen: eine Gleichung von der Gestalt —r^jr oder eine Aequi-

Valenz von der Gestalt ~r (^ ^rr soll gleichbedeutend sein mit derjenigen 
a b' 

Gleichung oder Aequivalenz zwischen Idealen, welche daraus durch Multi­
plication mit den in den Nennern stehenden Idealen hervorgeht, d. h. mit 
der Gleichung ah' = a'h bez. mit der Aequivalenz ah' ir' a'h-

Es gilt der Satz: 

Satz 49. Es giebt stets eine und nur eine Idealklasse B, die, mit 
einer gegebenen Idealklasse A multiplicirt, die Hauptklasse ergiebt. 

Beweis. Ist a ein Ideal der Klasse A und a eine durch (t teil­
bare ganze Zahl, so dass a = ah ge.setzt werden kann, so ist, wenn B 
die Klasse des Ideals b bezeichnet, AB = 1. Gäbe es nun noch eine 
andere Klasse B' so, dass AB' = 1 ist, so folgt durch Multiplication 
mit B die Gleichung ABB' = B' = B. 

Die Klasse B heisst die zu A reciproke KläSSe und wird mit 

A~^ bezeichnet. 
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Es gilt ferner die folgende fundamentale Thatsache: 
Satz 50. In jeder Idealklasse giebt es ein Ideal, dessen Norm 

die absolut genommene Quadratwurzel aus der Körperdiscriminante nicht 
übersteigt [Minkowski''-']. Die Anzahl der Idealklassen eines Zahlkörpers 
ist endlich. [Dedekind\ Kronecker"'.] 

Beweis. Ist A eine beliebige Idcalklasse und j ein Ideal der reci-
proken Klasse A~^, so giebt es nach Satz 46 eine ganze, durch j teil­
bare Zahl t, deren Norm der Bedingung |w(f)| ^ n,(])\yd\ genügt. 
Setzen wir t = ja, so gehört a der Idealklasse A an, und wegen 
\7i{i)\ = w(j)w(a) ist w(a) < \Yd\- Es giebt also in der Klasse A 

ein der letzteren Bedingung genügendes Ideal a; da aber in den ganzen 
rationalen Zahlen, welche ^ | ] / 5 ^ | sind, nur eine endliche Anzahl unter 
einander verschiedener Ideale als Factoren enthalten ist, so folgt auch 
die Richtigkeit des zweiten Teiles des Satzes 50. 

§23 . 
Anwendungen des Satzes von der Endlichkeit der Klassenanzahl. 

Der eben bewiesene Satz 50 gestattet mannigfache Folgerungen und 
Anwendungen, von denen die nachstehenden hervorzuheben sind: 

Satz 51. Ist h die Anzahl der fdealklassen, so liefert die /de Po­
tenz einer jeden Klasse stets die Hauptklasse. 

Beweis. In der Reihe A, A'^, . . . , A'''^'^ stimmen notwendig 
zwei Klassen, etwa A"^ und ^'•+'-', mit einander überein. Aus ^4'' A" = A' 
folg-t A"^!. Ist e zugleich der kleinste Exponent ( > 0 ) von der 
Beschaffenheit, dass A'= 1 wird, so folgt, dass die e Klassen .^1°==1, 
A, . . ., A"-'' sämtlich unter einander verschieden shid. Ist B eine von 
diesen e Klassen verschiedene Klasse, so sind die e Klassen B, AB, . . . 
. . . , A'-'^B wiederum sämtlich unter einander und von den e vorigen 
Klassen verschieden; die Fortsetzung dieses Verfahrens zeigt, dass h ein 
Vielfaches von e sein muss, und hieraus folgt der zu beweisende Satz 51. 

Die Ate Potenz eines jeden beliebigen Ideals a ist nach diesem Sau 
stets ein Ilauptideal. 

Satz 52. Wenn a und ß zwei beliebige ganze Zahlen sind, so giebt 
es stets eine sowohl in a wie in ß aufgohendo ganze von 0 verschie­
dene Zahl y, welche oino Darslellnng Y = 'S.a-\-)iß gestattet, wo i". (; 
geeignet gewählte ganze Zahlen sind. Die Zahlen /, if, »y gehören im all-
geiiKiinen nicht dem durch a und ß beslininileu Zahlkörper an [Dedekind'^]. 

file:///Yd/
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Satz 53. Es seien x, Q und x*, Q* zwei Zahlenpaare des Körpers k; 
damit j = (x, Q) = (x*, Q*) werde, ist es notwendig und hinreichend, dass 
man im Körper X' vier ganze Zahlen ß, ß, y, S finden kann, deren Deter­
minante a6—ßy = 1 ist, und durch welche die Gleichungen 

X* = ax-\-ßQ, 

Q* = yx-i-äQ 

erfüUt sind. [Hurwitz*]. 
Beweis. Dass die genannte Bedingung hinreichend ist, folgt aus dem 

Umstände, dass diese beiden Gleichungen eine Umkehrung von der Gestalt 

X = a*x*-^ß^Q*, 

Q = y*x*-j-ö*Q* 

gestatten, wo ß*, |S*, y*, S* ganze Zahlen sind. Die Bedingung ist ferner 
auch notwendig. Bezeichnet nämlich h die Anzahl der Idealklassen, so 
wird i* = (x'', Q'') = (x*'', p*''') = {%), wo % eine ganze Zahl des Körpers k 
ist. Es sei 

wo n, V, fi*, V* ganze Zahlen in k sind; dann erfüllen offenbar die vier 
ganzen Zahlen 

;tix*z*-i+r*^?*''-i 
' 

T 
HQ*x''--i—lu.*Qx'"'-^ 

g VX*Q''-^—v*xQ*''-^ 

VQ*Q''-'^-\-fl*XX*''-^ 

die Bedingung des Satzes 53. Dass aä-—ßy = 1 ist, ergiebt sich, wenn 
man die beiden Determinanten 

— T : 
fix''-\ und — T^ 

y*Q*h-l 

— fi*x*"-^ 

nach dem Multiplicationssatze mit einander zusammensetzt. 

Nach Satz 12 kann ein jedes Ideal in der Gestalt {=:(;{, g) dar­

gestellt werden. Setzen wir &=—, so bestimmt die ganze oder ge­

brochene Zahl -5- vollständig die Idealklasse, zu welcher \ gehört. Wir 

nennen d- einen dieser Idealklasse zugeordneten Zahlbruch. Der Satz 53 
X* 

zeigt, dass, wenn d-* = ~^ ein anderer der Idealklasse zugeordneter 

Zahlbruch ist, notwendig vier ganze Zahlen a, ß, y, J mit der Deter-

minante 1 im Körper k existiren müssen derart, dass d* = — , wird. 
Jahresbericlit der Dentachen Mathem.-Vereinigting. lY. 1 5 
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§24 . 
Aufstellung des Systems der Idealklassen. Engere Fassung des Klassen­

begriffes. 

Der Beweis des Satzes 50 giebt uns zugleich ein einfaches Mittel 
an die Hand, durch eine endliche Anzahl rationaler Processe ein volles 
System von nicht äquivalenten Idealen für jeden gegebenen Körper wirklich 
aufzustellen. Man braucht nur alle diejenigen Ideale in Betracht zu ziehen, 
deren Normen <^ \Yd\ sind. Um die zwischen diesen Idealen irgend vor­
handenen Aequivalenzen sämtlich zu ermitteln, haben wir nur nötig, jedes 
von ihnen mit jedem zu multipliciren und dann, wenn j ein solches Pro­
duct bedeutet, jedesmal in \ eine Zahl 4 =|= 0 mit absolut kleinster Norm 
aufzusuchen, um zu sehen, ob \ = (t) ist und somit die Factoren reci-
proken Klassen angehören. Dass dies ebenfalls nur eine endliche An­
zahl von Operationen erfordert, erkennen wir aus dem Satze 46. Ist 
nämlich i^, . . ., i die Basis des Ideals j , so haben wir nur nötig, 
u M als ganze rationale, nicht sämtlich verschwindende Zahlen so 
ZU bestimmen, dass die absoluten Werte der reellen und imaginären Teile 
von M , 4 ' ' H l~ ,̂„'$f? für s ^ 1, . . ., TW sämtlich unter gewissen gege­
benen Grenzen bleiben. Hierzu bedarf es nur einer endlichen Anzahl von 
Versuchen. Auf gleiche Weise sehen wir auch ein, dass für jedes vor­
gelegte Ideal die Klasse, der dasselbe angehört, stets durch eine endliche 
Anzahl von rationalen Operationen bestimmt werden kann. 

Es werde bemerkt, dass unter Umständen auch eine engere Fassung 
des Aequivalenz- und Klassenbegriffes von Nutzen ist, indem zwei 
Ideale nur dann äquivalent heissen, wenn ihr Quotient eine ganze oder 
gebrochene Zahl mit positiver Norm ist [Dedekind']. 

§25 . 
Ein Hülfssaf/, über den asymptotischen Wert der .Vnzahl aller Ilauptideale, 

welche durch ein festes Ideal teilbar siud. 

Nach dem Vorbilde von Dirichlet, welcher die Anzahl der Klassen 
von binären quadratischen Formen mit gegebener Determinante auf 
transeendentem Wege .ausgedrückt hat [Dirichlet''-^], und auf Grund der 
in (Japitel VI erhaltenen Hesultato über die Einheiten eines Zahlkörpers 
gelang es Pedekirul, eine fundamentale Formel abzuleiten, vermöge welcher 
sich die Anzahl h der Idealklassen eines beliebigen Zahlkörpers als Grenz-
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wert einer gewissen unendlichen Reihe darstellt [Dedekind'^]. Um zu 
dieser Formel zu gelangen, beweisen wir zunächst folgenden Hülfssatz: 

Hülfssatz 10. Ist t eine reelle positive Veränderliche und T die 
Anzahl aller derjenigen durch das gegebene Ideal a teilbaren Hauptideale, 
deren Normen < t sind, so ist 

j 2i ~ 2n-̂ -''L.7̂ '̂ ^ 1 R 

t=^ t w n(a) l l /cJ] ' 

wo 10 die Anzahl der in X; vorkommenden Einheitswurzeln und R den 
Regulator des Körpers X; bezeichnet. Die Bedeutung von r,, r^ ist in 
Satz 47 erklärt. L dient zur Abkürzung für Limes. 

Beweis. Es sei ß,, . . ., a ^ eine Basis des Ideals a; jede durch 
a teübare ganze Zahl besitzt dann die Gestalt: 

n = ^ W = » i « l H i-«m«m = / i W ' » i H h / m W ' » „ , , 

WO V , . . ., v^^^ ganze rationale Zahlen annehmen und /,('«), . . ., /,„(«') 
lineare ganzzahlige Functionen der v^, . . ., v sind. Wenn wir «,, . . ., v 
als reelle Veränderliche ansehen und 

/ i W /mW 
U, ^=: ; , • • •') U = : , 

1 m ' ' m \m ' 

W<V)\ Wn(v)\ 
7l(v) 

5 = J («) = M,CU,H h w CO = '^ ' 
=> 3 V y 1 1 ' ^ m. -TiL 774 

|yw(i;)| 
setzen, so sind M,, . . ., «^ eindeutige Functionen von »,, . . ., «^ ,̂ und 
'g ist eme Form, für welche w(5) = ± I wird. Wir berechnen nun die 
r ersten Logarithmen zur Form % und hieraus r reelle Grössen e, (5), ...,«,,(§) 
derart, dass, wenn £ , , . . . , £ ein System von Grundeinheiten bezeichnen. 

Iß) = eß)\{t^-\ ^eß)lß). 

Iß) = eß)lß,)+-+eß)lßj 

ist; diese r Grössen e,, . . ., ê  werden in diesem § 25 kurz die r Ex­

ponenten von 7j genannt. 

Nimmt man für » , , . . . , « ganze rationale, nicht sämtlich verschwin­

dende Zahlen, so ist klar, dass die so entstehende ganze Zahl tj stets durch 

Multiplication mit ganzen Potenzen der Einheiten £ , , . . . , £̂  in eine solche 

Zahl verwandelt werden kann, deren Exponenten e,, . . . , e^ den Bedin­

gungen 
(13) 0 < e j < ; 1, • • . ' 0 < e ^ < 1 

15* 
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genügen. Umgekehrt sehen wir, dass zwei ganze Zahlen rj, rj*, deren Ex­
ponenten gleich sind, sich nur um einen Factor unterscheiden können, 
welcher eine Einheitswurzel ist. Wenn daher w die Anzahl der in k 
liegenden Einheitswurzeln bezeichnet, so ist das w-fache der Anzahl T 
aller durch a teilbaren Hauptideale mit einer Norm ^ t notwendig gleich 
der Anzahl der verschiedenen Systeme von ganzzahligen Wertsystemen 
'ü , . . . , » , für welche \n(rj)\ ^ t ausfällt, und für welche überdies die 
Exponenten e,, . . . , e^ den Bedingungen (13) genügen. 

Nunmehr setzen wir 

^=i "*' «1 = V • • •' " ' " = V ' 

dabei bleiben die Form g und folglich auch die Grossen Z, (^), . . ., l/.'£), 
e,, . . ., e von % unabhängig und enthalten lediglich die m neuen Ver­
änderlichen g>j^, ..., (p . Die Ungleichung |« (r̂ ), ^ t geht in \n(rj (y))| <. 1 
über; da ferner in Folge der Bedingungen (13) die r Logarithmen 
Iß), . . . , Iß) und folglich wegen Iß)-^ i-l^_^^(t) = ln(^j = n 
auch der Logarithmus l,..ß) absolut unter einer endlichen, durch e^, ...,a^ 
bestimmten Grenze liegen, so folgt das Gleiche für die sämüichen Grössen 
l^'^Ky)!' • • •' I?''"''(y)l' ""d damit liegen wegen \n(rj((p)). ^ 1 auch die 
m Grössen |'»j^'^(g))|, . . ., \rj^"''>((p)\ sämtlich unterhalb einer endlichen 
Grenze. Hieraus folgt, dass die Ungleichungen (13) unter Zuhülfenahme 
der Ungleichung \n(rj{(p))\ < . 1 in dem durch die ?» Coordinaten cf . ..., (f^^ 
bestimmten 7»-dimensionalen Räume ein endliches Raumgebiet abgrenzen. 

Bedenken wir nun, dass nach den Ausführungen m § 19 S. 215 die 
Functionswerte l.^(rj), ..., l^^Xv) '^^^ Werte der Variabein y , , . . ., gp̂^̂  
2''i-deutig bestimmen, so ist nach der Definition des Begriffs eines vielfachen 
Integrals 

L \WTT-^] = 2Ml...Lhf^dg>^...dcf^_^, 
T = ü J J J 

wo das Integral rechter Hand über das durch die Ungleichungen 

0 < e ^ < l , . . ., 0 < < . ^ ^ 1 , | ' « ( ' / ( 9 ' ) ) | ^ 1 

bestimmte ?«-dimensionale Ivauuigcbiet zu erstrecken ist und daher einen 

endlichen bestimmten Wert besitzt. 

Um diesen Wort zu ermitteln, führen wir statt der lutegrationsveränder-
lichen y , , . . . , (p die neuen Veränderliehcn 

'(//, = eß),..., ,/', = fßy </',+, = H>,)\, 4w, = i^.Xi).... 
• ••• < / ' . = l (i) 
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ein, wo g und rj von (p^, . . ., (p^^^ abhängig zu nehmen sind. Da diese 
m Grössen säratiich analytische und in dem Integrationsgebiet 

O ^ V ' i ^ l ' • • •' 0 < t / . ^ < l , 0 < ^ < 1 , 

0 < i/^,+3 ^ 27r, . . ., 0 ^ m ^ 2 TT 

sich regulär verhaltende, eindeutige Functionen von gi ..., cp sind, so ist 

/•••/^9':-#,„ = / • • • / 
<Pv-^9,, 

%,•••,yj„ 

Nach den Ausführungen in § 19 S. 216 ist 

dfp,---dip,„, 

/ 1 ' • • • ' / , „ 

^iW' •••' hSn) 
Femer bestehen wegen 

n(7j) 

Yd 

Iniv) = h(.V)^ i 

offenbar die Beziehungen: 

IM •••' K(v)i+i(v) 

-K+Ml iß) = iM-"r-t-l^ 

(.3 = 1, 2, . . . , r) 

-ln(ji) 

= 1' 
^iW' •••' iM)^ ̂ <n) 

und da endlich 

iM\ •••, IM), Mn) 
Iß), •••, Iß), ln{rj) 

•' Lin) = Km' 

h 

ln(rj) 

n(rj) 

1 

\n(rj)\' 
9',' %,. 

f'l(9),---,/m(9') 

1 Iß),-,IX^) 
y^i,---,fr 

R 

ist, so ergiebt sich durch Multiplication sämtlicher Gleichungen 

<Pi, %, R 

^ i , • • • , -^,, 

Das obige Integral besitzt daher den Wert 

n{a)\Yd\ 

i(a)\Yd\ 
hiermit ist der 

Beweis für den Hülfssatz 10 erbracht. 

Wir setzen im Folgenden zur Abkürzung 

2ri-K2 7r'-2 R 

w \Yd\ 
so dass X eine durch den Körper allein bestimmte und für diesen charak­

teristische Grösse bedeutet. 
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§26 . 
Die Bestimmung der Klassenanzahl durch das Residuum der Function C(») 

für « = 1. 

Satz 54. Wenn T die Anzahl aller Ideale einer Klasse A bedeutet, 
deren Normen <. t ausfallen, so ist 

L — = X. 

Beweis. Ist a ein Ideal der zu A reciproken Klasse A~^, und durch­
läuft j: alle Ideale der Klasse A, so stellt das Product j:a alle durch a 
teilbaren Hauptideale und jedes nur einmal dar. Setzen wir daher in 
der Formel des Hülfssatzes 10. t^n(a)t', so bedeutet T zugleich die 
Anzahl der Ideale y in A, für welche n(jc) < t' ist. Nach Fortheben des 
Factors n(a) folgt die zu beweisende Formel für t=t!. 

Da die Zahl x von der Wahl der Klasse A unabhängig ist, so er­
giebt sich unmittelbar aus Satz 54 die folgende Thatsache: 

Satz 55. Ist Tdie Anzahl aller Ideale des Körpers k, deren Normen 
< t ausfallen, und bedeutet h die Anzahl der Idealklassen, so ist 

T 
L — = hx. 

( = 00 t 

Aus dieser Formel kann mit Hülfe analytischer .Methoden ein fun­
damentaler Ausdruck für die Klassenanzahl h abgeleitet werden. Es ergiebt 
sich nämlich folgende Thatsache: 

Satz 56. Die unendliche Reihe 

(i) « (0 

in welcher j alle Ideale des Körpers durchläuft, conrergirt für reelle 
Werte von « > 1, und es ist 

LJ(s-l)f(.)! = hx. 
[Dedekind']. 

Beweis. Bezeichnen wir mit F(n) die .Anzahl der verschiedenen 
Ideale mit der Norm n, so ist offenbar, wenn T die in Satz 55 ange­
gebene Bedeutung hat. 

Der Limes i-oditor llaiul kann nun, Avio folgt, als Gronzwort einer un-



§26. Capitel VIL Die Idealklassen des Körpers. 231 

endlichen Reihe dargestellt werden. [Dirichlet ^^.] Wir ordnen die sämt­

lichen Ideale j des Körpers nach der Grösse ihrer Normen, schreiben die ent­

stehende Reihe j ^ , j , , . . . , j ^ . . . und bezeichnen allgemein die Norm von j^ 

mit n , dann ist 

F(l)-l \-F(n-l) < t ^'F(l)-\ \-Fin^) 

oder 

F(l)-\ \-F(n-l) f 1\ t F(l)-{ [-F(n^) (-i) n^—1 V n^J ri^ 

und hieraus folgt nach Satz 55: L — = hx, d. h.: wie klein auch die 

positive Grösse J gegeben sein mag, es ist stets möglich, die ganze Zahl t 

so gross zu wählen, dass die Ungleichungen 

., ,, hx—S 1 'hx-i-S 

für alle ganzen Zahlen t' >.t gültig sind. 

Andererseits ist bekannt, dass, wenn s eine reelle Zahl > 1 be-

1 1 1 1 
deutet, die Reihe ^ — = -—1-^^ + -^—I convergirt, und dass 

% P p ^ 2' 3» 
L\(S—1)^—( = 1 ist. Die letztere Gleichung zeigt, dass auch 

ä = i l (0 t'} 

L\{S—l)^-;-[==l ist, wo t' nur alle diejenigen ganzen Zahlen 
s = l l t' t" ) 

durchlaufen soll, welche oberhalb einer beliebig hohen Grenze t gelegen 

sind. Zunächst folgt aus der Convergenz der Reihe ^ — mit Hülfe 

der Ungleichung — < —^̂ -̂  die Convergenz der Reihe 

f) K (i) ^ay 
für s > 1, wo t alle ganzen positiven Zahlen und \ alle Ideale des 

Körpers k durchläuft. Femer ergiebt sich aus den Ungleichungen (14) 

die Formel: 

(hx-6y(s-i)^^^<:(s-i)^^^<:(hx-i-6y(s-i)zj,, 

wo die Summen sich über alle ganzzahligen Werte von t' zu erstrecken 
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haben, welche ^ t sind. Der Grenzübergang zu * = 1 liefert: 

hx—ä < L ((«-i)2; A-} = ^'>'-^^-
Nun ist 

L fc-1)^ -^-r-J = L \(s-l)2: l-\ = L {(.s—1)^^ ^ 1 

ebenfalls ^hx — S und <^hx~\-S und also, da hierin Ö eine beliebig 

kleine Grösse bedeutet, = Ä Z , womit der gewünschte Nachweis des Satzes 56 

erbracht ist. 

§27 . 
Andere unendliche Entwickelungen der Function f(»). 

Die Function ^(s) kann noch auf drei andere Arten durch unend­
liche Entwickelungen dargestellt werden [Dedekind']. Es ist, wie leicht 
ersichtlich: 

F{n) 

n ' 
(« l-n(p)-' 

^ W Vi—p-^^'i-^-^^'"' i-p-'^'l' 

hier ist im ersten Ausdruck die Summe über alle ganzen rationalen positiven 
Werte von n, im zweiten Ausdruck ist das Product über alle Primideale p 
des Körpers k, und im dritten Ausdruck ist das Product über alle ratio­
nalen Primzahlen zu erstrecken, wobei f^ , / . > , . •, f], die Grade der e in 
j} aufgehenden Primideale bedeuten. Alle diese unendlichen Summen und 
Producte für 'J(Ä) convergiren für s > 1, da die Glieder sämüich positiv 
sind, in einer von der Reihenfolge der Summanden oder Factoren unab­
hängigen Weise. 

§ 2 8 . 
Die Zusammensetzung der Idealkhissen eines Körpers. 

Betreffs der multiplicativen Darstellung der Idealklassen gilt der fol­
gende wichtige Satz [Sehering', Kronecker^^]: 

Sa/z 57. Ks giebt stets (/ Klassen .^1,, . . . . J . so dass jede 

andere Klasse A auf eine und nur auf eine AVeiso in der Gestalt 
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A=Al', . . ., J^» darstellbar ist; dabei durchlaufen'a;,, ..., x die 

ganzen Zahlen 0, 1, 2, . . . bez. bis A, — 1 , . . . , h^-1, und es ist 

. 4 * ' = 1 , . . . , A"i=l und h = h,...h . 

Beweis. Man bilde für jede Klasse A den niedrigsten positiven Ex­
ponenten e, derart, dass A'' = 1 wird. Der grösste aller dieser Expo­
nenten e, werde mit Ä, bezeichnet, und es sei H^ eine hierbei auf h 
führende Klasse. Nun bestimme man für jede Klasse A den niedrigsten 
Exponenten e., derart, dass A'' gleich einer Potenz von iZ, wird. Der 
höchste dieser Exponenten e^ werde mit \ bezeichnet, und H^ sei eine 
auf \ führende Klasse. Ferner bestimme man für jede Klasse A den 
niedrigsten Exponenten 63 > 0 derart, dass A"' gleich einem Product von 
Potenzen der Klassen J?,, iZ^ wird; es sei \ der höchste dieser Ex­
ponenten 63 und H^ eine auf \ führende Klasse. Fährt man so fort, so 
entsteht eine Reihe von Klassen iZ,, H^, . . ., H , denen, wie man un­
mittelbar sieht, die Eigenschaft zukommt, dass eine jede Klasse A auf eine 
und nur auf eine Weise in der Gestalt A = H^'...H'"' dargestellt werden 
kann, wo «,, . . ., x^ die im Satze 57 angegebenen Werte annehmen. 

Es sei nun 

(15.) if"» == iZ; ' l?^^7i . . .J?f , 

v/o t<Cs ist und a^, a^_p . . ., a^ gewisse ganzzahlige Exponenten be­

deuten. Aus den gemachten Festsetzungen folgt H''' = H^*-'^... H''\ 

wo 6^_j, . . ., 6j ge-wisse ganze Zahlen sind; es muss h^ durch 7i teilbar 

sein, da im anderen Falle bereits eine niedere als die Ate Potenz von 

H^ als Product der Klassen H^, H^_^, • • ., H^ darstellbar sein würde. 

Wird h^ = h^l^ gesetzt, so folgt, dass H^''* durch ein Product der Klassen 

H. , , . . ., H, darstellbar ist; es ist daher notwendig aj, durch h , d. h. 

a, durch h teilbar. Setzen wir a,^h c und wählen an Stelle der 
i s t s s 

Klasse H^ die Klasse W^HJd'"^, so geht die Gleichung (15) über 

in die einfachere Gleichung H'''/ = H"^^ ...H^'. Die Fortsetzung dieses 

Verfahrens führt schliesslich zu einer Klasse A an Stelle von H, für 

welche die gewünschte Relation ^'' ' ' = 1 stattfindet. 

Die obige Darstellung der Klassen kann überdies so eingerichtet 
werden, dass die Zahlen A,, . . ., A Primzahlen oder Primzahlpotenzen 
sind. Wäre nämlich g eine der Zahlen A,, . . ., A , welche noch 
nicht Primzahl oder Primzahlpotenz ist, und wäre etwa g^p'p"..., 
wo p', p", . .. Potenzen verschiedener Primzahlen sind, so setze man, 
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g_ j ! _ 

wenn B die zu g gehörige Klasse bezeichnet, B' = B^ , B" ^ B^ , 

Wir haben dann B"" = l, B'"'" =i, ••., und wenn 

i _ _ ^ _ i _ « " + • • • 

gesetzt wird, so folgt B = B"" B""".... Es kann also B', B", . . . an 
Stelle von B eingeführt werden. Sind die Klassen ^ , , . . . , y1 in der 
zuletzt beschriebenen Weise gewählt, so heissen dieselben ein System 
von Grnndklassen. 

§29 . 
Die Charaktere einer Idealklasse. Eine Verallgemeinerung der Function t(»). 

Nachdem ein bestimmtes System von Grundklassen ausgewählt worden 
ist, ist eine jede vorhandene Klasse A durch die Exponenten a;,, . . ., x 
und mithin auch durch die q Einheitswurzeln 

2tnxi 

X,iA) = e "< , . . ., xM) = e "'• 

eindeutig bestimmt. Diese q Einheitswurzeln x(A) heissen die Charak­
tere der Klasse A. Sind x(A), %(B) Charaktere der beiden Klassen 
A, bez. B, so ist off'enbar yi{AB) = x{A)x{B). Der Charakter yfÄ) 
einer Klasse wird zugleich auch als der Charakter / (o) eines jeden in 
A enthaltenen Ideals a bezeichnet. 

Mit Hülfe eines Charakters ^ lässt sich dann eine Function bilden, 
welche eine Verallgemeinerung der oben betrachteten Function (̂.$) ist. 
und welche eine ähnliche Productentwickelung gestattet [Dedekind']. 
Diese Function ist 

® <\)' (W ^-xO?)n(T?)-' ' 

wo die Summe über alle Ideale \ und das Product über alle Primideale p 
des Körpers k zu erstrecken ist. 
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Capitel VIIL 

Die zerlegbaren Formen des Körpers. 
§ 3 0 . 

Die zerlegbaren Formen des Körpers. Die Formenklassen und ihre Zusammen­
setzung. 

AVenn t^ , . . ., § m lineare Formen der m Veränderlichen 
M,, . . ., u mit beliebigen reellen oder imaginären Coefficienten sind, so 
heisst das Product 

U{u^, . . . , « J = ! « . . . § « 

eine zerlegbare Form mten Grades der m Veränderlichen M,, . . ., u . 
Die Coefficienten der Producte von «,, . . ., u heissen die Coeffi­
cienten der Form. Berücksichtigt man die Formeln 

a-iogZ7 _ aiogg '̂̂  aiogg''' aiogg""' aiogg^'"' 
du^du^ ~ du^ 8u^ du^ du^ ' 

(r, s = l,-.. ., m) 

SO folgt leicht aus dem Multiplicationssatz der Determinanten, dass das 
Quadrat der Determinante der m linearen Formen g''% . . ., Ĵ "'̂  gleich 

„ ,> 7-T5.̂ _l Ö^lOgZJ Ö^lOgZJ 1 1 , . . , . 
(—1)^TJ 2d!z-^—=, 7i %— und daher eine ganze ganzzahlige 

du^du^ duju^^ 
Function der Coefficienten von TJ ist; dasselbe werde die Discriminante 
der Form TJ genannt. Eine Form U, deren Coefficienten ganze ratio­
nale Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind, heisst eine primitive Form; 
dieselbe ist eine rationale Einheitsform. 

Sind ßj, . . ., ß^ eine Basis des Ideals a, so ist insbesondere die 
Norm 7i(?) = «(ß,M,H ^"•m'"'m^ ®™® zerlegbare Form mten Grades. 
Die Coefficienten derselben sind ganze rationale Zahlen mit dem grössten 
gemeinsamen Teiler n(a). Nach Forthebung dieses Teilers entsteht eine 
primitive Form TJ, welche eine zerlegbare Form des Körpers k 
genannt wird, und welche folgende Eigenschaften besitzt. Wählt man an 
Stelle der Basis ß^, . . . , ß^ eine andere Basis ß*, . . ., a^ des Ideals a, 
so erhält man eine Form TJ\ welche aus Z7 vermöge ganzzahliger linearer 
Transformation von der Determinante =fc 1 hervorgeht. Fasst man alle diese 
transformirten Formen unter den Begriff der Formenklasse zusammen, 
so ist ersichtlich, dass einem jeden Ideal a eine bestimmte Formenklasse 
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zugehört. Die nämliche Formenklasse entsteht offenbar auch, wenn man 
statt des Ideals a das Ideal aa zu Grunde legt, wo ß eine ganze oder ge­
brochene Zahl des Körpers bedeutet, d. h. einem jedem Ideal der näm­
lichen Idealldasse entspricht die nämliche Formenklasse. 

Da die Discriminante der Form w(J) = n(a) TJ offenbar gleich niafd 
ist, so folgt die Thatsache: 

Satz 58. Die Discriminante einer zeriegbaren Form TJ des Körpers k 
ist gleich der Körperdiscriminante d,. [Dedekind'?\ 

Die genannten Eigenschaften der Formen TJ bestimmen das Wesen 
derselben vollständig; es gilt nämlich der umgekehrte Satz: 

Satz 59. Wenn TJ eine primitive, im Körper k zerlegbare, aber 
in jedem Körper niederen Grades unzerlegbare Form mten Grades mit 
der Discriminante d des Körpers ist, so giebt es in k mindestens eine 
und höchstens m Idealklassen, denen die Form TJ zugehört. 

Beweis. Ist etwa rj^fi^u^-\ \-fi u^ ein Linearfactor von TJ, 

dessen Coefficienten in k liegen, so multiplicire man g mit einer ganzen 
Zahl a derart, dass ^ = av = a,u,-\ j - ß u eine lineare Form 

' ^ I 1 1 ' ' rii III 

mit ganzen Coefficienten ß,, . . ., ß wird. Setzen wir a = (ß,, . . ., a^), 
so ist nach Satz 20 n(^) = n(a) TJ, und da die Discriminante der Form TJ 
gleich der Körperdiscriminante sein soll, so ergiebt sich hieraus: 

= n(ayd. 
ß$™-i), . . . , ßC"'-i) 

1 ' •" 7rt 

WO die gestrichenen ß bez. die conjugirten Zahlen bedeuten. Aus dieser 
Gleichung folgt, wenn wir die Umkehrung des Satzes 19 zu Hülfe nehmen, 
dass ß,, . . ., ß eine Basis des Ideals a bilden. 

Gehören zu den beiden Idealen a, b bezüglich die beiden Formen 
TJ, V, so heisst jede zu dem Ideale c = ab gehörige Form W eine aus 
den Formen Z7 und F zusammengese tz te Form. [Dedekind'.] 

Die Entscheidung der Frage, ob zwei vorgelegte, zum Körper X; ge­
hörige Formen zu derselben oder zu \erschiedenen Formenklasseu ge­
hören, kommt, der obigen Entwickelung zufolge, auf die Frage nach der 
Aequivalenz zweier vorgelegter Ideale hinaus und erfordert daher zu ihrer 
Entscheidung nur eine endliche Anzahl \on Operationen. Vgl. § 24. 

file:///erschiedenen
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Oapitel IX. 

Die Zahlringe des Körpers. 

§ 3 1 . 
Der Zahlring. Das Ringideal und seine wichtigsten Eigenschaften. 

Sind ,&, rj, . . . irgend welche ganze algebraische Zahlen, deren Ra­
tionalitätsbereich der Körper k vom mten Grade ist, so wird das System 
aller ganzen Functionen von d-, rj, . . ., deren Coefficienten ganze rationale 
Zahlen sind, ein Zahlring, B ing oder Integritätsbereich*) genannt. 
Die Addition, Subtraction und Multiplication zweier Zahlen eines Ringes 
liefert wiederum eine Zahl des Ringes. Der Begriff des Ringes ist mithin 
gegenüber den drei Rechnungsoperationen der Addition, Subtraction und 
Multiplication invariant. Der grösste Zahlring des Körpers k ist der durch 
CO,, . . ., CO bestimmte Ring, wo to,, . ., co die Zahlen einer Körper­
basis bedeuten. Derselbe umfasst alle ganzen Zahlen des Körpers. Jeder 
Zahlring r enthält m ganze Zahlen (i,, . . ., Q von der Art, dass jede 
andere Zahl Q des Ringes in der Gestalt 

Q = a,Q,-{ f-ß p 
«: i t^ l • ' msm 

dargestellt werden kann, wo a,, . . . , a^^ ganze rationale Zahlen sind. 

Die Zahlen g,, . . . , Q^^ heissen eine BaSis deS BingeS. Bezeichnen 

wir die zu (i, , . . . , Q conjugirten Zahlen bez. mit Q\, 
3(m-i) so ist das Quadrat der Determinante 

Qv 

Q\ 
(m-l)_ j(m—i) 

eine rationale Zahl und heisst die Discriminante dr des Binges r. 
Ein Bingideal oder ein Ideal des Binges r wird ein solches 

unendliches System von ganzen algebraischen Zahlen ß,, a^, ... des 
Ringes r genannt, welches die Eigenschaft besitzt, dass eine jede lineare 
Combination X^a,-\-X,^a^-{ derselben wiederum dem System angehört. 

*) Nach Dedekind „eine Ordnung" 
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wobei die Coefficienten A,, 2^, . . . beliebige Zahlen des Ringes r sind. 
Jedes Ringideal enthält m ganze Zahlen f,, . . ., i,^^ von der Art, dass 
eine jede Zahl des Ringideals gleich einer linearen Combination der­
selben von der Gestalt a^i,.^^-\ !-«„*„ ist, wo « , , . . . , a^^ ganze 
rationale Zahlen bedeuten. Die Zahlen t,, . . . , «^ heissen eine Basis 
des Bingideals . Der Beweis für die Existenz einer Basis des Ringes 
und des Ringideals ist genau entsprechend den in § 3 und § 4 dar­
gelegten Beweisen für die Existenz der Körperbasis und Idealbasis zu 
führen. Es gelten folgende Sätze: [Dedekind".] 

Satz 60. Sind «j, . . . , i irgend m ganze Zahlen des Körpers X-, 
zwischen denen keine lineare Relation mit ganzen rationalen Zahlen-
coefficienten besteht, so giebt es stets einen Ring r, in welchem t,, . . . , i 
die Basis eines Ringideals bilden. 

Beweis. Es sei Q eine beliebige ganze Zahl des Körpers, für welche 
die m Zahlen QC,, . . . , QI sämtlich gleich linearen Combinationen der 
Zahlen /,,, ..., c von der Gestalt a,i,-\ | -ß i- werden, wo a,, .. . , a 

1' , m 1 1 ' ' iit m ' 1 ' ' H( 

ganze rationale Zahlen sind. Die Gesamtheit aller dieser ganzen Zahlen 
Q des Körpers bestimmt, wie leicht einzusehen, einen Ring von der ver­
langten Beschaffenheit. 

Sind ß,, . . ., ßs ü-gend s Zalilen in r, durch deren lineare Com­
bination unter Benutzung ganzer algebraischer, in r liegender Coefficienten 
alle Zahlen eines Ringideals \ erhalten werden können, so setzen mi 
kurz j ^ = [o:,, . . ., ß ]. Insbesondere ist j = [;,, . . . . i. ]. 

Satz 61. Es giebt in jedem Ringe r stets Ringideale j welche 
zugleich Körperideale sind. 

Beweis. Drückt man co,, . . ., cu durch die Zahlen o . . . ., o 
1' ' »( s 1' ^ <m 

der Basis des Ringes •/• aus, in der Gestalt 
ß-,P,H J-ß- Q 

i l s l ' ' >m"m /• • o N 
03. = , ( « = 1 , 2 m) 

wo a.^, ..., a^^^^, A ganze rationale Zahlen sind, so folgt, dass jede 
durch A teilbare ganze Zahl in X' eine Zahl des Ringes und mithüi 
jedes durch A teilbare Ideal des Körpers X; zugleich ein Ringideal des 
Ringes /• ist. 

Der grösste geinehisamc Idcalteiler aller derjenigen Körperideale. 
welche zugleich Ringideale in r sind, heisst der FiVhrer f des Binges 
r. [Dedekind''.] Es folgt dann leicht der Satz: 

Satz ()2. Jedes durch den Führer f teilbare Ideal [ des Körpers X-
ist zugleich ein Ringideal des Ringes r. 
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§32 . 
Die durch eine ganze Zahl bestimmten Ringe. Der Satz von der Differente 

einer ganzen Zahl des Körpers. 

Die wichtigsten Zahlringe des Körpers sind diejenigen, welche durch 
eine e inzige ganze Zahl d- bestimmt werden. Auf die Eigenschaften 
dieser besonderen Zahlringe hat Dedekind seine Theorie der Discrimi­
nanten algebraischer Zahlkörper gegründet [Dedekind^]. Die hauptsäch­
lichsten Resultate von Dedekind fassen wir in folgenden Satz zusammen: 

Satz 63. Der grösste gemeinsame Teiler der Differenten aller ganzen 
Zahlen des Körpers X; ist gleich der Differente b des Körpers. Ist 6 die 
Differente einer ganzen Zahl ^ , welche den Körper k bestimmt, und f 
der Führer des durch d- bestimmten Zahlringes, so ist J = | b . 

Beweis. Es sei cOĵ , . . . , co eine Körperbasis von X;, und es seien be­

züglich o)!. „(m—l) yj(m—1) ^jg 2u diesen m Zahlen con­

jugirten Zahlen. Wir bilden die m-reihige Determinante der m^ Zahlen cô '̂̂ : 

Q 

COj, 

c o ' , co' 

w(™-i>, f,(m-l) 

.,, . . . , CO adjungirten (m—l)-reihigen Unter-und bezeichnen die zu co_ 
determinanten von Q bezüglich mit ß , , . . . , ß„,. Die m Producte 
ß i 2 , , . . ; , an sind dann ganze Zahlen des Körpers k, und zwar 
bilden dieselben die Basiszahlen eines Ideals des Körpers k. 

Um das letztere zu beweisen, multipliciren wir die m—1 Horizontal­

reihen der Determinante fi,^ bezüglich mit 

(16) M+m;., u-h(o'!, . . ., M+co(™-i), 

wo u ein unbestimmter Parameter ist. Die entstehende (m—l)-reihige 

Determinante erhält dann, wie leicht ersichtiich, die Gestalt: 

f,(u)n,+f,(u)Q,-h-+fju)n^^, 
wo /• , . . ., / ganzzahlige Functionen von u sind. Andererseits hat das 

Product der m—l Linearfactoren (16) die Form 

j ^ m - l _ ^ ( ' o , ^ _ j | _ c o ( m - l ) ) „ m - 2 _ l _ . . . = j ^ m - l _ i _ ( a — C 0 . ) M ™ - 2 + - • •, 

wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Die Vergleichung der Coef-
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flcienten von M™-^ liefert das Resultat, dass cô i2,̂  eine lineare Combi­
nation von i2,, . . . , i2 mit ganzen rationalen Zahlencoefflcienten ist; 
hiermit ist der gewünschte Nachweis dafür geführt, dass fii2,, . . - , üü„, 
Basiszahlen eines Ideals sind. 

Bezeichnen wir allgemein mit Sif die zu oiW adjungirte (m—l)-rei-
hige Unterdeterminante der Determinante ii, so wird nach einem bekannten 
Determinantensatze die m-reihigo Determinante \ii2'\ = ^'"~^', folgÜeb. 
genügt die Norm des Ideals 3 = (i2i2,, . . . , ßü„,) der Gleichung 

und hieraus folgt TO(3) = |of|"'-'. Nun ist offenbar die Discriminante d 

des Körpers durch 3 teilbar; setzen wir d = 3\, so folgt n(']) = \dl. 
Es sei nun & irgend eine den Körper k bestimmende Zahl; dann 

können wir die m Basiszahlen des Körpers k in der Gestalt voraussetzen: 

COj = 1 , 

fl 
o^-f-aj^-h-ö-"'' 

, + ft' , -a- -1 j - «("'-2) ̂ "'-2 _f- ^ '"-1 
m—l ' Vi—1 ' m—l 

f ' 
' m — l 

"i! '*2' "••'' • • •' ^''m—P' ff • • ' ' fm-i 6*'''̂ ß rationale Zahlen sind. 
Wir ermitteln nun den Führer f des durch 3- bestimmten Ringes und 
stellen die Basiszahlen desselben in der Gestalt dar: 

Qi = / / ' 

Q, = h+fl», 

Q„, = K-i-^K-i^+-+f'^:'^'-^-'^f:..^"-'^ 

wo b^, b.j, i | , • . ., b('^'J.^p, fl, f.U • • •, /'„', ganze rationale Zahlen bedeuten. 

Da insbosomlere naidi Satz (12 ^i«",,,, t'a"'m—i' " ' '» ?)H'"I g^nizzahlige Func­

tionen von ^ worden müssen, so ergiebt sich notwendigerweise, dass / ' durch 

/ ' , _ ] ' /•>' '̂ ""•'̂ l-* /„,-••' • • • ' f'„-i ''"'•'̂ "̂  fl """^ folglich das Product 
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/ i ' - • • /„ ' , - ! ^^'^^ das Product / = = / , - . . / ; „ _ j teilbar sein muss. Da 

< f ) = / i - - - / : „ _ i / ; • • • / ; , _ , / ; ist, so wird K O ^ / V ' WO g eine 

ganze rationale Zahl ist. 

Wir setzen ferner: 

0 

1, d- , ..., .S-'^-i 
1, ^' , . . . , ^'»-1 

H-
m—1 

:(-i)^r 
1 , • & ' ' 

ß.'m—2 

1, .3-('"~l), . . . , (^.(m-l))m-2 

0 

1 , ^ ( ' " - 1 ) , . . . , ( ^ ( m - l ) ) m - l 

es gelten dann für die Differente d der Zahl & die Beziehungen ( - l )" ' - i ( J= 

m(m—1) 

und nach S. 180 (—1) -' n(S) =: 0'= f d. Ferner ist 

H 

(17.) 

2: u, an, 
Q,=t-,m) '• '' 

"r 

* * l ' / l ' ^ 2 ' ' 2 ^ 3 ' 

l,a^-f-^-', a^-i-a^&'-\-»'^ '•••'«,_,+ 3-'' 

1, aj-4-a(»-«, a2-4-a;>"-»+(.5(™-i)) ' , . . . , a,,_^-l ^(^'^»- '0" 

wo «,, . . , M Unbestimmte sind. Entwickeln wir hier die Determinante 
1' ^ m 

nach den Elementen der ersten Horizontalreihe und schreiben sie dabei 
in der Gestalt u,H,-\ \-u H , so sind, wie man leicht erkennt, 

1 1 ' ?n in' , ' 

die Zahlen —==-, . . . , —pzr sämtlich ganze Zahlen des Körpers k; sie 

gehen, wie die Formel (17.) zeigt, aus den Zahlen ß ß , , . . . , ß ß 
dadurch hervor, dass liian die letzteren mit ein und demselben in 

k liegenden Factor multiplicirt. Die m Zahlen -pr-, . • ., -r^ sind 
0^ 0^ 

folglich wieder Basiszahlen eines Ideals m; dieses Ideal heisse m. 
Die Zahlen des Ideals m sind sämtlich ganzzahlige Functionen von 3:. 

Dasselbe ist folglich durch f teilbar, und wir setzen m = fI, wo 1 ein 
gewisses Ideal in k bedeutet. Unsere Gleichung (17.) zeigt dann, dass 

3 = 
0H _ d\\ 

ist, und wenn man die Norm nimmt, so folgt hieraus: 

,„m-i Mr»»(f)«a) 

r 
'-, d .h. /^ = w(f)TO(0. 

Jahresbericht der Deutachea Mathem.-Veremignng. IV. 16 
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Da andererseits vorhin n(^) = f''g gefunden worden ist, so muss^ = l , 
w ( I ) = l , 1 = 1 sein, und folglich wird n{\) = f'\ 3(y = f</, d=\\. 

Nunmehr sei p ein beliebig gegebenes Primideal des Körpers k, so 
beweisen wir zunächst, dass sich stets eine ganze Zahl 3 = Q in /; 
finden lässt von der Art, dass der Führer des durch (> bestimmten 
Ringes nicht durch p teilbar ist. Es sei die durch p teilbare rationale 
Primzahl p = p"a, wo a ein zu p primes Ideal bedeutet; ferner .sei Q 
als ganze Zahl in /• derart ausgewählt, dass jede beliebige ganze Zahl 
des Körpers k nach jeder noch so hohen Potenz von :p congruent einer 
ganzzahligen Function von Q wird. Die Existenz einer solchen Zahl Q 
ist in Satz 29 gezeigt worden; zugleich werde die Zahl Q so gewählt, 
dass sie ^ 0 nach a wird (Satz 25) und eine den Körper k be-' 
stimmende Zahl ist. Nunmehr sei die Discriminante d(o) der Zahl Q 
gleich p''a, wo a eine zu p prime, ganze rationale Zahl bedeutet. Es 

ist dann jede ganze Zahl co des Körpers X; in der Gestalt m = —^^y-
u o' 

darstellbar, wo Fijf) eine ganze ganzzahlige Function von q bezeichnet. 
In der That: wird co ̂  H{,Q) nach p"'', wo Hiff) eine ganzzahliirc 
Function von q bedeutet, und setzen wir co = H(q)-i-o)*, so foL't. 
dass (0*^'' durch p'' teilbar wird. Wir setzen w*q''-^ ji'-a, wo a eine 
ganze Zahl des Körpers k bedeutet. Da nach § :! eine jede ganze 

Zahl ß in die Gestalt p^ gebracht werden kann, wo G{q) eine 

ganze ganzzahlige Function von q bedeutet, so folgt co* = —^^L „QJ 

aq'^H{q)^G(q) 
weiter co = - ^ ^ - 4 ^^^ . Die eben gefundene Eigenschaft der 

aq'' ° ^ 
Zahl q lehrt, dass die Zahl aq'' jedenfalls in dem Führer des durch 0 
bestimmten Ringes vorkommt. Derselbe ist mithin nicht durch p teilbar, 
d. h. die Zahl q = U ist eine Zahl von der oben veriangten Be­
schaffenheit. 

Die letzten Entwickelungen zeigen, dass das Ideal j genau der grösste 
gemeinsame Teiler der Differenten aller ganzen Zahlen ist. Andererseits 
enthält dieser grösste geineinsamo Teiler, wie aus der Definition der 
Körpordiffercnto b folgt, notwendig dieses Ideal b als Factor: wir setzen 
i = {)b. Da ;/(b) nach Satz l.'! durch die Discriminante d teilbar ist, 
so folgt '«(i) = w(I))(/r/, wo rt eine g.anzo r.ntionalo Zahl bedeutet. 
Wegen n{\) = zi:.d folgt hieraus « ( ! ; ) = 1, I ) = l , « = ± 1 , also 
j = b. Dnniil ist der Salz (!,'! vollständig bewiesen. 
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Aus dem Satze 03 folgen leicht der Satz 31 und 37, sowie die am 
Schluss des § 12 aufgestellte Behauptung über die in der Discriminante 
des Körpers aufgehenden Primzahlen. Um die letztere abzuleiten, hat 
mau nur nötig, die Zeriegung der linken Seite der Gleichung, welcher 
3 ^ q genügt, nach der betreffenden Primzahl p vorzunehmen und in 
ähnlicher Weise zu verwerthen, wie dies iu § 11 für die linke Seite der 
Fundamentalgleichung geschehen ist. 

§ 33. 
Die regulären Ringideale und ihre Teilbarkeitsgesetze. 

Ist ein beliebiger Ring r und in ihm ein Ringideal | = [ß , ..., a] ge­
geben, so hat man in dem grössten gemeinsamen Idealteiler der Zahlen 
des letzteren ein Körperideal; wir nennen dieses Ideal j = (a , . . ., ß ) 
das dem Ringideal j^. zugeordnete Körperideal. Wenn insbesondere 
das Körperideal j zum Führer f des Ringes r prim ist, so heisse j , ein 
reguläres Bingideal. Es gilt der Satz: 

Satz 64. Wenn j ein beliebiges zu dem Führer ] primes Körper­
ideal ist, so existirt im Ringe r stets ein Ringideal j , dem das Körper­
ideal j zugeordnet ist. 

Beweis. Wir bestimmen das System aller der Zahlen des Ringes r, 
welche durch das gegebene Körperideal j teilbar sind. Dieselben bilden 
in r ein Ringideal j ^ ^ [ß^, . . ., a j . Ferner wählen wir in dem Führer 
f des Ringes r eine zu \ prime ganze Zahl (p und dann im Körperideal 
j eine zu ^ prime Zahl a. Alsdann giebt es stets ganze Zahlen rp 
und ß des Körpers derart, dass (ftp-\-aß=l -wird. Da (p^) durch f 
teilbar und daher eine Zahl des Ringes r ist, so liegt auch aß im Ringe r, 
und da andererseits aß durch i teilbar ist, so stellt aß=i — (pip eine 
Zahl des Ringideals j dar: das dem Ringideal j ^ zugeordnete Körperideal 
i = (aj, .. . , aj) ist folglich zu f prim. 

Unter dem Product /-»veier Bingideale a,. = [a,, • - -, ßj und 
b^ = [|S ,̂ . . ., ß^ wird das Ringideal 

aX = [a,/5,, . . ., « / , , . . •, ßift, • • •' a,ß^ 

verstanden. Es ist dann der Satz un'mittelbar ersichtiich: 
Satz 65. Dem Product zweier regulärer Ringideale ist stets das 

Product der zugeordneten Körperideale zugeordnet. 
Vermöge dieses Satzes 65 entsprechen die Teilbarkeits- und Zerlegungs-

16* 
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gesetze der regulären Ringideale vollkommen den Gesetzen über die 
Teilbarkeit und Zeriegung der zu f primen Körperideale. 

Da wir im Folgenden nur reguläre Itingideale betrachten, so lassen 
wir der Kürze halber den Zusatz „regulär" fort, so dass von nun an unter 
einem Bingideal stets ein reguläres Ringideal verstanden wird. 

Es ist aus Satz 23 zu entnehmen, dass in dem Körper k stets f/y(f) 
nach dem Ideal f incongruente, zu f prime ganze Zahlen vorhanden sind. 
Wenn eine von diesen dem Ringe r angehört, so liegen offenbar auch alle 
diejenigen Zahlen im Ringe '/•, welche dieser Zahl nach dem Führer f 
congruent sind. Die Anzahl der nach f incongruenten und zu f primen 
dem Ringe r angehörigen Zahlen ist ein Teiler von (p{\) und werde mit 
(p.{\) bezeichnet. 

Unter der Norm m(â ) eines Bingideals â  versteht man die 
Norm des dem Ringideal zugeordneten Körperideals a- Die elementaren 
Sätze über Normen von Ringidealen sind mit dieser Definition gegeben. 

§ 3 4 . 
Die Einheiten eines Ringes. Die Ringklassen. 

Auch der Satz von der Existenz der Grundeinheiten ist ohne 
Schwierigkeit auf einen Ring übertragbar; dieser Satz folgt am einfachsten 
aus dem entsprechenden Satze für die Einheiten des Körpers, wenn man 
bedenkt, dass, wie aus Satz 24 folgt, jede Einheit des Körpers durch Er­
heben in die (.p{\)te Potenz in eine Einheit des Ringes übergehen muss. 
Der Satz hat genau die für den Körper X: geltende Form des Satzes 47: 
für die in Satz 47 mit r bezeichnete Anzahl werde hier s geschrieben. 
Es mögen e ,̂ . . ., e ein System von * Grundeinheiten des Ringes ;• 
bedeuten, d. h. ein System von s Einheiten im Ringe •/•, durch deren 
Producte unter Zuhülfenahme der Einheitswurzelu des Ringes sich sämt­
liche Einheiten in r ausdrücken lassen. Dann heisst die juisitiv genom­
mene Determinante der * ersten Logaritiimen zu diesen läuheiten der Re­
gulator AV des Ringes r. Die Anzahl iler im Ringe ;• gelegenen Einheits­
wurzeln werde mit u\. bezeichnet. [Dedekind.^.] 

Zwei Ringidealo a und h heissen einander äi|nivaleut, wenn zwei 

ganze Zahlen fi und X existiren, so dass jda = Ab ist. Dabei werde 

der A(!(|uivalenzlK!griff hier in der in § 24 erwähnten engeren Fassung ge­

nommen und dcnigoniiiss die lünschränkung gemaeht, dass - ^ oino positive 

Norm besitze. Alle einander änuivalenten Ringideale bilden eine B ing -
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klasse. Ein Ringideal (a), wo ß eine zu f prime ganze Zahl mit positiver 
Norm bedeutet, wird ein Hauptringideal, die Klasse dieser die Hauptring-
klasse genannt. Die weiteren Definitionen und die Sätze, über die Multi­
plication der Ringklassen entsprechen genau denjenigen, die in § 22, 28, 29 
für die Idealklassen eines Körpers aufgestellt sind; auch folgt ähnlich, wie 
in § 22 die Endlichkeit der Anzahl der Ringklassen. Die Bestimmung 
dieser Anzahl kann nach zwei verschiedenen Methoden, nämlich entweder 
auf einem rein arithmetischen Wege oder mit Verwendung analytischer 
Hülfsmittel, entsprechend der in § 25 und § 26 dargelegten Weise aus­
geführt werden. Das hierbei sich ergebende Resultat ist folgendes [De-
dekkul ^]: 

Satz 66. Sind h und hr die Anzahlen der Idealklassen des Körpers 
X; bez. des Ringes ;', beide für die engere Fassung des Klassenbegriffes, 
so ist 

h y / f ) vjR^ 

Auch die Begriffsbildungen des Capitels VIII lassen sich auf den 
Ring übertragen; wir gelangen so zu dem Begriffe der zu einer Ring­
klasse gehörigen zerlegbaren Form. 

§ 3 5 . 
Der Modul und die Modulklasse. 

Wenn p, , . . ., ,<( irgend m ganze Zahlen des Körpers k sind, 
zwischen denen keine lineare homogene Relation mit ganzen rationalen 
Coefftcienten besteht, so werde das System aller mittelst ganzer rationaler 
Coefficienten a^, .. ., a^ in der Gestalt ß^ îî H 'raji^ darstellbaren 
Zahlen ein Modul des Körpers k genannt und mit {fx^, . . ., ^ a j be­
zeichnet. Der Begriff des Moduls verhält sich mithin gegenüber den 
Operationen der Addition und Subtraction invariant. Beispiele von 
Moduln sind das System aller ganzen Zahlen des Körpers k, das Ideal, 
der Ring, das Ringideal. Zwei Moduln {p,^, . .., ;(i„j und [2^, . . ., A,J 
heissen einander äquivalent, wenn zwei ganze Zahlen p, und X 
existiren, so dass [,tt;it̂ , . . ., W,,;] ^ [•̂ '̂ i; • • •' ^^„] î *- -^ '̂̂  ^̂ '̂ '• 
ander äquivalenten Moduln bilden eine ModulklaSSC. Dedekind nimmt 
den Begriff des Moduls in seinen Untersuchungen über algebraische Zahlen 
als Grundlage. [Dedekind^' ^' ^' ̂ .] 
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Das Quadrat der Determinante 

• ' •' /•*» 

§35. 

Fl, 

' 71. 

^r 
(»'-'). 

I r. 
(,„-0 

ist, wie leicht ersichtlich, eine ganze rationale Zahl und überdies durch 
die quadrirte Norm des Ideals m = (/',, . . ., p^^) teilbar; der Quotient 
beider Quadrate werde mit a bezeichnet. Bildet man diesen Quotienten 
für einen beliebigen zu [/t̂ , . . . , ,« ] äquivalenten Modul, so ergiebt 
sich jedesmal der nämliche Werth ö. Die ganze rationale Zahl d ist 
mithin für die durch [/,i,, . . ., (ij\ bestimmte Modulklasse charakteristisch 
und heisst die Discriminante der Modulklasse. 

Die Begriffe zerlegbare Form und Formenklasse ŵ crden für 
den Modul entsprechend definirt, wie dies in § 30 für den Körper selbst 
geschehen ist. [Dedekind'']. 



Zweiter Teil. 

Der Galois'sche Zahlkörper. 
Capi te l X. 

Die Primideale des Galois'schen Körpers und seiner Unter­
körper. 

§ 3 6 . 
Die eindeutige Zerlegung der Ideale des Galois'schen Körpers in Primideale. 

Ein solcher Zahlkörper K, welcher mit den sämtlichen zu ihm con­
jugirten Körpern übereinstimmt, heisst ein Galois'SCher Körper. Ist X; 
ein beliebiger Zahlkörper mten Grades, und sind k', . . ., k die zu k 

conjugirten Körper, so kann aus sämtlichen Zahlen der Körper k, k', ..., k ~ 
ein neaer Körper K zusammengesetzt werden; dieser Körper K ist dann 
notwendig ein Galois'scher Körper, welcher die Körper k, k', . . ., X; ~ 
als Unterkörper enthält. Ein jeder beliebiger Körper k kann mithin 
stets als ein Körper aufgefasst werden, welcher in einem Galois'schen 
Körper als Unterkörper enthalten ist. Infolge dieses Umstandes ist es 
keine wesentliche Einschränkung, wenn wir bei der Erforschung der Eigen­
schaften der algebraischen Zahlen von vornherein einen Galois'schen Körper 
zu Grunde legen und dann entwickeln, in welcher Weise die Zerlegungs­
gesetze für die Ideale dieses Galois'schen Körpers sich auf einen be­
liebigen in ihm enthaltenen Unterkörper übertragen. 

Was zunächst den Beweis für die eindeutige Zerlegung der Ideale 
in Primideale betrifft, so gestaltet sich derselbe für einen Galois'schen 
Körper ausserordentlich einfach. [Hilberf^' ^.] Um dies einzusehen, 
setzen wir zunächst einige Bezeichnungen fest. 
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Der Galojs'sclic Körper K vom 71/ten Grade werde durch die ganze 

Zahl 0 bestimmt; 0 genügt dann einer irreduciblcn Gleichung 3/t.en 

Grades mit ganzen rationalen Coefficienten. Die M Wurzeln dieser Glei­

chung seien 
Sj@ = 0, s.ß, . ., s„0, 

wo s . . . , s rationale Functionen von 0 mit rationalen Coefficienten 
bedeuten. Werden ŝ , . . . , s,,, als Substitutionen aufgefasst, so bilden 
sie eine Gruppe G vom Mten Grade, da ja die auf einander folgende 
Anwendung irgend zweier von den Substitutionen s^, . . ., s ,̂  wiederum 
eine dieser Substitutionen ergeben muss. G heisse die Gruppe des 
Galois'schen Körpers K. Ein Ideal 3 , welches ungeändert bleibt, 
wenn man die Zahlen desselben durch ihre Conjugirten ersetzt, d. h. wenn 
man sie einer der M—1 Substitutionen .ŝ , . ., s,, unterwirft, nenne ich 
ein invariantes Ideal. Ein invariantes Ideal 3 besitzt die folgende 
Eigenschaft: 

Hülfssatz 11. Die Mite Potenz eines jeden invarianten Ideals 3 
ist gleich einer ganzen rationalen Zahl. 

Beweis. Es sei A eine Zahl des Ideals 3i und A^, A„. • • •, A^ 
seien die M elementaren symmetrischen Functionen von .1 ^ . s ^ . l . .s .̂-l, . . . 
. . . , s A. Den grössten gemeinsamen Tcilei' der J/ganzen rationalen 
Zahlen 

M! Jin_ M! 

(18.) A ' ^ A^ A^'^ 
-'•'•1 ) -^^2 ' • • • ' -"-il 

bezeichnen wir mit A. In gleicher Weise denken wir uns zu jeder an­
deren Zahl B, r, . .. des Ideals 3 und ihi'cn conjugirten die betreffenden 
elementaren symmetrischen Functionen berechnet und die Teiler B, (', . .. 
in entsprechender Weise abgeleitet. Der grösste gemeinsame Teiler aller 
möglichen dabei auftretenden Zahlen A, B, (', . . . werde mit,/ bezeichnet. 
Dann ist 3 ' = J- In der That: da die zu A conjugirten Zahlen eben­
falls Zahlen des Ideals 3 sind, so ist 

^^ = 0, (3), J „ = o, (3-), . . ., . l ^ ^ D . ( 3 " ) : 

und folglich sind die sämtlichen Zahlen (18.) und mithin auch . I = 0 

nach 3 '" ' . Da das Gleiche auch von den Zahlen Ji. C, . gilt, so ist 
auch , y ^ 0 nach3'"''- Andererseits siud die t'oeffieionten .•!,, .,-l.„ 1 

1 -j^ .M 

der Gleicliung yl/toii Grades für ./ bezüglich durch J'""', J ' " ' , . ., J'""' 
_ i 

teilbar, und somit ist A selbst durch J' ' teilbar. Da das Nämliche 
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von allen Zahlen B, T, . . . des Ideals 3 gilt, so ist '^"' durch .7 
teilbar. 

Aus dem eben bewiesenen Hülfssatz 11 folgt unmittelbar die wei­
tere Thatsache; 

Satz 67. Zu einem jeden beliebigen Ideal 91 des Galois'schen 
Körpers JiT lässt sich stets ein Ideal 5B so finden, dass das Product 91^ 
ein Hauptideal wird. 

Beweis. Das Ideal 3 = 3t .s.^t . . . s.M ist offenbar ein invariantes 
Ideal; es ist daher nach dem Hülfssatz I I das Ideal 

iB = S ' " ' " ' s , 5 l . . . s j t 

ein Ideal von der Art, wie es Satz 67 verlangt. 
Der Satz 67 gestattet,- die weiteren Teilbarkeitsgesetze für die Ideale 

des Galois'schen Körpers in derselben Weise zu entwickeln, wie dies in § 5 
auf Grund des Satzes 8 für einen beliebigen Zahlkörper k geschehen ist. 

Um dann aus den Teilbarkeitsgesetzen innerhalb des Galois'schen 
Körpers die Teilbarkeitsgesetze für einen beliebigen Körper k abzuleiten, 
beweise man entweder zunächst im Galois'schen Körper die Kronecker'­
sehen Sätze 13 und 14 über Formen und sohliesse hieraus die Richtigkeit 
dieser Sätze für den Unterkörper k, oder man wende ein geeignetes di-
rectes Uebergangsverfahren an. \Hilbert''.] 

§ 3 7 . 
Die Elemente, die Differente und die Discriminante des Galois'schen Körpers. 

Im Galois'schen Körper K erhalten manche der früher eingeführten 
Begriffe eine einfachere Bedeutung. So sind die Elemente eines Galois-
schen Körpers stets Ideale in diesem Körper selbst, und zwar gelten die 
Thatsachen: 

Satz 68. Die Elemente eines Galois'schen Körpers K vertauschen 
sich unter einander bei Anwendung einer der 71/Substitutionen s^ . . ., ŝ .̂ 
Die Differente 5) des Körpers K ist ein invariantes Ideal, und die Discrimi­
nante D = ±N(fS)) ist daher, als Ideal, die iVte Potenz der Differente 3). 

Beweis. Bezeichnen wir mit jQ ,̂ . . ., Qj^, eine Basis des Körpers 
K, so sind die Elemente von K Ideale von der Gestalt: 

@, = ( f i i - S s - ß i ' • ' " ^'M-^^-M)' 

(ĝ , = (ß,-s,,ß„ . ., il^-s^QJ. 

file:///Hilbert''
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Wenden wir irgend eine der Substitutionen s auf eines dieser Elemente @. an 
und bedenken, dass die Zahlen sQ^, . . ., .sß^^ wiederum eine Basis 
des Körpers darstellen müssen, so folgt, wenn ss. = s^,s gesetzt wird: 

s(S,. = (sQ^ — s.,si2^, . ., *ß,^—s.,sß,,) = e;,. 

Die Invarianz der Körperdifferente folgt nunmehr aus ihrer Dar­

stellung 2) = (§2 • • • &„• 

§ 38. 
Die Unterkörper des Galois'schen Körpers. 

Der Galois'sche Körper gestattet ein sehr genaues Studium der Zer­
legungsgesetze seiner Zahlen mit Rücksicht auf die in ihm enthaltenen 
Unterkörper, und die hierbei sich ergebenden Resultate sind vor allem für 
die Anwendung der al lgemeinen Körpertheorie auf besondere Zahl­
körper von Wichtigkeit. [Hilbert^.] 

Um einen beliebigen Unterkörper des Galois'schen Körpers in ein­
facher Art zu charakterisiren, bedienen wir uns folgender Ausdrucks­
weise. Wenn r Substitutionen s^^^ 1, s ,̂ . . ., ŝ  der Gruppe G eine 
Untergruppe g vom rten Grade liefern, so bildet offenbar die Gesamt­
heit aller derjenigen Zahlen des Körpers K, welche bei Anwendung einer 
jeden Substitution von g ungeändert bleiben, einen in K enthaltenen 

M 
Körper k vom Grade m = Dieser Körper X; heisse der zur l'uter-

r 
gruppe g gehörige Unterkörper. Der Galois'sche Körper selbst 
gehört zu der Gruppe, welche allein aus s, = 1 besteht: zur Gruppe G 
aller M Substitutionen s gehört der Körper der rationalen Zahlen. Um­
gekehrt gehört ein jeder Unterkörper X; des Galois'schen Körpers zu einer 
gewissen Untergruppe g der Gruppe G. Diese Gruppe g heisse die den 

Unterkörper /; bestimmende Untergruppe. 

§ 3!). 

Der Zorlegungskörper inul der Triigheitskörper eines Primideals ••1>. 

Wählen wii' nun ein bestimniles Primideal ^̂ i vom Grade f im 
Galois'schen Körper .A' aus, so giebt es eine ganz bestimmte Reihe in 
einander geseliachtelter Unterkörper von /v. welche für das Primideal '].i 
charakteristisch sind, und deren inerkwürdigo Eigenschaften jetzt kurz 
entwickelt werden sollen. 
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Es sei p die durch $ß teilbare rationale Primzahl; ferner seien 
r, z', z", . . . diejenigen sämtlichen r_ Substitutionen der Gruppe G, 
welche das Primideal *p ungeändert lassen; dieselben bilden eine Gruppe 
vom r.ten Grade, welche die Zerlegungsgruppe des Priraideals 
p genannt und mit g bezeichnet werden soll. Der zur Zerlegungsgruppe 
g_ gehörige Körper X;. werde Zerlegungskörper des Primideals ^ 

genannt; derselbe ist vom Grade m = 

Weiter seien t, t', t", . . . sämtliche unter den Substitutionen s der 

Gruppe G von der Beschaffenheit, dass für jede beliebige ganze Zahl ii des 

Körpers K die Congruenz sQ^il nach $ß erfüllt ist und r^ deren Anzahl; 

es folgt leicht, dass diese •/• Substitutionen eine Gruppe •;' ten Grades bilden. 

Diese Gruppe werde die Trägheitsgruppe des Primideals ^ ge­

nannt und mit g^ bezeichnet. Der zur Trägheitsgruppe g gehörige 

Körper X'̂  werde Trägheitskörper des Primideals 5p genannt; der­

selbe ist vom Grade m, = —-• 
^; 

Das Verhältnis der Trägheitsgruppe zur Zerlegungsgruppe wird durch 
folgende Thatsachen klargestellt: 

Satz 69. Die Trägheitsgruppe g des Primideals Sß ist eine inva­
riante Untergruppe der Zerlegungsgruppe g_. Man erhält alle Substitu­
tionen der Zerlegungsgruppe und jede nur einmal, wenn man die Sub­
stitutionen der Trägheitsgruppe mit 1, z, z^, . ., z^''- multiplicirt, wo 
z eine geeignet gewählte Substitution der Zerlegungsgruppe ist. 

Beweis. Es sei t eine beliebige Substitution in g^ und ß eine durch 
$ß teilbare ganze Zahl des Körpers !{.. Setzen wir Q! = t~^ Q, so ist 
infolge der Eigenschaft der Trägheitsgruppe Q' ^ tQ' ^ Q nach ^ , 
d. h. i3 ' ^ 0 nach S)}. Die Anwendung der Substitution t ergiebt Q^O 
nach dem Primideal t?ß. Da diese Congruenz für jede Zahl £2 des 
Primideals ^ gilt, so muss *)} durch t^ teilbar sein, und folglich ist 
sp = i sp, d.h. die Trägheitsgruppe g^ ist eine Untergruppe der Zerlegungs­
gruppe g^. 

Um die übrigen Behauptungen des Satzes 69 zu beweisen, bestimmen 
wir eine Primitivzahl P des Primideals $P, welche congruent 0 nach allen 
zu *ß conjugW;en und von *p verschiedenen Primidealen ist. Die Mög­
lichkeit der Bestimmung einer solchen Primitivzahl folgt aus Satz 25; 
dann bUden wir die ganzzahlige Function iften Grades von x 

Fix) = (x-s^P)(x—s^P)...(,x-Sj^^P). 
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Da P eine Wurzel der ganzzahligen Congruenz F{x) = 0 nach Sp ist, 
so genügt nach Satz 27 auch P''' der nämlichen Congruenz, und hieraus 
folgt, dass es unter den 71/Substitutionen .v,, . . . , «̂ ^ notwendig eine 
Substitution .s von der Art giebt, dass ,s-P = P ' ' nach 5ß wird. Wäre 
nun Ä-i $P 4= Sp, so bestände infolge der Wahl von P die Congruenz 
p = 0 nach s-i$P, und folglich müsste . s P = 0 nach «P sein, was der 
vorhin gefundenen Congruenz widerspräche. 

Wegen s5p = $P gehört die Sub.stitution s zur Zcrlegungsgrnppe. 
Wir setzen s = z. Die wiederholte Anwendung der Substitution z auf die 
Congruenz zP^P^ nach ^ liefert die weiteren Congruenzen z'P^P^', 
z'P^P^', . . ., z^P^P^ ^P nach Sp. Infolge der letzten Con­
gruenz ist z-'^ eine Substitution der Trägheitsgruppe. Denn jede beliebige 
ganze Zahl Q des Körpers K kann in der Gestalt ß = P^-j-II oder = II 
dargestellt werden, wo a eine ganze rationale Zahl und J I eine durch 'ip 
teilbare Zahl des Körpers bedeutet. Wegen z-̂ 5P = ^ folgt daraus in 
der That / ß = ß nach «p. 

Die Congruenz zP^P^ nach Sp lehrt, dass z-^tzP^P nach 
*P ist, wo t eine beliebige Substitution der Trägheitsgruppe g^ bedeutet. 
Setzen wir z' = z^ ' tz und verstehen unter Q eine beliebige ganze Zahl 
des Körpers K, so folgt wenn ii der Congruenz Q ^: P" nach -ß genügt, 
2 ß = (zP)" ^P'^^Si nach Sp, und desgleichen, wenn ii^O nach ^ 
ist, d. h. z ' ^ g - i ^ z gehört der Trägheitsgruppe an. 

Es sei nun P(P) diejenige ganzzahlige Function / t e n Grades von 
P, welche ^ 0 nach Sp ist; nach Satz 27 hat die Congruenz P(x) ^ 0 
nach sp die Wurzeln P, P^, . . ., P^ , und nach Satz 26 besitzt sie 
keine anderen Congruenzwurzeln. 

Ist nun z* eine beliebige Substitution der Zerlcgungsgruppe, so folgt 
aus der Congruenz P(P) ^ 0 nach Sp notwendig i '(c*P) ^ 0. und daher 

i 

muss z*P^ P'^ nach Sp sein, wo i einen der /' Werte 0, 1, . . ., f—1 
hat. Da andererseits P^ ^zP ist, so wird z^'z*P^P nach 'p, und 
mithin ist z~'z* eine Substitution t der Trägheitsgruppe, d, h. z* = z't. 
In dieser letzteren Gestalt sind also sämtliche Substitutionen ; , z', z". . .. 
der Zerlegungsgruppe darstellbar, und da auch umgekehrt z't für / ^ O , 
1, . . .,f—1 lauter von einander verschiedene Substitutionen darstellt, so 
ist der letzte Teil des Satzes 69 bewiesen. Endlich erhellt jetzt auch die 
Invarianz der IViigbeitsgruppo ans der oben bewiesenen Thatsache, dass 
z~^ l,z stets zu dieser Gruppe gehört. 

Zugleich ergiebt sich r, ^fr^. 
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§40 . 
Ein Satz über den Zerlegungskörper. 

Die wichtigste Eigenschaft des Zerlegungskörpers findet in folgendem 
Satze ihren Ausdruck: 

Satz 70. Das Ideal p = p* '̂ liegt im Zerlegungskörper k^ und ist 
in diesem ein Primideal ersten Grades. Im Zerlegungskörper k wird 
p ^ p a, wo a ein zu p primes Ideal ist. 

Beweis. Die Relativnorm des Primideals Sp in Bezug auf den Körper 
X;. ist Nj. (SP) = Sp'=. Um nun die niedrigste in k liegende Potenz des 

Primideals -Sp zu ermitteln, denken wir uns den grössten gemeinsamen 
Teiler aller derjenigen ganzen Zahlen des Körpers k bestimmt,, welche 
durch ip teilbar sind. Dieser Teiler ist notwendig im Körper k_ ein Prim­
ideal |), und, da Sp'̂ ^ iu k^ liegt, so ist p jedenfalls eine Potenz von SP; 
wir setzen |) = SP". Zur Bestimmung des Exponenten u dient die fol­
gende Betrachtung. SoU eine durch Sp nicht teilbare Zahl A des Körpers K 
der Congruenz A ^ zA nach Sp genügen, und ist etwa A ^ P' nach 
sp, so muss notwendig i^^pi nach pJ^-—1 und folglich i eine durch 
l- |-p-j-^2_j \-p-f~''- teilbare Zahl sein, d. h. es giebt nur p—1 

einander nach Sp incongruente Zahlen von der gewünschten Beschaffen­
heit, und es wird daher A^a nach Sp, wo a eine ganze rationale Zahl 
bedeutet. Aus dieser Betrachtung folgt insbesondere, dass jede Zahl a 
des Körpers k einer rationalen Zahl a nach Sp und mithin auch nach 
p congruent ist, d. h. ;p ist im Körper k. ein Primideal ersten Grades, 
und die Norm n(|)) im Körper k ist folglich gleich p. Andererseits ist 
die Norm von p im Körper Ä" durch die Formel 7V̂ (p) = [m(|))]''^ gegeben, 
und wegen :p = Sp" und iV(SP) =p^ folgt somit p^^=p\ d.h. u = r^. 

Aus der Definition der Zerlegungsgruppe ergiebt sich N(j^) = Sp'̂ ^X, 
wo 31 ein zu Sp primes Ideal bedeutet. Setzen wir jj = ;pa, so wird 
7 V ( S p ) ^ p / : = p / a ^ ' und folgUch a-^^% womit auch der letzte Teil 
des Satzes 70 bewiesen ist. 

§ 4 1 . 
Der Verzweigungskörper eines Primideals Sß. 

Um den Bau der Trägheitsgruppe näher zu erforschen, bezeichnen 
wir jetzt mit A eine feste durch Sp, aber nicht durch Sp̂  teilbare Zahl 
des Körpers K und ermitteln für alle Substitutionen t, t', t", . . . der 
Trägheitsgruppe die Congruenzen 
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er). 

wo (,., a', a", ... Zahlen aus der l.'eihe 0, 1, 2, . . . , p ^ — 2 be­
deuten. Diejenigen unter den Subslitutionwi t, i', l", . . ., für welche 
die betreffenden Exponenten a, a', a", . . . den Wert 0 haben, mögen 
mit V, v', v", . . . bezeichnet werden; ihre Anzahl sei r^; sie bilden, wie 
leicht ersichtlich, eine invariante Untergruppe der Trägheitsgruppe. Diese 
Untergruppe rjen Grades werde die Verzweigungsgruppe des 
Primideals SP genannt und mit g^ bezeichnet. Der zu g^ gehörige 
Körper k^ heisse der Yerz'weigungskörper des Primideals sp. Das 
Verhältniss der Verzweigungsgruppe zur Trägbeitsgruppe wird genauer 
durch folgenden Satz charakterisirt: 

-Safe 71. Die Verzweigungsgruppe g^ ist eine invariante Unter­
gruppe der Trägheitsgruppe; der Grad r^ derselben ist eine Potenz von 
p, etwa r ^ p ' - Man erhält alle Substitutionen der Trägheitsgruppe 
und jede nur einmal, indem man die Substitutionen der Verzweigungs-

r 

gruppe mit 1, t, t?, . . . , i^^ multiplicirt, wo h^-[ und t eine ge­
eignet gewählte Substitution der Trägheitsgruppe ist. Die Zahl h ist ein 
Teiler von p — 1 . 

Beweis. Es sei Sp" eine so hohe Potenz von p , dass für jede 
von 1 verscliiedene Substitution v der Verzweigungsgruppe die Incon-
gruenz VAE\E A nach Sp" gilt. Setzen wir nun r . 4 ^ A-\-BÄ' nach "p". 
wo B eine ganze Zahl in K bedeutet, so folgt leicht r''A^ A nach '1.-' 
und hieraus in entsprechender Weise -if A ^ A nach ip' u. s. w., endlich 
v^ A^ A nach Sp". Demnach ist v'' == 1, d. h. der Grad r_ 

der Verzweigungsgrnppe ist gleich einer Potenz von p ; wir setzen ;• = /i'. 

I's sei inin a der kleinste von 0 verschiedene unter den Ex­
ponenten a, a', «", . . ., und es gebe im ganzen /; verschiedene 
Zahlen unter diesen Exponenten. Dann sind diese Zahlen notwendig 
Vi(!lfache von a und stimmen mit den Zahlen 0, «, 'la. . . ., (h—l)o 
übercin; es ist ferner ha = p'—1. Zugleich erkennen wir, dass alle 
Substitutionen der Trägbeitsgruppe in die Gestall f'T geliracht werden 
könnon, wo / die Werl he (K 1, . . ., /(— 1 annimmt und v alle Sub­
stitutionen iler Verzwoiginigsgrnpjie g durchläuft. Es ist folglieh 
r, = hr. 



§•42, Capitel X. Die Primideale des Galois'schen Körpers etc. 255 

§42 . 
Ein Satz über den Trägheitskörper. 

Ueber das \'erhalten der Ideale Sp und p im Körper k^ giebt der 
folgende Satz Aufschluss: 

Satz 72. Jede Zahl des Körpers K ist nach Sp einer Zahl des 
Trägheitskörpers congruent. Der Trägheitskörper bewirkt keine Zeriegung 
des Ideals p, sondern nur eine Graderhöhung desselben, insofern p beim 
Uebergang vom Körper k_ in den oberen Körper k aus einem Prim­
ideal ersten Grades sich in ein Primideal / ten Grades verwandelt. 

Beweis. Wir setzen 

n = \vP.v'P.v"P...f^^'~^\ 

X = j-(n-i-t7T+-i^7T-\ h f ' ^ V ) ; 

unter P wieder eine Primitivzahl nach Sp und unter i die Substitution 
aus Satz 71 verstanden; die Zahl n liegt im Körper k und die Zahl x 
im Körper k^. Um letzteres zu beweisen, bedenke man, dass die Zahl x 
bei Anwendung der Substitution t ungeändert bleibt, weil t'' zu g gehört, 
und dass die Zahlen n, tn, t,,TC, . . ., t''"^n bei Anwendung einer Sub­
stitution aus g ungeändert bleiben. Diese Zahlen n und x sind, wie 
man leicht einsieht, beide nach dem Primideal Sp der Primitivzahl P con­
gruent. Da es folglich im Körper k genau p nach Sp incongruente Zahlen 
giebt, so ist notwendigerweise |) i ^ *p'' im Körper k unzerlegbar und 
wird in demselben ein Primideal / ten Grades. 

§43 . 
Sätze über die Verzweigungsgruppe und den Verzweigungskörper. 

Es ist nun leicht, die charakteristische Eigenschaft der Verzweigungs­
grnppe zu erkennen; dieselbe ist folgende: 

Satz 73. Zur Verzweigungsgruppe g^ gehören alle und nur solche 
Substitutionen s, bei deren Anwendung für sämtliche ganze Zahlen ß des 
Körpers K die Congruenz s ß ^ ß nach Sp̂  besteht. 

Beweis. Es sei die beliebige Zahl £i in K der Zahl co des Träg­
heitskörpers nach sp congruent, und dementsprechend werde ß — OJ ̂  BA 
nach SP̂  gesetzt, wo A die Bedeutung wie in § 41 hat und B eine ge­
eignete ganze Zahl in /fist . Durch die Anwendung einer Substitution v des 
Verzweigungskörpers ergiebt sich « ß — l a ^ v(BA) ^ BA^ Si — w, 
d.'b.vSl = S2 nach Spi 
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Zugleich erkennen wir leicht den folgenden weiteren Satz über den 
Verzweigungskörper: 

»Safe 74. Das Ideal p = Sp"̂ " liegt im Verzweigungskörper und ist 
in demselben ein Piimideal /ten Grades: es findet somit im Verzweigungs-
köi-per die Spaltung des Ideals p = p ' in h gleiche Primfactoren statt. 

§44 . 
Die überstrichenen Verzweigungskörper eines Primideals ^ . 

Unsere nächste Aufgabe besteht darin, weiter die Spaltung des 
Ideals p in gleiche Factoren zu verfolgen. Zu dem Zweck nehmen wir 
an, es sei L der höchste Exponent von der Art, dass für eine jede 
Substitution v der Verzweigungsgruppe die sämtlichen ganzen Zahlen des 
Körpers ÜT der Congruenz • ü ß ^ ß nach Sp' genügen, und bestimmen 
dann alle Substitutionen s der Verzweigungsgruppe, für welche s ß ^ il 
nach sp "̂  wird; dieselben bilden eine Untergruppe g.. der Verzweigungs­
grnppe, die wir die einmal überstrichene Verzweigungsgruppe 
des Primideals Sp nennen. Der zu g gehörige Körper X;- heisse 
der einmal überstrichene Verzweigungskörper des Prim­
ideals. Die wichtigsten Eigenschaften dieses Körpers sind folgende: 

»Safe 75. Die einmal überstrichene Verzweigungsgruppe g, ist eine 
invariante Untergruppe der Verzweigungsgrnppe g Der Grad von g. 
sei r^=pK Man erhält alle Substitutionen der Verzweigungsgrnppe q 
und jede nur einmal, indem man die Substitutionen der einmal über­
strichenen Verzweigungsgruppe g. mit gewissen pi- Substitutionen ?-,, r , 

der Verzweigungsgruppe g^. multiplicirt; dabei haben diese p' Substitu­

tionen die Besonderheit, dass für irgend zwei derselben r. und i\, stets 

eine Relation von der Gestalt v.v., = v.^o.v besteht, wo v eine Substi­

tution in g, ist. Das Ideal p_ = 'pV'-' ist Primideal in X- : es findet so­

mit in k^ die Spaltung dos Ideals p, = p);'' in /)•' gleiche Primfactoren 

statt; dabei ist der l'lxjionent e eine Zahl, die den Gr.id / d e s Primideals -p 

nicht überschreitet. 

Beweis. Hs sei A eine durch 4-̂ , :iber nicht durch Sp̂  teilbare 

ganze Zaiil des Kör])crs A'; wir bestimmen dann ein System von Substi­

tutionen «ij . . . . , ĉ . der Verzweigungsgrnppe von der .Art, dass, wenn 

gesetzt wird, di(̂  ganzen Zahlen Zip . . . . Ii siinitlieh einander nach 
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Sp incongruent sind und auch keine Substitution von g^ zu diesem 
Systeme v^, .. .,v hinzugefügt werden kann, ohne der letzteren Forderung 
zu widersprechen. Wählen wir dann eine beliebige Substitution v* der 
Verzweigungsgi-uppe g^ und setzen «* ̂  = A-\-BA^ nach Sp^"'"\ so 
muss B einer der Zahlen B^, . . ., B . nach Sp congruent sein; ist 
etwa B^B. nach Sp, so folgt v7\*A = 0 nach Sp^"^\ Aus Satz 72 
folgt, dass jede ganze Zahl Si in .£" einem Ausdrucke a,-i-ß,A~\ \-X^A'^' 

nach sp congruent ist, wo a , ß , . . ., X^ ganze Zahlen des Trägheits­
körpers sind, und hieraus ergiebt sich für ii die Congruenz vT v*Si^ ii 

nach sp , d. h. es ist v7^v* = v oder v*^v.v. Diese Gleichung 
beweist die im Satze 75 behauptete Structur der Gruppe ^_. 

Wir setzen r-=p' und e = l—l. 

Es ist nunmehr ersichtlich, in welcher Weise das eingeschlagene 
Verfahren fortzusetzen ist. Bedeutet L den höchsten Exponenten von 
der Art, dass für jede Substitution v die sämtlichen Zahlen des Körpers 
K der Congruenz vii ^ ii nach Sp genügen, so bestimmen wir alle 
die Substitutionen v, für welche beständig v i i ^ i i nach SP ~̂ ^ wird. 
Dieselben bilden eine invariante Untergruppe g, der Gruppe g.: die 
z>yeimal überstrichene Verzweigungsgruppe des Primideals 
SP; ihr Grad sei r^=p^; wir setzen e^l—l. Es •wird p^ = pf 
wo p . ein Primideal des zu g. gehörigen Körpers X. ist. 

So fortfahrend, gelangen wir zur dreimal überstrichenen Ver­
zweigungsgruppe gg u. s. w. Ist etwa die z-mal Überstrichene 
Verzweigungsgrnppe des Primideals Sp diejenige, welche ledighch 
aus der Substitution 1 besteht, so ist der i-mal Überstrichene Ver­
zweigungskörper des Primideals Sp der Körper K selbst und die 
Steuctur der Verzweigungsgruppe g ist dann genau bekannt. Es leuchtet 
ein, dass für das Primideal SP überstrichene Verzweigungskörper nur dann 
vorhanden sein können, wenn der Grad M des Körpers K durch jp teilbar ist. 

§45 . 
Kurze Zusammenfassung der Sätze über die Zeriegung einer rationalen Prim­

zahl p im Galois'schen Körper. 

Durch die in § 39—44 entwickelten Sätze erlangen wir einen voll­
ständigen Einblick in die bei der Zeriegung einer rationalen Primzahl p 
in einem Galois'schen Körper sich abspielenden Vorgänge: 

Es handle sich um einen bestimmten Primfactor SP von p, so wird p zu­
nächst im Zeriegungskörper von SP in der Form p=)^a zeriegt, wo p ein 

Jahresbericht der Deutschen Matliem.-Vereinigung. IV. 17 

' V , 
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Primideal ersten Grades und a ein durch p nicht teilbares Ideal des Zer­
legungskörpers ist. Der Zeriegungskörper von Sp ist als Unterkörper in dem 
Trägheitskörper von Sp entiialten, welcher seinerseits keine weitere Zerlegung 
von p bewirkt, sondern lediglich dieses Ideal p zu einem Primideal / t e n 
Grades erweitert. Ist der Körper K selbst der Zeriegungskörper oder der 
Trägheitskörper, so ist nach diesem ersten Schritte die Zeriegung bereits ab­
geschlossen. Im anderen Falle lässt sich p für K noch in gleiche Factoren 
spalten, und zwar wird p zunächst im Verzweigungskörper die Potenz eines 
Primideals p , wobei der Exponent in p^—1 aufgeht und folglich nicht 
durch p teilbar ist. Die Spaltung von p ist mit diesem zweiten Schritte 
notwendig dann und nur dann abgeschlossen, wenn p im Grade der Träg­
heitsgruppe nicht aufgeht und mithin der Körper K selbst der Verzweigungs­
körper ist. In den nun folgenden überstiichenen Verzweigungskörpem 
schreitet die Spaltung ohne Aussetzen fort, und zwar sind die bezüglichen 
Potenzexponenten Zahlen von der Gestalt p% p", . . ., wo keiner der Ex­
ponenten e, g, . . . den Grad / des Primideals Sp überschreitet. 

Die Uebersicht über die entwickelten Resultate wird durch die folgende 
Tabelle erleichtert, in deren Zeilen der Reihe nach die betreffenden Körper die 
Grade der zugehörigen Gruppen, die Grade der Körper, ihre Relativgrade in 
Bezug auf den nächst niederen Körper, dann die Primideale der Körper und 
ihre Darstellung als Potenzen von Sp sich angegeben finden. Der Körper K 
ist dabei als ein dreimal überstrichener Verzweigungskörper angenommen. 
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Capitel XI. 

Die Differenten und Discriminanten des Galois'schen Körpers 
und seiner Unterkörper. 

§ 4 6 . 
Die Differenten des Trägheitskörpers und der Verzweigungskörper. 

Eine reiche Quelle neuer Wahrheiten entspringt, wenn wir die so­
eben gewonnenen Resultate mit denjenigen des Capitels V in Zusammen­
hang bringen. So folgt unter Benutzung des Satzes 41 leicht ein Satz, 
welcher die wichtigste Eigenschaft des Trägheitskörpers aussagt; derselbe 
lautet: 

Satz 76. Die Differente des zum Primideal SP gehörigen Trägheits­
körpers ist nicht durch Sp teilbar. Der Trägheitskörper umfasst sämtliche 
in K enthaltenen Unterkörper, deren Differenten nicht durch Sp teilbar sind. 

Betreffs der Differenten der Verzweigungskörper gelten folgende Sätze: 
(Safe 77. Die Relativdifferente des Verzweigungskörpers in Bezug 

auf den Trägheitskörper ist durch p'*"'' ' ' = p''"^ und durch keine hö­
here Potenz von Sp teilbar. 

Beweis. Wir bezeichnen mit a eine durch p = Sp"̂ ', aber nicht 

durch p^ teilbare ganze Zahl in k^ und mit A eine durch Sp, aber nicht 

durch SP̂  teilbare ganze Zahl in K. Setzen wir dann ——- ^ P<̂  nach 
A" 

sp, wo P eine Primitivzahl nach Sp bedeutet,' so wird a^P" 1" nach 

p sp. Nunmehr sei -t* eine beliebige, nicht zu g^ gehörige Substitution 

der Trägheitsgruppe, und es werde t"" A^P''"A nach Sp% wo d" eine der 

Zahlen a, 2«, . ., (Ä—l)a (vgl. § 41) bedeutet. Dann folgt 

ta = r^"""-!- = P"''^ a, (p̂ SP). 

Da r^ eine Potenz von p ist, so wird P"*''" EJS 1 nach Sp, und folglich 

kann"«—i*ß nicht durch p̂ SP teilbar sein und ist mithin genau durch 

p = sp''" teilbar. Bedeutet ferner co eine beliebige Zahl in \ , so ist 

dieselbe nach Satz 72 notwendig einer Zahl cô  des Trägheitskörpers nach 

sp congruent, und hieraus folgt m — fm^O nach p^. Auf diese Weise 

ergiebt sich, dass die in Rede stehende Relativdifferente genau durch 

spCA-iy^ ^ jpr^-r^ teilbar ist. 

In ähnlicher Weise folgt die Thatsache: 
17'-̂  
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Satz 78. Die Relativdifferente des einmal überstrichenen Ver­
zweigungskörpers k in Bezug auf den Vei-zwoigungskörper k^ enthält 

genau die Potenz Sp' ' '^ '"" '? '=p/ '^ ' '"~'^ Die Relativdifferente des zwei­
mal überstrichenen Verzweigungskörpers k^ in Bezug auf k^ enthält 

genau die Potenz sp''''*"''•*' = ^f^i'" '^ „. s. w. 

§ 4 7 . 
Die Teiler der Discriminante des Galois'schen Körpers. 

-Safe 79. Der Exponent der Potenz, zu welcher die rationale Prim­
zahl p in der Discriminante D des Körpers K als Factor vorkommt, ist 

Beweis. Der Satz 41 lehrt in Verbindung mit den oben aus­
gesprochenen Sätzen 76, 77 und 78, dass die Differente D des Körpers 
iTdas Primideal Sp genau in der r^-—r^-\-L{r^—r_)+L(r_ — r.)+^^^ten 
Potenz enthält. Hieraus folgt nach Satz 68 die Richtigkeit der Be­
hauptung. 

Im Falle, dass keine überstrichenen Verzweigungskörper vorhanden 
sind, kommt bereits das Glied mit L nicht mehr in Frage, und es folgt 
dann, dass der Exponent der in D aufgehenden Potenz von p den 
Werth m^(^r^—1) besitzt. Nach dem Obigen tritt dieser Fall sicher 
dann ein, wenn der Grad M zu p prim ist. Man vergleiche die Bemer­
kungen am Schluss des § 12. 

Satz 80. Der Exponent der in der Discriminante D aufgehenden 
Potenz von der rationalen Primzahl p überschreitet nicht eine gewisse 
Grenze, die nur vom Grade M des Galois'schen Körpers K abhängt. 

Be-sveis. Alle Exponenten L, L. . . . für ein Primideal Sp liegen 
unter einer durch Af allein bestimmten Grenze. Um für L eine 
solche Grenze aufzufinden, bezeichnen wir mit co eine durch p_, aber 
nicht durch p teilbare ganze Zahl in X'_ und wählen ein System von p' 

Substitutionen v^, v^, ..., Vi der Verzweigungsgruppe aus, welche 
durch Zusammensetzung mit g^ diese Grupiie g^ erzeugen. Die Zahl 

(/. = v,(i)-\-v,,(i)-\ l-v?co bleibt dann bei allen Substitutionen ei un-
geändert und gehört daher dem Körper k^^ an. Andererseits ist co ̂  cco 

nach sp'' und folglich a ^ p ' c i ) nach 'p ' Wäre nun /. >-pr^-f-»-, so 
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müsste a ^ 0 nach p^p-, aber =|E 0 nach p*p,-Sp sein. Setzen wir daher 
p = pa, wo a ein zu p primes Ideal des Zerlegungskörpers bedeutet, 
und bezeichnen mit y eine durch a teilbare und zu p prime Zahl des 

cty 
Zerlegungskörpers, so ist ß = —— eine ganze Zahl in k ; dieselbe wäre 

p' 
durch p_, aber nicht durch p_ Sp teilbar, und mithin wäre p_ im Wider­
spruch mit Satz 75 ein Ideal des Körpers X;. Da man in ähnlicher 
Weise auch für die übrigen Exponenten L, . . . eine obere Grenze findet, 
so kann hiernach auch der in Satz 79 angegebene Exponent der in der 
Discriminante D aufgehenden Potenz von p eine gewisse, nur vom 
Grade M des Körpers K abhängige Grenze nicht überschreiten. 

Der Satz 80 ist besonders deshalb von Wichtigkeit, weil er die 
Möglichkeiten, die sich hinsichtlich der m jlf aufgehenden Primzahlen p 
bieten, von vornherein auf eine endl iche Anzahl einschränkt. Rechnen 
wir alle diejenigen Körper vom Grade M, bei welchen die Zerlegung 
der in M aufgehenden Primzahlen für alle obigen Anzahlen die nämlichen 
Werte liefert, zu einem Typus, so folgt, dass es für einen gegebenen 
Grad Jkf nur eine endl iche Anzahl von möglichen Körpertypen giebt. 

Als Beispiel für den Satz 80 diene der (im dritten Teil ausführlich 
behandelte) quadratische Körper, in dessen Discriminante die ungeraden 
Primzahlen höchstens einfach und die Primzahl 2 höchstens zur dritten 
Potenz aufgeht (vgl. § 59 Satz 95). 

Capitel XII. 

Die Beziehungen der arithmetischen zu algebraischen 
Eigenschaften des Galois'schen Körpers. 

§ 4 8 . 
Der relativ-Galois'sche, der relativ-Abel'sche und der relativ-cykhsohe Körper. 

Ist die Gruppe G der Substitutionen s^, . . ., ŝ ^ eines Galois'schen 
Körpers . ^ eine Abel'sche Gruppe, d. h. sind die Substitutionen s^, .. ., Sj^ 
unter einander vertauschbar, so heisst der Galois'sche Körper K ein 
Abel'scher Körper. Ist jene Substitutionsgruppe G insbesondere eine 
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cyklische, d. h. sind die M Substitutionen s^, . . ., ŝ ^ sämtlich als Po­
tenzen einer einzigen unter ihnen darstellbar, so heisst der Abel'sche 
Körper K ein cyklischer Körper. 

Wenn wir die nämliche Betrachtung, welche in § 28 für die Idealklassen 
angestellt worden ist, auf die Substitutionen der Gruppe eines Abel'­
schen Körpers anwenden, so ergiebt sich der Satz, dass jeder Abel'sche 
Körper aus cyklischen Körpern zusammengesetzt werden kann. Die 
cyklischen Körper ihrerseits lassen sich ferner stets aus solchen be­
sonderen cyklischen Körpern zusammensetzen, deren Grade Primzahlen 
oder Primzahlpotenzen sind. 

Die in Rede stehenden Begriffe lassen folgende Verallgemeine­

rung zu: 
Es sei 0 die Wurzel einer Gleichung ^ten Grades: 

0 ' - l - « j0 '~* - | t-tt; = 0, 

deren Coefficienten a^, . ., «̂  Zahlen eines Körpers /• vom /«ten Grade 
sind. Diese Gleichung ^ten Grades sei überdies im Rationalitätsbereiche 
k irreducibel und von der besonderen Eigenschaft, dass alle übrigen 
l—1 Wurzeln ©', . . ., 0 derselben sich als ganze rationale Func­

tionen der Wurzel 0 darstellen lassen, wobei die Coefficienten dieser 
Functionen Zahlen des Körpers k sind. Unter dieser Voraussetzung 
heisst der aus 0 und den Zahlen von k gebildete Zahlkörper K vom 
M-=lmten Grade ein relativ-Galois'scher Körper in Bezug 
auf X-. Der Grad Z jener Gleichung ist der Relativgrad von K. Wird etwa 

0 = S^0, 0'=S.^0, . . ., 0^'-'^=Sß 

gesetzt, so heisst die Gruppe der Substitutionen S^, . . ., S die Relativ-
gruppe; ist diese Gruppe eine AbeFsche, so heisst der Körper A' ein 
relativ-Abel'scher Körper in Bezug auf k. Ist die Relativgruppe 
cyklisch, so heisst der Körper K relativ-Cyklisch in Bezug auf k. 

§ -19-
Die algebraisclien Bigeiischal'leii dos 'l'riigheitskörpeis und der Ver/,woigungs-
körjuT. Die Darstellung der Zahlen des Gabiis'sehon Körpers durch Wurzeln 

im Boreieho des Zerlegungsköriiers. 

Mit lienutzung der oben definirten Begriffe lassen sich in sehr einfacher 
Weise einige wichtige algebraisehe l'',igenseliaften des Zeriegungs- und 
des Trägheitskörpers, sowie der Verzweigungskörper aussprechen, welche 
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eine unmittelbare Folge der oben bewiesenen Eigenschaften ihrer Gruppen 
sind. Es ergeben sich folgende Thatsachen: 

Satz 81. Der Trägheitskörper X'. ist relativ cyklisch vom. Relativ­
grade / in Bezug auf den Zerlegungskörper X;.. Der Verzweigungs­
körper k^ ist relativ cyklisch vom Relativgrade h in Bezug auf den 
Trägheitskörper k^. Der einmal überstrichene Verzweigungskörper k-
ist ein relativ Abel'scher vom Relativgrade p" in Bezug auf den Verzwei­
gungskörper k^; der Körper X'. ist ein relativ Abel'scher vom Relativ­
grade p" in Bezug auf X;. u. s. f. Die Abel'schen Relativgruppen der 
Körper k.,k^, . . enthalten lediglich Substitutionen vom pten Grade. 

Nach diesem Satze 81 geschieht also die Spaltung in gleiche 
Factoren stets mittelst einer Kette Abel'scher Gleichungen, und dieses 
Resultat drückt eine neue überraschende Eigenschaft des Zerlegungs­
körpers aus: 

Satz 82. Der Zerlegungskörper eines jeden Primideals in K 
bestimmt einen Rationalitätsbereich, in wekhem die Zahlen des ur­
sprünglichen Galois'schen Körpers K lediglich durch Wurzelaus­
drücke darstellbar sind. 

Dieser Satz 82 rückt zugleich die Bedeutung der Theorie der durch 
Wurzelziehen lösbaren Gleichungen in helles Licht; denn er zeigt, dass 
bei dem Process der Zerlegung der Zahlen in Primideale die wichtigsten 
und schwderigsten Vorgänge sich gerade in solchen Relativkörpern ab­
spielen, deren Zahlen in einem gewissen Rationalitätsbereiche durch 
Wnrzelausdrücke darstellbar sind. 

§ 5 0 . 
Die Dichtigkeit der Primideale ersten Grades und der Zusammenhang dieser 

Dichtigkeit mit den algebraischen Eigenschaften eines Zahlkörpers. 

Es ist eine merkwürdige Thatsache, dass die Häufigkeit gewisser 
Primideale ersten Grades in einem Zahlkörper Schlüsse auf die algebraische 
Natur desselben zulässt. [Kronecker^*'.^ 

Es sei k ein beliebiger Zahlkörper mten Grades, und es bedeute 
allgemein p. eine rationale Primzahl, in der genau i von einander ver­
schiedene Primideale ersten Grades aufgehen. Wenn dann der Limes 

1 
^ ^ 
(.VI) P^ 

L 
s=l log (.^)l 
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existirt, wo die im Zähler stehende Summe über alle Primzahlen p^ zu 
erstrecken ist, so sagen wir: die Primzahlen von der Art p. besitzen 
eine Dichtigkeit; hat jener Limes den Wert A., so heisse A. die Dichtig­
kei t der Primzahlen von der Art p^. Kronecker macht bei seinen 
Untersuchungen die unausgesprochene 'Annahme, dass die Primzahlen 
von sämthchcn m Arten p^, . . ., p^^^ Dichtigkeiten besitzen. Ob diese 
Annahme zutrifft, ist bisher nicht entschieden worden. Dagegen gelingt 
der Nachweis des folgenden Satzes: 

Satz 83. Wenn in einem beliebigen Körper mten Grades von den 
Primzahlen der m Arten p^, . . ., p^^ irgend w, — I Arten Dichtigkeiten 
besitzen, so besitzt auch die übrigbleibende Art eine Dichtigkeit, und die 
m Dichtigkeiten A,, . . . , A erfüllen die Relation: 

A, + 2A,+-+mA^^ = 1. 

Beweis. Wenn man die zweite der drei in § 27 angegebenen Dar­
stellungen der Functionen ^(s) benutzt und den Logarithmus bildet, so er­
giebt sich 

^ogm = 2:-^-hS, 
(V) n(py 

wo die Summen über sämtiiche Primideale p des Körpers zu erstrecken 
sind. Bezeichnen wir nun die Primideale ersten Grades allgemein mit 
pj, so wird offenbar 

(19.) Z - ^ = ^^ V + ^ -^4- . . .+ ^ ^ . 
(».) «(P,) M p\ fe) pl (p„.) PI 

wo links über alle Primideale p^ und rechts bezuglich über alle rationalen 
Primzahlen p^, p,,, . .., p^^ zu summiren ist. 

Wir berücksichtigen anderci-soits, dass für alle Primideale p von 
höherem als dem ersten Grade « ( p ) ^ p = ist, und dass eine beliebige 
Primzahl p höchstens m Primideale enthält; dadurch ergiebt sich: 

1 1 1 1 
2: r —2 ^ ' » , . 2: ~ < m V i 

wo die lelzlie Snniuio über alle ganzen rationalen Zahlen Ä > 1 zu er-
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strecken ist. Desgleichen findet man: 

HA) A W A 1 (h) h{h—l) m. 

Aus diesen Ungleichungen folgt, dass log J ( s ) — 2 ^ — sich für s = 1 

einer endlichen Grenze nähert. Nach Satz 56 hat auch der Ausdruck 

logt(s)—log — für s == 1 einen endlichen Grenzwert, und daher 

gilt das Nämliche auch von dem Ausdruck 

_ 1 , 1 
l o g - T ' 

d. h. es ist 

j^ fr',) ^(ft)' ^ 1 
s=l , 1 

woraus unter Benutzung der Formel (19.) die Behauptung folgt. 
Für einen Galois'schen Körper K vom Mten Grade ist A^ = 0, 

z/., = 0, . . , z/^_j = 0, und daher folgt aus Satz 83: 

»Safe 84. In einem Galois'schen Körper Mten Grades besitzen die in 
lauter Primideale ersten Grades zerfallenden Primzahlen p,^ eine Dichtig-

1 
'M' 

Ist k ein beliebiger Körper und Ä^ derjenige Galois'sche Körper Mten 
Grades, welcher aus k und den zu k conjugirten Körpern k', . . ., k ~~ 
zusammengesetzt ist, so stimmen, wie man leicht erkennt, die Prim­
zahlen p^^ in k mit den Primzahlen p^ in K überein, und daher be­
sitzen die Primzahlen p in X; eine Dichtigkeit, und diese ist gleich 

—-, d. h. gleich dem reciproken Wert des Grades M seiner Galois'-
M ^ ^ 

keit, und diese Dichtigkeit ist Aj^ 

sehen Resolvente. [Kronecker^'''.] 
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Capitel XIII. 

Die Zusammensetzung der Zahlkörper. 
§ 5 1 . 

Der aus einem Körper und dessen conjugirten Körpern zusammengesetzte 
Galois'sche Körper. 

Satz »5. Wird aus den beiden Körpern /;, und k., ein Körper K 
zusammengesetzt, so enthält die Discriminante des zusammengesetzten 
Körpers K alle und nur chejenigen rationalen Primzahlen als Factoren, 
welche in der Discriminante von /•, oder in derjenigen von k., oder in 
beiden aufgehen. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich aus Satz 39. Eine unmittel­
bare Folge des Satzes 85 ist die weitere Thatsache: 

Satz 86. Wenn man aus dem Körper X; vom mten Grade und 
den sämtUohen zu ihm conjugirten Körpern k', . . ., k einen Galois'­
schen Körper K zusammensetzt, so enthält die Discriminante dieses 
Körpers K alle und nur diejenigen rationalen Primzahlen, welche in der 
Discriminante des Körpers k aufgehen. 

§ 5 2 . 
Die Zusammensetzung zweier Körper, deren Discriminanten zu einander 

prim sind. 

Ein besonderes Interesse beansprucht der Fall, dass die Discrimi­
nante der zusammenzusetzenden Körper zu einander prim sind. Der 
wichtigste und fruchtbarste Satz über diesen Fall ist der folgende: 

•Safe 87. Zwei Körper X, und k^ bezüglich von den Graden 7«, 
und m^, deren Discriminanten zu einander prim sind, ergeben durch 
Zusammensetzung stets einen Körper vom Grade m^ni.,. 

Beweis. Der aus X:, und den sämtlichen zu X-, conjugirten Körpern 
zusammengesetzte Galois'sche Körper werde mit K^ bezeichnet; die Dis­
criminante von A'i ist nr.ch Satz 86 prim zu der Discriminante von X',j. 
Es sei 3 ehie den Körper X), bestimmende Zahl: dieselbe genügt einer 
irreduoiblon Gleichung m.ten Grades mit ganzen rationalen Coeffieionteu. 

Wäre nun der aus X', und /•, zusammengesetzte Körper von niederem 
als dem (TOj7/(„)ten Grado, so inüsslc diese Gleichung im Raüoualitäts-
bereich /• reduoibol werden, d. h. die Zahl ,'/ würde dann einer Glei-
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chung von der Gestalt 

3''+a^3'"'-\ h a . = 0 

genügen, deren Grad r <Cm^ ist, und deren Coefficienten a^, . . . , o;̂ . 
Zahlen in X'., sind. Der aus diesen Coefficienten «,, . . ., a zusammen-

j V ^ r 

gesetzte Zahlkörper werde X; genannt. Da a, ..., a. sich durch 
die )• Wurzeln der obigen Gleichung rational ausdrücken lassen, so ist 
X' ein Unterkörper von K^, und da k auch zugleich ein Unterkörper 
von X'.j ist, so müsste die Discriminante von k nach Satz 39 sowohl in der 
Discriminante von i j als auch in derjenigen von k,^ als Factor enthalten 
sein; hieraus würde für die Discriminante dieses Körpers k der Wert 1 
folgen, und dieser Umstand widerspricht dem Satze 44. 

Wir heben noch folgende Thatsachen hervor, deren Richtigkeit nun­
mehr leicht erkannt wird: 

jSafe 88. Wenn X'j, X:̂  zwei Körper bezüglich von den Graden 
??ij, m^ und mit den zu einander primen Discriminanten d^, d^ sind, 
so ist die Discriminante des zusammengesetzten Körpers K gleich d"f'd"''. 
Die m^m.^ Zahlen einer Basis des Körpers K erhält man, wenn man 
jede der m, Basiszahlen des Körpers k^ mit jeder der m^ Basiszahlen 
des Körpers k^ multiplicirt. Ist p eine rationale Primzahl, welche 
in k^ die Zerlegung p = p^'... p'f und in k^ die Zerlegung p = q.^...C{^ 
erfährt, wo p , . . ., p^ und q̂ ,̂ . . ., q̂  von einander verschiedene Prim­
ideale bez. in den Körpern k^ und k^ bedeuten, so gilt in K die Zerlegung 
p^H^^j, wo das Product über i = l , ..., r und 1=1, - ., s 

i, t 

zu ersteecken ist und Sp̂ .̂  dasjenige Primideal in K bedeutet, welches als 
der grösste gemeinsame Teiler der beiden Ideale p. und q̂  definirt ist. 

Werden zwei Körper X;,, k,_ mit beliebigen Discriminanten zu Grunde 
gelegt, so ist die Beantwortung der entsprechenden Fragen nur unter be­
schränkenden Annahmen über die Natur der Körper und der zu zerle­
genden Primzahlen einfach. [HenseV.] 

Die bisher in Capitel X—XIII dargelegten Resultate scheinen mir 
die wichtigsten Grundzüge einer Theorie der Ideale und Discriminanten 
des Galois'schen Körpers zu enthalten. Die befolgten Methoden gestatten 
noch nach mannigfachen Richtungen eine allgemeinere Ausführung; ins­
besondere gilt eine Reihe der in § 3 9 — 4 4 bewiesenen Sätze ohne we­
sentliche Aenderung für relativ Galois'sche Körper. [Dedekind^.] 
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Capitel XIV. 

Die Primideale ersten Grades und der Klassenbegriff. 
§ 5 3 . 

Die Erzeugung der Idealklassen durch Primideale ersten Grades. 

Es ist von hohem Interesse, dass die in Capitel X—XII entwickelten 
Principien auch über die Frage der Erzeugung und Natur der Idealklassen 
eines Zahlkörpers neues Licht verbreiten. In diesem und in dem fol­
genden Capitel werden die wichtigsten auf diese Frage bezüglichen all­
gemeinen Sätze dargelegt. Der erste Satz betrifft die Erzeugung der 
Idealklassen eines beliebigen Galois'schen Zahlkörpers durch Primideale 
ersten Grades und lautet: 

Satz 89. In jeder Idealklasse eines Galois'schen Körpers giebt es 
Ideale, deren Primfactoren sämtlich Ideale ersten Grades sind. 

Wir beweisen zunächst den folgenden Hülfssatz: 
Hülfssatz 12. Wenn K ein Galois'scher Körper vom J/ten Grade 

mit der Discriminante D ist, und Sp ein in DM! nicht aufgehendes Prim­
ideal von einem Grade / > 1 in diesem Körper bedeutet, so giebt es 
stets eine zu DM! prime ganze Zähl ii in K, welche durch Sp. aber 
nicht durch Sp' teilbar ist, und deren übrige Primfactoren sämtlich von 
niederem als dem / t en Grade sind. 

Beweis. Es sei P eine ganze Zahl des Körpers K von der Art, 
dass jede andere ganze Zahl ii einer ganzzahligen Function von P 
nach Sp' congruent wird. Nach Satz 29 existirt eine solche Zahl P stets. 
Wir bezeichnen ferner die zu Sp conjugirten und von Sp verschiedenen 
Primideale mit Sp', Sp", . . ., Sp̂ "'̂  und bestimmen dann eine ganze Zahl 
A in K, welche den Congruenzen 

A = p m 
A = 0, (sp'sp"...^4.«'")) 
A = 1, (M!) 

genügt. Ist z eine solche Substitution der zu '4> gehöiigen Zerlegungs­
gruppe, für welche zP^P'' nach "p wird, so sind offenbar d ie / '—1 
Differenzen A — zA, A — z^A, . . ., A — z''-^A zu 'P5 prim. Ist ferner 
s eine nicht zur Zorlegungsgrujipe gehörige Substitution, so wird ,s,-i durch 
sp teilbar, und folglich ist die DifForouz A—sA zu 'P* prim. Die Differente 
von A ist mithin zu Sp prim, und daher folgt nach der Bemerkung auf 
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S. 180, dass A eine den Körper K bestimmende Zahl darstellt. Mit 
Rücksicht auf Satz 31 ist Z der Trägheitskörper von SP, und daher ge­
nügt A einer Gleichung von der Gestalt: 

A-^-ha^A-'~'-\ ha,- = 0, 

wo ffj, . . ., a^. Zahlen im Zerlegungskörper k des Primideals Sp bedeuten. 

M 

Die übrigen Unterkörper des Körpers K vom nämlichen Grade —r- be­

zeichnen wir mit X;', X'", . .; es genügt A dann auch den Gleichungen 

A^+a[A-^'U ha; = 0, 

y + a ; ' y ^ ' - H ha;' = 0, 

wo a'j, . . ., a'y Zahlen in k', a'[, .. ., a'l Zahlen in k" u. s. f. sind. 
Nunmehr bestimme man / ganze rationale Zahlen a , . . ., a, so, dass 

«j = a j , . . ., a^^^a^, (SP) 

wird; dies ist möglich, weil nach Satz 70 das Ideal Sp in k vom ersten 
Grade ist. Sodann seien b^ . . ., h., solche / ganze rationale Zahlen, 
welche den Congruenzen 

Mlh^ = a^, . . . , M\b^= a^, (p) 

genügen, und für welche überdies keine der zum Index 1 gehörigen Ver­
bindungen 

ß^ = M!b—a^, ß'^ = M!b^-a[, . . . 

verschwindet. Wir setzen ferner 

B = A^+M.'ib^A^-'+b^A^-^-l hö , ) . 

Endlich bezeichnen wir die sämtlichen von p verschiedenen und in 
der Discriminante A von A oder in den Normen der Zahlen ^3 ,̂ ß[, . . . 
aufgehenden rationalen Primzahlen, soweit sie grösser als M sind, mit 
q , .. ., q . Ist q. eine beliebige unter diesen, so muss, da sie in IC 
höchstens M Primfactoren enthalten kann, mindestens eine der g'/>- M) 
Zahlen B, B-hl, B-+-2, . . ., B-\-q.— 1 zu q. prim sein; es sei etwa 
B-\-c. prim zu q,. Bestimmt man dann eine ganze rationale Zahl e, 
welche den l Congruenzen Mlpc^c. nach q. für i ^ l , 2, . . . , / 
genügt, so ist 

ii = B-i-Mlpc 

eine Zahl von der Eigenschaft, wie sie unser Hülfssat^ 12 verlangt. 
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In der That: wegen der Congruenz A ^ l nach M! ist die Zahl ii 
prim zu allen denjenigen rationalen Primzahlen, welche ^ M sind; und 
andererseits ist ii auf Grund der Bestimmungsweise der Zahl c prim zu 
allen denjenigen in A enthaltenen rationalen Primzahlen, welche grösser 
als M sind. Die Zahl ii ist daher prim zu den von p verschiedenen, 
in A aufgehenden rationalen Primzahlen. 

Ferner ist ii teilbar durch Sp, aber nicht durch SP', SP", . . . . Sp'"'̂ , 
da M!b^^a.E\=0 nach p wird. Die Zahl ii ist in der Ge.stalt 

ii = A-^-\-m^A^ 'H h m / ' 
darstellbar, wo m , . . ., m ganze rationale Zahlen bedeuten. Da J4 ^ P 
nach sp' ist und P keiner ganzzahligen Congruenz von niederem als dem 
(2/)ten Grade nach Sp̂  genügen kann, so folgt, dass ß nicht durch SP' 
teilbar ist. 

Wäre ferner ii durch ein Primideal Q vom Grade / ' > / ' teilbar, 
und seien 1, z', z'^, . . ., z'-^'~''' die f Substitutionen der Zerlegungssruppe 
von £}, durch welche diese aus der Trägheitsgruppe erzeugt wird, so 
müssten die f Congruenzen 

A^+m^ ^-^-^H \-mj. = 0, (£:) 

(z'AY+m^(z'A)-'''''-{ h m = 0, (£) 

bestehen; diese würden zur Folge haben, dass die Discriminante A der 
Zahl A durch Q teilbar ist, was nach dem Obigen nicht zutrift't. 

Es sei endlich iä durch ein Primideal £} vom Grade/ teilbar; dann 
müsste einer der Körper k, k', k"', . . . Zeriegungskörper von C sein; 
es sei dies etwa der Körper k'. Unter dieser Annahme setze man ii in 
die Gestalt 

ii = ii—(A^+a[A^-'-i hap = ß[A'"U h^;, 

wo ß'^, . . . , jS; Zahlen in k' bedeuten. Sind 1, z'. ;"- -'-'-» 
die / für Q zur Erzeugung seiner Zeriegungsgruppe aus seiner Trägbeits­
gruppe dienenden Substitutionen, so folgt 

ß'^A^-'-i hp'; = 0, (::) 

^ ; (= ' • i )^ ' - '+ HP'; - 0, (D) 

und diese ('ongruenzen würden zur Folge haben, dass entweder A oder 
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ß[ durch Q teilbar ist, womit die obigen Festsetzungen im Widerspruch 
stehen. 

Wenn wir berücksichtigen, dass in jeder Klasse ein Ideal gefunden 
werden kann, welches zu DM! prim ist, so folgt aus dem somit be­
wiesenen Hülfssatz 12, wie man leicht sieht, der Satz 89. Derselbe ist 
für den Fall des Kreiskörpers bereits von Kummer bewiesen worden. 
[Kummer''.] 

Capitel XV. 

Der relativ cyklische Körper vom Primzahlgrade. 
§54 . 

Die symbolische Potenz. Der Satz von den Zahlen mit der Relativnorm 1. 

Es soll jetzt über relativ Abel'sche Körper eine Reihe funda­
mentaler Sätze abgeleitet werden. Um dieselben leichter aussprechen 
und beweisen zu können, schicken wir einige Bezeichnungen und Fest­
setzungen voraus. 

Es sei K ein Zahlkörper vom Grade Im; derselbe sei relativ-cyklisch 
in Bezug auf den Körper k vom «iten Grade; der Relativgrad l sei eine 
Primzahl. Die Substitutionen der cyklischen Relativgruppe seien 1, S, 
S', . . ., S . Endlich definiren ^wir den Begriff der symbolischen 
Potenz einer Zahl A des Körpers K, wie folgt: wenn A eine beliebige 
ganze oder gebrochene Zahl in K ist und a, a^, . . ., a^_.^ irgend welche 
ganze rationale Zahlen bedeuten, so möge der Ausdruck 

A'^iSA)'"' {S^A)'^-... (S''^ A)"'--' 

zur Abkürzung mit 

Aa+a,S+a,S'-+-+ai_iS^-''- __ AF(S) 

bezeichnet werden, wo F(S) die auf der linken Seite im Exponenten 
von A stehende ganzzahlige Function von S bedeutet. Die symbolische 
F(S)te Potenz von A stellt hiernach stets wiederum eine ganze oder 
gebrochene Zahl des Körpers K dar. Diese symbolische Potenzirung kann 
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als Verallgemeinerung einer Bezeichnungsweise angesehen werden, welche 
Kronecker im Falle des Kreiskörpers eingeführt hat. [Kronecker'.] 

Wir beweisen nun der Reihe nach folgende Eigenschaften des 
relativ-cyklischen Körpers K: 

Satz 90. Jede ganze oder gebrochene Zahl A in K, deren Relativ­
norm in Bezug auf k gleich 1 ist, wird die symbolische (1-—S)te Potenz 
einer gewissen ganzen Zahl B des Körpers K. 

Beweis. Es sei x eine Veränderliche und 0 eine den Körper K 
bestimmende Zahl; dann setze man: 

und 

B = i+J[ '+^i+«H-^ '+«+^=+. . .4-4i+«-^^ '+" '+ '^ '^- -
X ' X ^ X * X ' X 

Berücksichtigt man, dass nach Voraussetzung A = 1 ist und 

folglich auch ^i+«+-+«'"^ ^ 1 ^ird, so ergiebt sich BI'^ = A^. Da 
B^ eine rationale Function von x ist, welche, wie leicht ersichtlich, nicht 
identisch für alle x verschwindet, so kann man eine ganze rationale Zahl 
x = a so wählen, dass B eine von 0 verschiedene Zahl in K wird. 

a 
B 

Die Zahl S* = ^ genügt dann der Gleichung A = B*^ . Setzen 
a - h © 

wir B* = -..-, wo B eine ganze algebraische Zahl in K und h eine 

ganze rationale Zahl bedeutet, so ist auch A = B^~^. 

§ 5 5 . 
Das System von relativen Grundeinheiten und der Nachweis ihrer Existenz. 

Ein zweiter wichtiger Satz über den Körper K betrifft eine Eigen­
schaft der Einheiten in K. Kommen unter den m conjugirten Körpern, 
welche durch k bestimmt sind, r, reelle Körper und r.^ Paare conjugirt 
imaginärer Körper vor, so ist nach Satz 17 die Zahl der Grundeinheiten iu 
/• gleich r = v , -hr .^—1: Wir definiren nun den Begriff eines Svstems 
von relativen Grundeinheiten des Körpers ,A: bezüglich X'.' Unter 
einem solchen System verstehen wir ein System von r-\-l Einheiton 

/ / , , . . . , / / . ^ , im Körper K von der lügenscliaft, dass eine Einheit 

von der Ge.stalt 1/,"'̂ *^ . . . /;"^+i ('''fH "nr dann die symbolisehe 

(1- iS)te Potenz (linier Einheit in A'werden kann, wenn die ganzen alge-
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braischen Zahlen i^,(0, . . . , J^,._^,(Ö säratiich durch 1—^ teilbar sind. 
Dabei bedeuten F^(S), . . ., i^,._, (S) ganzzahlige Functionen von S; 
[t] bedeutet eine beliebige Einheit des Körpers X; oder eine solche Ein­
heit des Körpers K, deren Ite Potenz eine Einheit in k ist; ^ endlich 
bedeutet eine von 1 verschiedene Ite Einheitswurzel. 

«Safe 91 . Wenn der Relativgrad / des relativ-cyklischen Körpers K 
iu Bezug auf den Körper k eine ungerade Primzahl ist, so existirt in IC 
stets ein System von r - h l relativen Grundeinheiten, wobei r für k die Be­
deutung wie in Satz 47 hat. 

Beweis. Wegen ? =J= 2 kommen unter den Im durch K bestimmten 
conjugirten Körpern h\ reelle Körper und /;-„ imaginäre Paare von Körpern 
vor. Es sei f,. ..., s ein System von r=^r^-{-r^-—1 Grundeinheiten des 
Körpers X. ifiau wähle unter den Einheiten in K eine solche Einheit E^ 
aus, dass E^, s^, . . ., E ein System von unabhängigen Einheiten bilden; 

S S'^2 

dann müssen auch die r-+-l—1 Einheiten E,, E,..... E, , s,, . . ., e 
l ' l ' ^ l ' l ' , r 

ein System unabhängiger Einheiten sein. 
Zum Beweise hierfür machen wir die gegenteilige Annahme und 

denken uns E. == s*, wo F(S) eine nicht identisch verschwindende 
ganzzahlige Function vom (l—2)ten Grade in S und e* eine Einheit des 
Körpers k bedeutet. Da die Function l - h Ä - h - — h S ~ irreducibel ist, 
(vergl. die Bemerkung am Schluss des § 91), so lassen sich zwei ganz­
zahlige Functionen G^, G,^ von S und eine von 0 verschiedene ganze 
rationale Zahl a derart bestimmen, dass 

FG,+(l+S-\ \-S'-')G, = a 
wird. Hieraus folgt unter Berücksichtigung von 

^i — ^ 

die Gleichung £ " = £***, welche unserer Annahme zuwider läuft; dabei 

bedeuten e'^* und £*** Einheiten in k. 
s s^—^ 

Nunmehr wähle man eine Einheit E^ so, dass E^, E^, E^, • • ., E^ ', 

£ , . . . , £ ein System unabhängiger Einheiten bilden, und beweise dann 

in ähnlicher Weise, wie vorher, dass auch die Einheiten E^, E^,..., E^ , 

E , E^, . . ., E^ , £j, . . ., ê  unabhängige Einheiten sind. So fort­

fahrend, gelangen wir zu r.^+r^ = r-{-l Einheiten E^, . . ., E^.^^ von 

der Beschaffenheit, dass die Einheiten 
E., E], . . ., Ef'\ £„ . . ., £, (.•=i,2,....'-+i) 

Jaliresberiobt der Deutschen Mathem.-Vereiuigung. IV. 1 8 
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ein System von unabhängigen Einheiten bilden. Die Zahl dieser Ein­

heiten beträgt 

ir-+-l){l—l)-hr = lr^-[-lr., — l. 

Es sei nun T eine so hohe Potenz von /, dass ein Ausdruck 

(20.) £;•••(«) . . £;>+i'*^[£], 

in welchem F^{S), . . ., -F.+1 ('S) beliebige ganzzahlige Functionen vom 
(/ —2)ten Grade in S bedeuten und [e] die auf S. 272 erklärte Bedeutung 
bat, nicht anders eine ^"te Potenz einer Einheit in K werden kann, 
als wenn alle Coefficienten der r-+-l Functionen F^(S), ..., F^_^_^(S) 

durch l teilbar sind. Dass es eine solche Potenz l'" stets geben muss, 
folgt, wenn man die h\-\-h\—l nach Satz 47 existireaden Grund­
einheiten des Körpers K zu Hülfe zieht. 

Wir berücksichtigen ferner die Identität 

(1—S)'= 1—S'+IG(S), 

in der G eine ganzzahlige Function bedeutet; da hiernach die (1—S) te 
symbolische Potenz einer Zahl in K zugleich auch eine Z^te wirkliche 
Potenz ist, so folgt, dass der Ausdruck (20.) nicht anders die (1—,S')'"te 
symbolische Potenz einer Einheit werden kann, als wenn die ganzen 
algebraischen Zahlen Fß), ..., F (Q sämtlich durch 1 — ^ teil­
bar sind. 

Es sei nun <?, die grösste ganze rationale Zahl >_ 0 von der Art, 
dass ein Ausdruck von der Gestalt (20.) eine (1 — Sy'te symbolische 
Potenz einer Einheit ist, ohne das sämtiiche Zahlen F^(^), . . . . F Q) 
durch 1 — J teilbar sind; wir nehmen an, es sei ein solcher Ausdruck: 

E^'''\..EXr^%] = H^''-'^\ 

wo Fj(S), ..., F^_^^(S) gewisse ganze rationale Functionen von .S 
sind und etwa F^(Q nicht durch 1—f teilbar sein möge; [e] hat die 
frühere Bedeutung, und fj , ist eine gewisse Einheit des Körpers K. 

Des weiteren nehmen wir an, es sei e., die grösste ganze Zahl ^ 0 
von der Hî schal'fenheit, dass ein entsprechend aus den Einheiten £.„ ..... 
^r+\ gebildeter Ausdruck existirt, der die (1-—^')'''te symbolische Potenz 
einer hliuheit in K wird; es sei etwa ein solcher Ausdruck: 

wo 7''j(iS), . . ., F^..^(S) wiederum gewisse ganze rationale Functionen 
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von S sind und etwa F^(Q nicht durch 1—^ teilbar sein möge; 
H., bedeutet eine Einheit m K So fortfahrend, gelangen wir zu 
r + 1 Einheiten H^, H.^, . . ., H^_^^; dieselben bilden ein System von 
relativen Grundeinheiten des Körpers K. 

Um dies zu zeigen, nehmen wir im Gegenteil an, es gäbe r - h l 
ganze rationale Functionen G^(S), . . . , G^_^_^(S) derart, dass 

H^Y^'K..H%+^^%] = Z'-' 

•wird, wo Z eine Einheit in K bedeutet; es sei ferner unter den Zahlen 
Grß), •••, G-^^ß) etwa Gß) die erste nicht durch 1—^teilbare 
Zahl: dann wäre offenbar auch der Teil 

TjCh(.S)TfG,i+l(S) (J,._^i(S)|- -, 
•'•^A ^-^h+l • ' • " r - H t-*-l 

des letzten Products die (1—S)te symbolische Potenz einer Einheit des 
Körpers K. Da aber in der Reihe der Zahlen e^, e„, ..., e keine folgende 
grösser ist als die vorhergehende, so stossen wir, wenn wir den letzten 
Ausdruck in die (1—Sy' ' te Potenz erheben und dann wieder die Ein­
heiten Ej^, . . ., i?. , j einführen, auf einen Widerspruch mit unseren Fest­
setzungen. 

Der eben bewiesene Satz 91 gilt, wie leicht ersichtlich, auch für 
Z = 2 , wenn in diesem Falle noch der Umstand hinzukommt, dass 
unter den durch Ä" bestimmten 2m einander conjugirten Körpern doppelt 
so viel reelle Körper als unter den durch k bestimmten m conjugirten 
Körpern vorhanden sind. 

§ 5 6 . 
Die Existenz einer Einheit in K, welche die Relativnorm 1 besitzt und doch 

nicht dem Quotienten zweier relativ-conjugirten Einheiten gleich wird. 

Satz 92. Falls der Relativgrad l des relativ-cyklischen Körpers 
K in Bezug auf den Körper k eine ungerade Primzahl ist, giebt es in 
K stets eine Einheit H, deren Relativnorm in Bezug auf k gleich 1 
ausfällt, und welche doch nicht die symbolische (1-—AS)te Potenz von 
einer Einheit des Körpers K ist. 

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass . der Körper k nicht 
die Zte Einheitswurzel £ enthält. Es seien rj^^, ..., rj^^^ irgend r - h l 
Einheiten in k; dann folgt, dass es stets r-^-l ganze rationale Zahlen 
a . . . ., a siebt, welche nicht sämüich durch / teilbar sind, und für 

V ' r+l ° ' 
18* 
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welche rf'' . . . rj"','''+^ = 1 wird. In der That, wären in einer Gleichung 

von der letzteren Gestalt die Exponenten a.^, ..., a^^^ sämüich durch 

l teilbar, so müsste rj^^ .. •/) ' eine /te Einheitswurzel und demnach 
infolge der Voraussetzung = 1 sein; hieraus ergiebt sich durch Wieder­
holung des Verfahrens das Gesagte. Nehmen wir nun r̂ ^ . . . . r;̂ ^^ 
gleich den Relativnormen von H j , . . . , H^+i^ '̂ vo Ti^, ..., H 

rH-l ein 
System von relativen Grundeinheiten in K sind, und setzen dann 

H=Hl'. . . try_+\ so folgt iV^(H) = Br'+'^+*'+-'*"^'"'= 1 und daher 

nach dem Satz 90: H=^A^~^; da H^, . • ., H^^^ relative Grund­

einheiten sind, so ist die Zahl .A keine Einheit. 
Um den Satz 92 allgemein zu beweisen, werde angenommen, 

dass k die primitive l'te Einheitswurzel 'Q', aber nicht die primitive 
l'"^ te Einheitswurzel enUiielte. Durch ein ähnliches Verfahren, wie 
das oben angewandte, wird erkannt, dass, wenn rj^, .... r,̂ ._̂ ,, irgend 
welche r-\-2 Einheiten in k sind, stets eine ganze rationale Zahl a und 
femer r + 2 ganze rationale, nicht sämtlich durch / teilbare Zahlen 
flj, . . . , « 2 von der Art gefunden werden können, dass 

'Jl • • • ' 2 r S = t 
ist. 

Andererseits bedenke man, dass die Relativnorm 

Nß) = C^'-^''^-+''-'=l 

wird und daher nach Satz 90 ^ eine (I—Ä)te symbolische Potenz werden 
muss. Gäbe es nun keine Einheit E in K, so dass L, = E^~^ ist. so 
wäre bereits L, eine Zahl von der gewünschten Beschaffenheit. Im anderen 
Falle folgt E'^"--^^ = 1, d. h. E' = SE\ und daher stellt E' eine Einheit 

i 

£ in k dar, während E selbst gewiss nicht in X: liegt. Wegen E^=]^ . 
ergiebt sich N^{E) = E' = e. Es sei / / , , . . ., If^^ ein System von 
relativen Grundehiheiten in K\ wir setzen nun: 

//, = i V , ( H , ) , . ., ^̂ ._̂ ^ = iV,(H,.^,), , ; , _ ^ ^ = A ; ( £ ) = £ ' . 

/ / -= H[' .. . //;.;-] ' E"'+'C'~" = Hl'... H'XV M, 

wo a, rr.|, . . ., a.^^^^ die voriihv bestiinraton Zahlen sind und [f] die 
/te Wurzel aus einer Einheit des Körpers X; bedeutet: dann wird A' {H)=l. 
Die Zahlen a.^, . . . , <«, ^̂  können nicht sämtlich durch / teilbar sein. 
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Denn aus 

(T]', . . . -/,.^\ E^'+H'-i = I 

würde dann 

folgen, wo b eine ganze rationale Zahl bedeutet. Da a „ bei unserer An-
r-\-.: 

nähme nicht auch durch / teilbar sein darf, so würde aus der letzten 
Gleichung folgen, dass E in k liegt, was nicht zutrifft. Die Einheit H 
erfüllt daher alle Bedingungen des Satzes 92. 

Die Sätze 90, 91 und 92 sind zum Teil und in anderer Form bereits 
von Kununer für den Fall bewiesen worden, dass der Unterkörper k der 
durch t, bestimmte Kreiskörper (/—l)ten Grades ist. [Kummer'^^^'^^''^'^.] 

§57 . 
Die ambigeu Ideale und die Relativdifferente des relativ-cyklischen Körpers K. 

Wenn ein Ideal 31 des relativ-cyklischen Körpers K bei Anwendung 
der Substitution /S ungeändert bleibt und überdies keinen Factor enthält, 
welcher ein Ideal in X; ist, so heisst 31 ein ambiges Ideal. Insbe­
sondere heisst ein Primideal des Körpers K, wenn dasselbe bei Anwen­
dung der Substitution S ungeändert bleibt und nicht zugleich im Körper /• 
liegt, ein ambiges Primideal. 

Satz 93. Die Relativdifferente des relativ-cyklischen Körpers K in 
Bezug auf k enthält alle und nur diejenigen Primideale SP, welche am­
big sind. 

Beweis. Ist Sp ein ambiges Ideal, so wird seine Relativnorm 
^ (Sp) = sp'. Da nicht eine niedere Potenz von Sp in X; liegen kann, so ist 
sp' : ^ |) ein Primideal in k. Umgekehrt, wenn ein Primideal pink gleich der 
/ten Potenz eines Ideals ^ in K wird, so ist Sp ein ambiges Primideal. 

Wir unterscheiden nun dreierlei Arten von Primidealen ;p des Körpers k: 
erstens solche, die der /ten Potenz eines Primideals SP in JK" gleich sind; 
zweitens solche, die in / von einander verschiedene Primideale Sp ,̂ . . ., Sp̂  
des Körpers K zerfallen, und drittens solche, die auch in K Prim­
ideale sind. 

Liegt der erste Fall vor, so setzen wir die Norm iV(SP) = j 9 ^ ; 
hieraus folgt N(p) = N(^')=p'^, und mithin ist die Norm n(p) des 



278 Zweiter Teil. Der Galois'sche Zahlkörper. §58. 

Primideals p im Körper k ebenfalls gleich p^ Die Gleichheit der Normen 
iV(SP) und nQ(i) lässt die Thatsache erkennen, dass eine jede ganze Zahl 
des Körpers K einer gewissen ganzen Zahl des Körpers k nach Sp con­
gruent ist; aus diesem Umstände erkennt man leicht, dass die Relativ­
differente von K in Bezug auf k notwendig durch Sp teilbar ist. 

Im zweiten Falle lässt sich in K stets eine ganze Zahl A finden, 
welche nicht durch SP , wohl aber durch alle übrigen /—1 Primideale 
^,3 • • -j ^ . . i ) ^ 1 ) • • •) ^/ teilbar ist, und aus diesem Umstände folgt, 
dass die Relativdifferente der Zahl A und daher auch die des Körpers K 
nicht durch Sp. teilbar ist. 

Was endlich die Primideale p der dritten Art angeht, so sei P eine 
Primitivzahl nach dem Primideal p in K und q eine Primitivzahl nach p 
in k, und zugleich sei P eine den Körper iT bestimmende Zahl. Es genügt 
dann P einer Gleichung /ten Grades von der Gestalt: 

FCP) = P ' + a , P ' - ' - i h a , = 0, 

deren Coefficienten a^, . . ., a, ganze Zahlen in k sind. Wir setzen 

a^=fß), . . ., a^=f(q), (p) 
vo fß), ...,fß) ganzzahlige Functionen von q sind, und erhalten 
so für P die Congruenz: 

F(P) = P'+j\ (^)P'-i + . . . + / ( g ) = 0, (p). 

Da wegen iV^j) = (re (p))' die Anzahl der in K vorhandenen, nach p in­
congruenten ganzen Zahlen gleich der /ten Potenz der Anzahl der in k 
vorhandenen, nach p incongruenten ganzen Zahlen ist, so kann P keiner 
Congruenz niederen als /ten Grades von der nämlichen Art genügen, und 

dF(P) 
daher ist notwendig ^ j , s\= 0 nach p; d. h. die Relativdifferente der 

Zahl P ist nicht durch p teilbar. Durch diese Betrachtungen ist gezeigt, 
dass die Relativdifferente des Körpers K stets prim zu den Primidealen 
der zweiten und dritten Art ist, und hieraus ergiebt sich die Richtigkeit 
des Satzes 93. 

§58 . 
Der |fuudamenlalsa,tz von den lelaüv-eylilisehen Körperu mit der Kelalivdiffe-

roiilo I. Die IJozeichiiuug dieser Körper als Klassonkörper. 

Die Sätze 1)0, 92 und 93 ermöglichen uns die Ihkenntnis einer Th.at-
sacho, welche für die Theorie der Zahlkörper von weittragender Be­
deutung ist. Diese Thatsache ist folgende: 
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Satz 94. Wenn der relativ-cyklische Körper K von ungeradem 
Primzahl-Relatirgrade l die Relativdifferente 1 in Bezug auf k be­
sitzt, so giebt es stets in k ein Ideal j , welches nicht Hauptideal in k 
•ist, wohl aber ein Hauptideal in K wird. Die Ite Potenz dieses 
Ideals j ist dann notwendig auch in k ein Hauptideal, und die 
Klassenanzahl des Körpers k ist mithin durch l teilbar. 

Beweis. Nach Satz 92 giebt es eine Einheit H mit der Relativnorm 1, 
welche nicht die (1—(S)te Potenz einer Einheit ist. Nach Satz 90 ist 
ff = ^ ~ , wo 4 eine ganze Zahl in K bedeutet; d. h. es ist A = H.SA. 
Für das Hauptideal S!t = (A) folgt hieraus lü = Ä3(. Das Ideal 31 liegt 
im Körper k. Denn ist Sp irgend ein in 3t aufgehendes Primideal des 
Körpers K, welches nicht in k liegt, so ist nach Satz 93, da wegen 
der Voraussetzung die Relativdiscriminante keine Teiler besitzt, Sp =|= ÄSP, 
und folglich enthält A auch die Relativnorm iVJ.(SP), welche ein in k 
liegendes Primideal ist. Das Ideal A ist kein Hauptideal im Körper 
k; denn in diesem Falle wäre A^H*a, wo ff* eine Einheit und a 
eine Zahl in k bedeutet; hieraus würde H=H* ~ folgen, was dem 
Obigen widerstreitet. Damit ist der erste Teil des Satzes 94 bewiesen. 

Da Nk{A) = a eine Zahl in k und folglich iVi(3[) = 3 t ' = (a) ein 
Hauptideal in X; ist, so haben wir damit; den vollständigen Beweis, des 
Satzes 90 erbracht. 

Die Sätze 92 und 94 gelten ebenfalls für / ^ 2 unter der oben 
auf S. 275 am Schluss von § 55 angegebenen Beschränkung. 

Es bietet keine erheblichen principiellen Schwierigkeiten dar, den 
Satz 94 für solche relativ-Abel'sche Körper K mit der Relativdifferente 1 
zu verallgemeinern, deren Relativgrad / eine zusammengesetzte Zahl ist. 

Wegen der engen Beziehung, die nach Satz 94 der Körper K zu 
gewissen Idealklassen des Körpers k aufweist, werde K ein Klassen-

körper des Körpers k genannt. 



Dritter Teü. 

Der quadratisclie ZaMkörper. 
Capitel XVI. 

Die Zerlegung der Zahlen im quadratischen Körper. 

§ 5 9 . 
Die Basis und die Discriminante des (|uadratisclieii Körpers. 

Es bedeute m eine ganze rationale, po.sitive oder negative Zahl. 
die durch keine Quadratzähl ausser 1 teilbar und auch von - h l ver­
schieden ist; die quadratische Gleichung 

X' — m = 0 

ist dann im Bereich der rationalen Zahlen irreducibel. \\'ir verstehen 
im, Folgenden unter "|/OT stets im Falle m > 0 die positive Wurzel 
jener (piadratischcn Gleichung und im Falle ni < 0 diejenige ihrer 
Wurzeln, welche positiv imaginär ist. Die so festgelegte algebraische 
Zahl Y™ bestimmt einen quadratischen reellen, bezüglich imaginären 
Zahlkörper, der X(] /m) oder auch schlechthin X heisse: dieser Körper 
ist stets ein Galois'scher Körper. Durch die Operation der Vertauschung 
von l/m mit — ^ / O T in einer Zahl oder einem Ideal des Körpers /• 
geht man zu der conjugirten Zahl bez. dem conjugirten Ideal über. 
Dieser Uebergang werde durch Versetzung des Substitutionszeichens s 
angedeutet. 

Unsere erste Aufgabe ist die .Aufstellung einer Basis des quadrati­
schen Körpers und die Eniüllelnng seiner Diseriminaute. [^Dedekind^.] 

Stilz 95. Kino Basis des quadriilisehen Körpers X; bilden die Zahlen 
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1, CO, wenn 

CO = -^ , bez . CD = ]/m 

genommen wird, je nachdem die Zahl m ^ l nach 4 ist oder nicht. 
Die Discriminante von X; ist, entsprechend diesen zwei Fällen, 

d = m., bez. d = Am. 

Beweis. Die Zahl co ist stets ganz, da sie der Gleichung 

TTl •— 1 
(21.) x^—X — = 0, bez. x''' — m = 0 

genügt. Bezeichnet co' = sco die zu co conjugirte Zahl, so ist c/ = (cu—co')^ 
die Discriminante der Zahl co. Nach § 3 S. 180 ist daher jede ganze 
Zahl des Körpers X; in der Gestalt 

M-h'yco 
d 

darstellbar, wo u, v ganze rationale Zahlen sind. 
Im Falle, dass m ^ l nach 4 ist, schliessen wir aus der Con­

gruenz 2 a » i ^ 2 2 i - h w - h i ' ] / m ^ 0 nach m, dass 'iu-\-v durch ]/?« 
teilbar sein und folglich auch die Congruenz 2u-\-v ^i 0 nach m 
gelten muss. Die letztere Congruenz in Verbindung mit der ersteren 
hat wiederum v | / m ^ 0 nach m zur Folge, d. h. v muss durch 
'Ym und daher notwendig auch durch m teilbar sein. Da mithin die 
ganzen rationalen Zahlen u, v beide durch TO = d teilbar sind, so ist 
die im Nenner des obigen Ausdrucks für a stehende Zahl d hebbar. 

Ist andererseits m EjJE 1 nach 4, so schliessen wir aus der Congruenz 
4ßm = M-h«"|/m ^ 0 nach m, wie vorhin, dass sowohl u wie v 
durch m teilbar sein muss und mithin jedenfalls m in Zähler und Nenner 

fr I i j l/'77? 

des Ausdrucks für a hebbar ist. Wir erhalten dadurch a = —^—, 

wo u', v' ganze rationale Zahlen bedeuten. Man erkennt aber leicht 
durch Bildung der Norm a.sa, sowohl für m E ^ 2 als auch für TO^3 
nach 4 , dass ein Ausdruck u'-+-v'Ym mit ganzen rationalen Zahlen 
u', v' nur dann durch 2 teilbar sein kann, wenn u', v' beide gerade sind. 
Wendet man dieses auf 4a und sodann wieder auf 2a an, so zeigt sich, 
dass auch im Falle m E|= 1 nach 4 eine jede ganze Zahl des Körpers k 
in der Gestalt u-i-vw mit ganzen rationalen Zahlen u, v darstell­
bar ist. 
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Der zweite Teil des Satzes ergiebt sich aus der Formel: 

1 , OJ 1=* 
d= ,\ =(co—co') ' ' , 

1, 0) \ 

durch welche nach § 3 die Discriminante des Körpers definirt wird. 

§ 60. 
Die Primideale des quadratischen Körpers. 

Das Problem der Zerlegung der rationalen Primzahlen in Primideale 
des Körpers k wird durch folgenden Satz zur vollständigen l-^rledigung 
gebracht: 

Satz 96. Jede in d aufgehende rationale Primzahl / ist gleich 
dem Quadrat eines Primideals in k. Jede ungerade, in (/ nicht auf­
gehende rationale Primzahl p zerfällt in k entweder in das Product zweier 
verschiedener, zu einander conjugirter Primideale ersten Grades p und p' 
oder stellt selbst ein Primideal zweiten Grades vor, je nachdem d 
quadratischer Rest oder Nichtrest für p ist. Die Primzahl 2 ist im 
Falle m ^ 1 nach 4 in X in ein Product zweier von einander verschiedener 
conjugirter Priraideale zerlegbar oder selber Primideal, je nachdem m. = 1 
oder ^ 5 nach 8 au,sfällt. 

Beweis. Der erste Teil dieser Behauptung, welcher sich auf die 
in d aufgehenden Primzahlen / bezieht, ist eine Folge des allgemeinen 
Satzes 31. Ist / eine in d aufgehende ungerade Primzahl, so fin­
den wir 

l = \\ 

wo l = (/, Yrn.) ein Primideal ersten Grades ist, welches seinem con­
jugirten gleich wird. Geht die Primzahl 2 in (/ auf, so wird 

2 = (2, l /w) ' , bez. 2 = (2, 1 4- | /?«) ' , 

je nachdem m ^ 2 oder = 3 nach 4 ist. 

Die Zerlegung der in d nicht aufgehenden Primzahlen geschieht 
auf Grund des Satzes ;)3 unter Horüeksiehtignng der zu demselben in 
§ 13 S. 202 gemachten Bemerkung. Danach ist eine jede zu d prime 
rationale Primzahl p im Körj)er X' entweder in zwei von einander ver­
schiedene Primideale zerlegbar oder selbst ein Primideal, je nachdem 
die linke Seite der iu Betracht kommenden Gleichung (21) im Sinne 
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der Congruenz nach p reducibel oder irreducibel ist. Ist die betreffende 
Primzahl p ungerade, so finden wir die Congruenz 

(2.'e— ly—m = 0, bez. x''—m = 0, (p) 

offenbar dann reducibel, wenn m quadratischer Rest nach p ist, und 
dann irreducibel, wenn m quadratischer Nichtrest nach p ist. Setzen 
wir im ersteren Falle m ^ a^ nach p, so ergiebt sich: 

p = {p, a -hV'm)(p, a—l/m) = pp'. 

Die beiden Primideale p und p' rechter Hand sind wegen 

{p, a-\-Ym, a—]/OT) = 1 

in der That von einander verschieden. Im Falle m ^ l nach 4 ist 
,. „ „ m—1 
die Congruenz x'—x- j — ̂  0 nach 2 offenbar reducibel oder 

irreducibel, je nachdem — - — ^ 0 oder ^ 1 nach 2 ist, d. h. je 

nachdem m ^ l oder ^ 5 nach 8 ausfällt. Im ersteren Falle findet man: 

(,i^)(,iz_&). 
Die beiden Primideale rechter Hand sind wegen 

1 -h l /w 1—Ym\ 

(^. 2 2 7 

in der That von einander verschieden. 
Als Basiszahlen der eben aufgestellten Primideale können dienen: 

/, ~—, bez. /, ]/rö, 

p, ^—, „ p, a±Ym, 

2, 

2 

1 ^ , „ 2, Y^; 2, 1 + y^, 

je nachdem m ^ l oder ^ 2, 3 nach 4 ist. Man erkennt diese That­
sache leicht aus einer ümkehrung des Satzes 19, wenn man jedesmal 
aus dem hier angegebenen Zahlenpaare und dem dazu conjugirten die 
Determinante bildet. In der zweiten Zeile der aufgestellten Tabelle soll 
a eine der Congruenz a''=z m nach p genügende und dazu im Falle «2 = 1 
nach 4 ungerade Zahl bedeuten. 
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§ 6 1 . 

Das Symbol (-£-)• 

Um die gewonnenen Resultate über die Zerlegung der rationalen 
Primzahlen in übersichtlicherer Weise ausKjircchen zu können, führen wir 
folgendes Symbol ein. Ist a eine beliebige ganze rationale Zahl und w 

eine ungerade rationale Primzahl, so bedeute das Symbol 1 — 1 den 

Wert - h l , —1 oder 0, je nachdem die Zahl a ; | i 0 und quadratischer 
liest oder quadratischer Nichtrest nach w oder durch -//; teilbar ist; 

ferner bedeute 1-A ) den Wert - h l , — 1 , oder 0, je nachdem a un­

gerade und quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest nach 2 ' = .̂  

oder durch 2 teilbar ist. Mit Benutzung dieses Symbols erhält der 

obige Satz 96 folgende Fassung: 
Satz 97. Eine beliebige rationale Primzahl p (= 2 oder 4= 2) ist 

im Körper X; in zwei von einander verschiedene Primideale zerlegbar 
oder selbst Primideal oder gleich dem Quadrat eines Primideals. je 

nachdem I — | = - h l , —1 oder 0 ist. [Dedekind.K] 

Wir unterscheiden, den bisherigen Entwickelungen entsprechend, drei 
Arten von Primidealon, nämlich: 

1. die Primideale ersten Grades p, welche von ihren Coiijugdirten p' 
verschieden sind; 

2. die Primideale zweiten Grades (JJ), die durch die in k unzer­
legbaren rationalen Primzahlen p dargestellt werden; 

3. die Primideale ersten Grades l, deren Quadrate den in d auf­
gehenden rationalen Primzahlen gleich sind. 

Nach den in § 39 und § 41 aufgestellten Detinitionen bildet der 
Körper k für die Primideale p der ersten .\rt den Zeriegungskörper. für 
die Priraideale /) der zweiten Art den Träglieilskörper und für die Prim­
ideale l der dritten Art den \'erzweigungskörper. 

§ 62. 

Die K.iuheilen des i|iuidrafischeii Körpers. 

Was die h'ragî  nach den Einheilen des Körpers X: belritVt. so sind 

nach Salz 17 die zw(!i Fälle, zu uulerseheiden, ob X' ein imaginärer oder 

ein reeller Körper ist. 
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Im ersteren Falle enthält X; nur solche Einheiten, welche zugleich 

EinheitswuTzeln sind, und da in einem quadratischen Körper ausser d z l 

nur die primitiven 3ten, 4ten, 6ten Wurzeln der Einheit vorkommen 

können, so sind die einzigen imaginären quadratischen Körper, welche 

noch andere Einheiten als ± 1 enthalten, die zwei Körper X;(y-—1) und 

k{Y—3). Der erstere Körper enthält die beiden Einheiten ±i, der 
I I i/ '^ 

letztere die 4 Einheiten + *- Die Discriminanten dieser zwei 

Körper sind — 4 bez. — 3 ; nach Satz 50 muss daher in jeder Ideal­
klasse dieser Körper ein Ideal vorkommen, dessen Norm ^ 2 bezüglich 
f l |]/3 I ist. Da ferner im Körper k( \/—1) die Zahl 2 gleich der Norm 
des Hauptideals (1-h*) "wird, so folgt, dass jeder dieser beiden quadra­
tischen Körper nur eine Idealklasse besitzt. Mithin giebt es in diesen 
Körpern nur Hauptideale, und es ist also jede positive ganze rationale 
Zahl, welche zur Norm eines Ideals in X:(]/—1) bez. X;(]/—3) geeignet 
ist, stets Norm einer ganzen algebraischen Zahl in dem betreffenden Körper; 
hieraus folgen die bekannten Sätze über die Darstellung ganzer rationaler 
positiver Zahlen in den Gestalten x^-'ry^, bezüglich x^-^xy-hy^, ^fo 
X und y ganze rationale Zahlen sein sollen. 

Ist dagegen X; ein reeller Körper, so giebt es nach Satz 47 stets 
eine Grundeinheit e, welche verschieden von ± 1 ist, und durch welche 
sich jede vorhandene Einheit des Körpers auf eine Weise in der Gestalt 
zizs" darstellen lässt, wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet. 

Die Umstände, unter denen die Norm dieser Grundeinheit £ gleich 
- h l oder gleich — 1 ausfällt, sind bisher nur in besonderen Fällen auf­
gedeckt worden. [Ai-ndt^, Dirichlet'', Legendre'-, Tano'^.] Vergl. über­
dies S. 294 den ersten Abschnitt des Beweises zu Hülfssatz 13. 

§ 6 3 . 
Die Aufstellung des Systems der Idealklassen. 

Die Ausführungen in § 24 ermöglichen für jeden besonderen Wert m 

die Aufstellung aller Idealklassen des quadratischen Körpers k und die 
Berechnung der Anzahl h dieser-Klassen. Hierher gehörige Tabellen sind 
auf dem Grunde der Theorie der reducirten quadratischen Formen ange­
fertigt worden. [Gauss'; Cayley''.] 
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Capite l XVII. 

Die Geschlechter im quadratischen Körper und ihre 
Charakterensysteme. 

§64. 
T, „ , . (n,m\ 
Das Symbol ( I • 

Bei der weiteren Entwickelung der Theorie der quadratischen Körper, 
insbesondere behufs einer gewissen Einteilung der Idealklassen eines und 
desselben Körpers, bedienen wir uns eines neuen Symbols. Sind n, m 
ganze rationale Zahlen, dabei m nicht Quadratzahl, und ist w eine be-

( n. Tn \ 
—' 1 den 

Wert - h l , sobald die Zahl n mit der Norm einer ganzen Zahl des 

durch I/TO bestimmten quadratischen Körpers k{Ym) congruent ist nach 

der Primzahl w, und sobald ausserdem auch für jede höhere Potenz von 

w eine ganze Zahl in /cd/wi) existirt, deren Norm der Zahl n nach 

jener Potenz von w congruent ist; in jedem anderen Fa l l e setzen wir 
1 ?i Till \ 
I—^—I = = — 1 . Diejenigen ganzen rationalen Zahlen n, für welche 

1^—I = + 1 ist, sollen Nornienreste des Körpers X-(]/w) 

( 71 Tfl \ 

—^— I = — 1 ist, Normen­
nichtreste des Körpers XiCj/m) nach w heissen. Ist m eine Quadrat-

( 7t TYt \ 
-^—) stets - h 1 verstanden. Ueber die zur Be-

w I 

( 71 0)1 \ 

—— 1 giebt der fol­
gende Satz Aufschluss: 

Satz 98. Bedeuten n und m ganze ration.ile, nicht durch w teil­
bare Zahlen, so gelten folgende Regeln: 

für ungerade Primzahlen ir wird 

«•••' (r)=(':")=(j)^ 
für 'W =--. 2 wird 
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Ferner gelten allgemehi für beliebige ganze rationale Zahlen n, n', m, m' 
und in Bezug auf jede Primzahl w die Formeln: 

(.•) {=^) = -n, 

„, / ww', m \ f n,m \f n', m \ 

^' > \~^' )=\~ir')\~^^)' 
„„ ( n, mm' \ _ ( n,m\ ( n, m' \ 

^ ^ \~^ )-\n^)\i^)• 
Beweis. Zunächst ist folgende Thatsache selbstverständlich: 

Wenn n selbst Norm einer ganzen Zahl im Körper k(ym) ist, so gilt 

( 7t Tft \ 
—' | = - h l - Da insbesondere •—m. die Norm von ]/m ist, so 

folgt daraus die Richtigkeit der Fonnel (c'). Sind ferner n und n' 
zwei ganze rationale Zahlen =|= 0, deren Quotient die Norm einer ganzen 

oder gebrochenen Zahl in k(f\fm) ist, so leuchtet 1 —'- j = 1 —'-— 1 

7h 
aus der Definition dieser Symbole ein. Ist der Quotient —7- das Quadrat 

n 
einer rationalen Zahl, so ergiebt sich insbesondere die einfache That-

( 7t 7Yb \ 
—'- I ungeändert bleibt, wenn 

man in n eine Quadratzahl als Factor zusetzt oder einen darin viel­
leicht vorhandenen solchen Factor unterdrückt. Wir nehmen im Folgenden 
der Einfachheit halber an, dass weder n noch m durch das Quadrat 
einer Primzahl teilbar ist. 

Um die Richtigkeit des ganzen Formelsystems zu erkennen, be­
handeln wdr der Reihe nach die folgenden drei Fälle: 

1) Es sei w eine ungerade, in m aufgehende Primzahl. 
Ist n nicht auch durch w teilbar, so wird offenbar die Congruenz 

(22.) A:n^<^x-{-yy—my'^ bez. n^x''—my'^, (w), 
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in ganzen rationalen Zahlen x, y dann und nur dann lösbar sein, wenn 

(- '?1| = -1-1 ist. Umgekehrt, wenn die letztere Bedingung statthat, 
\w J 
so ist di(̂  Congruenz n'^^x' auch nach jeder Potenz von v: losbar, 
und mithin gilt das nämhche offenbar von der Congruenz (22). Unter 

( n,m\ ( 'n \ 
den gemachten Annahmen ist daher I l '^^l ) ' 

Wird andererseits auch v. teilbar durch iv vorausgesetzt, so folgt: 

/ n,m\ [ —nm, m \ 

2) Es sei IV eine ungerade, in m nicht aufgehende Primzahl. 
Ist auch n nicht durch m teilbar, so hat die Congruenz n ^ x''—my^ 

nach w stets Lösungen. Denn die rechte Seite dieser Congruenz ergiebt 

für die Systeme x ^ l , 2, . . ., —- - — , y ^ <• sämtiiche quadratischen 

Reste und im Falle 

/ — (m. \ 
• 1 

( - ^ ) = - ' 

für die Systeme x = Q, y ^ 1, 2, . . ., -----— sämtliche quadratischen 

»i^y Nichtreste nach vj. Hat man dagegen I I = - h l , und ist etwa a 

der kleinste positive quadratische Nichtrest für die Primzahl ?c. so sei 
y=b eine Wurzel der alsdann gewiss lösbaren Congruenz —my"' ^ a—1 
nach w; wegen a ^ l — m P nach w stellt dann die Form ,;•'—m(bxy 

w—1 
fürA'==l, 2, . . . , — - — die sämtlichen quadratischen Nichtreste nach 

'w dar. Aus der Lösbarkeit der Congruenz n ^ , r '—my' nach -w folgt 
leicht, dass diese Congruenz anch nach jeder Potenz von w Kisbar ist. 
d. h. es wird unter den gegenwärtigen Ann.ahmen 

(-r) : - h l . 

Setzen wir andererseits n durch w teilbar voraus, aber der an-
fiingliclKüi h'e.stsetzung zufolge nicht teilbar durch ;r'", so würde eine 
Anllösnng (UM- Congruenz •« = «:'•'—my'̂  nach u-"- in n = x—-]>ny 
eine solche g;uize Zahl des Körpei's k(yin) darbieten, für welche die 
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Norm a.sa = n{a) nur w ^ aber nicht w^ als Factor enthielte, d. h. 
w zerfiele im Körper k (]/m) in zwei von einander verschiedene Prim-
ide.ale \o und a'; die notwendige Bedingung hierfür ist nach Satz 97: 

{")' • - h l - Umgekehrt, wenn diese Bedingung erfüllt ist, so ist in 

der That u- im Körper k(\/m) ein Product \v\v' zweier verschiedener 
Primideale. Bezeichnet dann a eine ganze Zahl in X(]/W), welche 
durch ID, aber weder durch w^ noch durch xo' teilbar ist, so folgt: 

( n.n(a) \ 

iv'- ' I 

= -h l . 

Damit ist bewiesen, dass unter der gegenwärtigen Annahme stets 

Die bisher gewonnenen Resultate lassen unmittelbar die Richtigkeit 
der Formeln (a'), {et") erkennen; ferner ergeben sie für ungerade Prim­
zahlen ?y vollständig die Formeln (c"), (c'"), wenn man der Reihe nach 
die verschiedenen möglichen Fälle in Hinsicht auf Teilbarkeit oder 
Nichtteilbarkeit der Zahlen n, n', m, durch lo in Betracht zieht. 

3) Im Falle w = 2 stellen wir zunächst folgende Betrachtung an: 
Es sei f{ps, y) eine ganzzahlige homogene Function zweiten Grades 
von X, y und n eine ungerade ganze rationale Zahl; wenn die Con­
gruenz n ^^ f(x, y) nach 2 ' durch ganze rationale Zahlen x, y 
lösbar ist, so ist diese Congruenz auch nach jeder höheren Potenz 
2""̂ ^ (e > 3) lösbar. Wir beweisen dies durch einen Schluss von e auf 
e-hl - Es seien a, b zwei ganze rationale Zahlen, für welche n^f{a, b) 
nach 2* gut, wobei der Exponent e > 3 sei. Ist dann nicht auch zu­
gleich n =f(ci,, b) nach 2''"'"', sondern vielmehr n^f(a,b)-\-2'' nach 
2""*"^ so bestimmen wir, was wegen e > 3 angängig ist, eine .ganze 
rationale Zahl c derart, dass c ; ^ ^ 1-4-2* nach 2*'*'̂  ist; dann wird 

f{ca, cb) = cfia, b) =fia, b)-^rf(_a, b) 

= f{a, b)-\-r = n, {r+\ 

und hiermit ist die Behauptung bewiesen. 
. . [ n, m\ 

Um nun zunächst für ein ungerades n das Symbol I—^—) ^^ 

bestimmen, müssen wir untersuchen, für welche zusammengehörigen 

Jahresljericit der Deutschen Mathem.-Vercinigung. IV. 19 
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Werte von n und m die Congruenzen 

m — 1 
(23.) /i = « ' -xy- 4 

( m = l , (••!)) 

y'\ bez. n^x"^—my'\ (2') 

lösbar sind. Eine kurze Rechnung liefert folgende Tabelle, in welchei 
unter der Rubrik m die sechs hier in Frage kommenden Reste von «i 
nach 2^ und unter der Rubrik n diejenigen ungeraden Reste von n nact 
2 ' verzeichnet stehen, für welche jedesmal die zugehörige Congi'uenz (23.^ 
nach 2^ lösbar ist. 

m 

1 

2 

3 

5 

6 

7 

1, 

1, 

1, 

1, 

1, 

1, 

n 

3, 

7 

5 

3, 

3 

5 

5, 

5, 

7 

7 

Diese Tabelle lehrt für den Fall, dass n, m ungerade sind, die 
Richtigkeit der Gleichung (b'); und für den Fall, dass n ungerade und 
m gerade, = 2m', ist, entspringt aus ihr: 

( ^ ) = ( - -1) 
-1 n—1 m'—1 

Ist andererseits n gerade, = 2n', und m ungerade, so haben wir 

die beiden Fälle in = 1 und 77i ^ 3 nach 4 zu unterscheiden. Im 

ersteren Falle inuss die Zahl 2 im Körper X'(]''«7) jedenfalls das Produet 

zweier verschiedener Primido.ile sein, sobald « , = 2« ' Xormenrest nach 2 

in / ; ( ] /OT) sein soll, d.h. es muss ( ^ j - | = - h l sein. Ist diese Be­

dingung erfüllt, so kann in.au stets in X'CJ//«) eine Zahl a finden, für 

welche die Norm nid) durch 2, aber nicht durch 4 teilbar ist; danu 

folgt: 

http://in.au
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( n'.n{a) • \ 
2 ''"'' \ 

und dieses letztere Symbol ist nach Formel (/>') gleich - h l ; mithin gilt 
in diesem Falle die Formel: 

In dem anderen Falle, m ^ 3 nach 4, hängt der Wert des fraglichen 
Symbols von der Lösbarkeit der Congruenz 2M' ^ «^—m,y'^ nach beliebig 
hohen Potenzen 2* ab, und jede solche Congruenz ist, wie man leicht sieht, 
dann und nur dann lösbar, wenn die Congruenz m^x'^—2n'y'' nach 
der nämlichen Potenz 2" lösbar ist; also findet man hier: 

( In', m\ f m,'in'\ 

Sind endlich die Zahlen n und m beide durch 2 teilbar, und ist 
n^=^n' und m = '2m', so gilt die Formel: 

{ 2w', 2m' \ _ / — 2 V m ' , 2 m ' \ _ f—n'm',1m'\ 

Aus den gewonnenen Resultaten folgt unmittelbar die Formel (/<"); 
zugleich erkennen wir, dass die Formeln (c"), (c'") auch für w = 2 
gültig sind. Die Formel {c"") folgt allgemein durch Verbindung von 
(c'") mit (c")- Damit ist der Beweis des Satzes 98 in allen Teilen er­
bracht. 

§ 6 5 . 
Das Charakterensystem eines Ideals. 

Wirhezeichnen die verschiedenen in der Discriminante desKörpers Ä(]/m) 
aufgehenden rationalen Primzahlen, deren Anzahl t sei, mit l^, . . ., l^. 

Zu einer jeden beliebigen ganzen rationalen Zahl a gehören dann ganz 
bestimmte Werte ( = + 1 oder —1) der / einzelnen Symbole 

( a,m\ ( a,m\ 

\-n:rr •••' \ h y 
deren Bedeutung aus dem vorigen Paragraphen zu ersehen ist; diese 
/ Einheiten ± 1 sollen das Charaliterensystem der Zahl a im 

19* 
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Körper k{Ym) heissen. Um auch einem jeden Ideal a des Körpers 

X(l/m)in bestimmterweise ein Charakterensystem zuzuordnen, unterschei­

den wir die zwei Fälle, ob /' ein imaginärer oder ein reeller Körper ist. Im 

ersteren Falle sind die Normen von Zahlen in /cCl/m) stets positiv; wir 

setzen r = t, TO = -hw(a) und bezeichnen die r Einheiten 

/o , - ( n,m\ ( n,m\ 

(24.; [-J--), . . . , y-^) 
als das Charakterensystem des Ideals a; dasselbe ist durch das 
Ideal a völlig eindeutig bestimmt. Im zweiten Falle bilden wir zunächst 

das Charakterensystem der Zahl — 1 : 

(25.) (^) - • • •• [=^} 
Fallen diese t Einheiten sämtUch gleich - h l aus, so setzen wir wie im 
ersteren Falle w = -hw(a), r = i und bezeichnen wieder die r Einheiten 
(24.) als das Charakterensystem des Ideals a. Kommt dagegen 
unter den / Charakteren (25.) die Einheit —1 vor, so nehmen wir an. es 

sei etwa 1 f 1 = — 1 , und setzen r = t—1 und n = ±7j (a) mit 

( 7h 77h \ 
—'-— j == - h l wird, und nennen die bei 

dieser Annahme von r und n entspringenden r Einheiten (24.) das 
Charakterensystem des Ideals a. Bei den so getroffenen Fest­
setzungen wird der folgende Satz 99 sich ergeben. 

§66 . 
Das Charakterensystem eiuer Idealklasso und der Begriff des Geschlechts. 

Satz 99. Die Ideale einer und derselben Klasse im Körper X'(]''7») 
besitzen alle dasselbe Charakterensystem. 

Beweis. Gehören die Ideale a und a' in X'(] ;//) zu einer nnd der­
selben Idealklasse, so existirt eine ganze oder gebrochone Zahl a in 
/•(l/m) von der Art, dass a'^^aa wird. Alsdann ist n{a')-=±n{a)n{a), 
wo ± das VorziMcheu von n(jx) bedeutet, und es wird daher: 

( n{a'),m\ ^ {±:n{a), in \ 



§67. Capitel XVII. Die Geschlechter im quadratischen Körper etc. 293 

für Z = / j , . . ., /^. Mit Rücksicht auf die Festsetzungen in §65 erhält 
man sogleich den Satz 99. 

Auf diese Weise ist einer jeden Idealklasse ein bestimmtes Charak­
terensystem zugeordnet. Wir rechnen nun alle diejenigen Idealklassen, 
welche ein und dasselbe Charalrterensystem besitzen, in ein Ge-
seldecht und definiren insbesondere das Hauptgeschlecht als die Ge­
samtheit aller derjenigen Klassen, deren Charakterensystem aus lauter posi­
tiven Einheiten besteht. Da das Charakterensystem der Hauptklasse offen­
bar von der letzteren Eigenschaft ist, so gehört die Hauptklasse stets zum 
Hauptgeschlecht. Aus der Formel (c'") auf S. 287 entnehmen wir 4eicht 
die Thatsache, dass die Multiplication der Idealklassen zweier Geschlechter 
die Idealklassen eines Geschlechtes liefert, dessen Charakterensystem durch 
Multiplication der entsprechenden Charaktere heider Geschlechter erhalten 
wird. Im Besonderen folgt, dass das Charakterensystem des Quadrates 
einer Idealklasse aus einem ganz beliebigen Geschlecht stets aus lauter 
positiven Einheiten besteht und mithin das Quadrat einer jeden Idealklasse 
stets dem Hauptgeschlecht angehört. 

Jedes Geschlecht enthält offenbar gleich viel Klassen. 

§ 6 7 . 
Der Fundamentalsatz über die Geschlechter des quadratischen Körpers. 

Es entsteht nun die Frage, ob ein jedes beliebige System von r Ein­
heiten ± 1 das Charakterensystem eines Geschlechtes des Körpers kif^m) 

sein kann. Die Beantwortung dieser Frage ist für die Theorie der quadra­
tischen Körper von grundlegender Bedeutung; sie ist in folgendem Satz 
enthalten, dessen Beweis uns bis zum § 78 beschäftigen wird: 

Satz 100. Ein beliebig vorgelegtes System von r Einheiten ± 1 ist 

dann und nur dann Charakterensystem eines Geschlechtes des Körpers 

k(Ym), wenn da^ Product der sämtlichen r Einlieiten = - h l i&t. 

Die Anzahl der im, Körper XCl/m) vorhandenen Geschlechter ist da­

her gleich 2' '-!. [Gauss'.] 

§68 . 
Ein Hülfssatz über diejenigen quadratischen Körper, deren Discriminanten 

nur durch eine einzige Primzahl teilbar sind. 

Um uns dem durch den Satz 100 gesteckten Ziele zu nähern, be­

weisen wir zunächst folgenden Hülfssatz: 
Hülfssatz 13. Wenn in der Discriminante eines quadratischen Körpers 
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k = X;(]/m) nur eine einzige rationale Primzahl / aufgeht, so ist die 
Anzahl der Idealklassen in k ungerade. Das Charakterensystem besteht 
für den Körper k aus dem einen, auf die Primzahl / bezüglichen Cha­
rakter; dieser Charakter ist stets = - h l , d. li. es giebt im Körper X; nur 
ein Geschlecht: das Hauptgeschlecht. 

Beweis. Wir bezeichnen mit s diejenige Substitution für die Zahlen 
des Körpers k, welche aus ihnen die Conjugirten entstehen läsist. Es be­
deute im Falle m > 0 wieder £ eine Grundeinheit des Körpers k, eine 

ebensolche Einheit stellen — £, — , vor; wir beweisen dann zn-
£ £ 

nächst, dass bei der im Hülfssätze gemachten Voraussetzung notwendig 
n(£) = £.S£ = —1 au,5fallen muss. In der That, nehmen wir an, es 
wäre m(£) = - h l , so könnte man nach Satz 90 eine ganze Zahl a des 

a 
Körpers k finden derart, dass man £ = = — hätte; dann folgt a^E.sa, 

sa 

d. h. jeder in a aufgehende ideale Primfactor ginge auch in sa auf. Da für 
m > 0 unter der im Hülfssätze gemachten Voraussetzung ]/m der einzige, 
seinem conjugirten gleiche und nicht zugleich rationale Primfactor in /,; ist. 
so muss entweder a = rja oder = rjYm a sein, wo rj eine Einheit und a 

eine ganze rationale positive oder negative Zahl bedeutet; hieraus würde 
e =zhrj^-^ ^±rj'' hervorgehen, und dies widerspräche der Annahme, 
dass £ eine Grundeinheit des Körpers k ist. 

Nunmehr gehen wir dazu über, den ersten Teil des Hülfssatzes zu 
beweisen. Wäre für den Körper k die Klassenanzahl /( eine gerade Zahl, 
so müsste es nach Satz 57 in k ein nicht zur Hauptklasse gehöriges Ideal j 
geben derart, dass f , - ) 1 ist; wegen j.sj<-> 1 würde hieraus j - - • si 
folgen. Setzen wir i = a . s | oder j * " ' = et, so ist a eine Zahl in X-, 
deren Norm n(a) = ±l sein muss. Im Falle, dass hier das positive 
Vorzeichen statthätte, setze man ß = a: der andere Fall ist von vorn­
herein nur bei einem reellen Körper denkbar; wir setzen dann ß = ea, 

wo £, wie voriiin, die Grundeinheit in X bedeutet. Unter den getroffenen 
Festsetzungen hätte man jedesmal n(ß) = -\-l, und mithin wäre nach 
Satz !)0 stets .^ = y ' ~ ' , .wo y eine ganze Zalü in X; bezeichnet. Aus 

« = 1' '" entstünde dann (yi) '~' ' = l, d. h. (y)i = « ( ) ' ] ) , und hieraus 
würde, ähnlieh \\'U\ xoriiin, folgen, dass das Ideal {)•)[ entweder = («) 
odei' = ( ^ 0 1 sein innss, wo a eine ganze rationale Zahl und 1 den ein­
zigen in k vorhandenen, seinem Conjugirteu gleichen und nicht zugleich 
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rationalen Primfactor bezeichnet. Nun ist für m 4= —1 dieser Primfactor 
\ = Ym und für m = — 1 offenbar I = l - h ' l / ^ , also stets 1«-̂  1; 
somit würde j (-J 1 folgen, was der über j gemachten Annahme zu­
widerläuft. 

Ist X; ein reeller Körper, so folgt zugleich aus n(s)=—1, dass 

( = ^ ) •1 

ist, und es besteht mithin gemäss § 65 in jedem Falle das Charakteren­

system für ein Ideal j im Körper k aus der einen Einheit I y^' ^ j ; 

dieser eine Charakter ist für jedes Ideal j in k gleich - h l , da sonst die 
Gesamtheit der Idealklassen von k in zwei Geschlechter zerfiele und so­
mit die Klassenanzahl h gerade sein müsste. 

Der eben bewiesene Hülfssatz 13 zeigt die Richtigkeit des Funda­
mentalsatzes 100 im einfachsten Falle, nämlich für diejenigen quadra­
tischen Körper, deren Discriminante d nur eine einzige rationale Primzahl 
enthält. 

§69 . 
Das Reciprocitätsgesetz für quadratische Reste. Ein Hülfssatz über das 

Symbol ( ^ ) . 

Satz 101. Sind p, q rationale positive, von einander verschie­
dene, ungerade Primzahlen, so gilt die Regel: 

(f)(f)-<-'-•-. 
das sogenannte Reciprocitätsgesetz für quadratische Reste, üeberdies 
gelten die folgenden Regeln: 

die sogenannten FJrgänzungssätze zum quadratischen Reciprocitäts­

gesetz. [Gauss'-.] 

Beweis. Ist X(]/m) ein Körper, dessen Discriminante nur eine Prim­
zahl / enthält, und bedeutet n die Norm eines Ideals in diesem Körper k, 

so ist nach dem Hülfssätze 13 stets ( —j— 1 ^ -h 1. Nun ist nach 

Satz 96 oder 97 insbesondere jede positive ungerade und in m nicht auf­
gehende rationale Primzahl, von welcher m quadratischer Rest ist, Norm 
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eines Ideals in X;(]/m). Die Benutzung dieses Umstandes liefert uns die 
nachstehende Tabelle; in derselben bedeuten p, p' irgend von einander 
verschiedene positive rationale und der Zahl 1 nach 4 congruente Prim­
zahlen, und andererseits bedeuten q, q' von einander verschiedene positive 
rationale und der Zaiil '.', nach 4 congruente Primzahlen, während r eine 
positive rationale ungerade Primzahl bezeichnet, von welcher kein be­
stimmter Restcharaktcr nach 4 vorausgesetzt wird. 

— 1 

Wenn: 

( - ^ ) ^ + 1 

i~h - h l 

f n,m \ 

V T~)~ 

•so ist: 

- h l 

^F^)-<- •1) '' = - h l 

m-- M ( ^ ) = < - ) - - h l 

3. P P P i^y -f-i m- ii) — 
4. P (t)' -hl (-^h (f) - -+-1 

5. — ? iih - h l {"^h (-f) =-
6. (7)-+- ( ^ ^ ( ^ ) — 

Nehmen wir die in einem Körper k{Yr) !ins7i(£) = —1 folgende 

Thatsache, dass 

so folgt allgeme 

( T ' ) -
-i^} 

- h l ist. zur Zeile 1 dieser Tabelle hinzu. 

r - l 

: (—1) ^ . Wenden wir ferner die am Ein­

gänge dieses Beweises genannte Thatsache auf die Primzahl /( = 2 au, 
und berücksichtigen wir, dass die Zahl 2 stets gleich der N'orin eines 

>''' 1 
Ideals in X'(]//*) oder in /'(j/^—</) ist, sobald (—1) ^ = = - h l , bezüglich 

(—1) " = - h l slatlhat, so folgt, dass unter der letzteren Voraussetzung 

stets (V)=(;)=™"('r)-(:)=--
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d .h . : wenn (—1) s = - | - i ist, so ist ( - ^ | = - h l . Nehmen wir 

diese Thatsache zur Zeile 2 der obigen Tabelle hinzu, so folgt allgemein 

i~] = ( — 1 ) ^ ^ . Aus dem Inhalte der Zeile 3 folgt [ - ^ j = ( ^ j -

Aus Zeile 4 und 5 folgt ( ^ | = l - ^ | , und Zeile 6 ergiebt: 

(f) - %)> 
dabei ist noch jedesmal der Restcharakter von —1 in Rücksicht zu ziehen, 
welcher oben gefunden worden ist. 

Hi'dfssatz 14. Wenn n und m zwei beliebige ganze rationale Zahlen 
bedeuten, welche nicht beide negativ sind, so ist 

J l ( ^ = + 1 , 
(w)\ W } 

WO das Product linker Hand über sämtliche rationale Primzahlen w zu 
erstrecken ist. 

Beweis. Bedeuten p, q beliebige rationale ungerade, von einander 
verschiedene Primzahlen, so folgen aus den Regeln (a") , (6'), (/<") in 
§ 64 und aus Satz 101 leicht die Formeln: 

= 4 - 1 ; 
P 

mit Rücksicht auf die Regel {a') in § 64 besteht danach der Hülfssatz 14 
für den Fall, dass die Zahlen n, m gleich ± 1 sind oder nur einen Prim-
zahlfactor enthalten. Wegen der Formeln (c'"), (c"") in § 64 gilt dem­
nach der Hülfssatz 14 allgemein. 

Zugleich folgt wegen ( ~ ' ~ -1 = — 1, dass, wenn die Zahlen n 

und m beide negativ angenommen werden, das entsprechende Pro­
duct TI den Wert —1 hat. Die ini Hülfssätze 14 ausgesprochene und 

diese weitere Behauptung erbalten, wie man leicht erkennt, einen em-
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± 1 ( 7) 7Y} \ 
' I = 

bedienen will, wo rechter Hand das positive oder das negative Vor­
zeichen gelten soll, je nachdem wenigstens eine der beiden Zahlen n, m 
positiv ist oder beide negativ ausfallen. 

§70. 
Beweis der im Fundamentalsatz 100 ausgesprochenen Beziehung zwischen den 

säinlliohen Charakteren eines Geselileclits. 

Der im § 69 bewiesene Hülfssatz 14 dient dazu, um den einen Teil 
unseres Fundamentalsatzes 100 zu beweisen. Bedeutet A irgend eine 
Idealldasse des Körpers X(|/m), ist dann a ein zu 2 und zu d primes 
Ideal der Klasse A, und wird w = rt:n(a) die mit dem betreffenden \'or-
zeichen gemäss § 65 versehene Norm des Ideals a, so ist das Product 
der sämtlichen Charaktere der Klasse A durch den Ausdruck: 

( n,m,\ f n,m\ 

~iry"y~v^ 
gegeben. Da n(a) die Norm eines Ideals ist, so muss eine jede in n zu 
ungerader Potenz vorkommende rationale Primzahl p im Körper X-(]'m) 
zerlegbar sein; es ist mithin nach Satz 96 m, von jeder solchen Primzahlp 
quadratischer Rest. Aus Hülfssatz 14 und unter Heranziehung der Formeln 
(c"')> («')) («") aus Satz 98 folgt daher: 

jjfn^\ 
(,w)\ W J 

- t -1 , 

wenn w alle in m enthaltenen ungeraden Primzahlen und die Primzahl 2 
durchläuft. 

Kommt nun in der Discriminante d des Körpers k(Y"i) die Prim­
zahl 2 vor, so ist schon hiermit bewiesen, dass für jede Klasse in X(y«j) 
das Product sämüicher Charaktere = -h 1 ist. 

Kommt dagegen die Primzahl 2 in d nicht vor, so hat man. wegen 

OT=1 nach 4, stets (~"-~ - j = - h l , und damit ist auch in diesem 

Falle der gewünschte Nachweis erbracht. 

Durch den soeben geführten Nachweis, dass das Product aller Cha­
raktere = - h l ist, erkennen wir zugleich, dass die Anzahl der Ge­
schlechter im (jnadratischen Körjiei' k(\'m) höchstens gleich der Hälfte aller 
an sich denkbaren Charaktei'ensystenie, d. h. höchstens gleich 2' '" ' sein 
kann. 
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Capitel XVIII. 

Die Existenz der Geschlechter im quadratischen Körper. 

§ 7 1 -
Der Satz von den Normen der Zahlen eines quadratischen Körpers. 

Es bleibt noch übrig, den anderen Teil des Fundamentalsatzes 100 
als richtig zu erkennen, d. h. den Nachweis zu führen, dass die eben ge­
fundene Bedingung, welche ein System von r Einheiten ± 1 notwendig 
erfüllen muss, damit dasselbe als das Charakterensystem eines Geschlechtes 
in X'd/m) vorkommen kann, auch für diesen Umstand hinreichend ist. 
Dieser Nachweis kann auf zwei völlig verschiedenen Wegen erbracht wer­
den; der erste Weg ist rein arithmetischer Natur, der zweite benutzt we­
sentlich transcendente Hülfsmittel. Der erste Beweis geschieht durch 
folgende Ueberlegungen: 

Satz 102. Wenn n, m zwei ganze rationale Zahlen bedeuten, von. 
denen m keine Quadratzahl ist, und die für jede beliebige Primzahl w 
die Bedingung 

fn^\ _ ^^ 
\ w / 

erfüllen, so ist die Zahl n stets gleich der Norm einer ganzen oder ge­

brochenen Zahl a des Körpers X;("l/m). 

( •/? 7}7 \ 

—' ) == -h 1 ist gemäss der Bemerkung auf 
w I 

S. 297 unten wenigstens eine der beiden Zahlen n, m negativ. Wir dürfen 
voraussetzen, dass n und m keine rationalen quadratischen Factoren ent-
haUen. Bedeutet dann p eine in n als Factor enthaltene Primzahl, welche zu­
gleich in der Discriminante d des Körpers X(]/m) aufgeht, so ist p gleich 
der Norm eines Ideals in X(]/m). Bedeutet ferner p eine ungerade, in 
n, aber nicht in m aufgehende Primzahl, so ist, wegen 

(-^) = (F) - - ' ' 
diese Primzahl p ebenfalls gleich der Norm eines Ideals in X("l/m). Ist 
endlich die Primzahl 2 in n, aber nicht in der Discriminante des Körpers 

,_ ( n,m\ ( 2,m\ . '^^ . 
'k(Ym) enthalten, so ist wegen I — - — 1 = ^—^—I — (,—-i; — "T^ 
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wiederum die Primzahl 2 gleich der Norm eines Ideals in k(]/m), und 
mithin giebt es in X;(]/m) gewiss stets ein Ideal j derart, dass | n | = w(i) 
wird. Wir wählen nun in der durch j bestimmten Idealklasse ein solches 
Ideal I' aus, dessen Norm « ( f ) ^ |]/c/| ist, wo d die Discriminante 
des durch "[/m bestimmten Körpers bedeutet. Dies ist nach Satz 50 stets 
möglich. Wir setzen dann j ' i ^ z j und n' = n.n{x); dabei bedeutet x 
eine ganze oder gebrochene Zahl in XCl/m), und es wird w' = ± « ( j ' ) , 
wo das positive oder das negative Vorzeichen gilt, je nachdem n.n{x) 
positiv oder negativ ausfällt. Die ganze rationale Zahl n' fällt daher 
insbesondere gewiss positiv aus, falls m negativ ist. Da d den Wert m 
oder 4 m hat, so ist gewiss | w ' | ^ 2 | ] / m | , und hieraus folgt \n"\<.'m\, 
sobald 2 |" l /m]<; |m| , d. h. | m | > 4 ist. Andererseits gilt wegen 

I / N ,. ^, . , (n,m\ (n',m\ 
n ^ w . w ( z ) die Gleichung I ) =" \ ) ^ ^ ~ ' ~ '''™ ^^'^^ 

( 7Yt 7t \ 

Formel (c") in Satz 98 auch I — ' - — l = - h l für jede beliebige Prim­

zahl w. 
Wir machen nun die Annahme, dass der zu beweisende Satz 102 

"bereits für jeden Körper X(l/m') feststehe, bei welchem die bestimmende 
Zahl m', mag sie positiv oder negativ sein, der Ungleichung \m'\<i\nv 
genügt. Sowie die vorhin gefundene Zahl w' die Bedingung | « ' | < ; | m { 
erfüllt und keine Quadratzahl ist, muss dann, da auch die Bedingung 
f m,n' \ 
\ ^ ) ~ ~^^ ^"'' ^^^^ beliebige Primzahl lo gilt, infolge der an­

genommenen Gültigkeit unseres Satzes 102, die Zalil m die Norm einer 

Zahl a' im Körper k(Yn') sein, d. h. es gibt zwei ganze oder gebrochene 

rationale Zahlen a und b derart, dass m = a-—n'b'- wird; wenn aber 

n' eine Quadratzahl ist, so versteht sich die Möglichkeit dieser 

Gleichung ohne weiteres. Da 6 + 0 sein muss, so folgt hieraus 

**' = [jfj ~^\iy) ^'^^^~^' ^- ^̂ ' ®̂  '̂ * " ' 'JiQ ^'orni einer Zahl l 

im Körper k{Ym.). Die Verbindung dieser Thatsache mit der Gleichung 

n' = n.n(x) ergiebt n = n{a), wo a=~ wieder eine Zahl in X"(VOT) 

bedeutet. 
Der vollständige lioweis unseres Satzes 102 wird hiernach offenbar 

geführt sein, sobald wir seine Hichtigkeit für alle die Fälle erkannt haben, 
in denen | m | ^ l und zugleich \n\y' \]/d\ statthat. Bei dieser Ein­
schränkung der Zahlen n, vi- treffen die Kedingnngen des Satzes 102 nur 
in 8 Fällen zu. Die Gleiehungen 
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l=nliY—'l), —2 = w(l/2), 

2 = n(l +] /=l) , 2 = w(l/=^), 

•2 = n(2-\-Yn _ 2 = n(l+y3), 

— l=«(l-j- |/2), ^s=n(Y3), 

zeigen, dass in diesen 8 Fällen unser Satz 102 gültig ist. 
Man erkennt leicht, dass der Satz 102 auch in der Abänderung zu-

( 7) 7)7 \ 

—' 1 ^ 4 - 1 nur für alle un­
geraden Primzahlen w verlangt, dann aber die Bedingung hinzugefügt 
wird, dass wenigstens eine der beiden Zahlen n, m negativ ist [Lagrange', 
Legendre'-, Gauss^]; in der That ist nach Hülfssatz 14 die Gleichung 

( n,m\ 
^2~j"" - h l dann von selbst miterfüllt. 

§72 . 
Die Klassen des Hauptgeschlechtes. 

Am Schlüsse des § 66 haben wir gezeigt, dass das Quadrat einer 
Idealklasse stets dem Hauptgeschlechte angehört. Durch den Satz 102 
des § 71 haben wir ein Mittel, die umgekehrte Thatsache einzusehen. 

Satz 103. In einem quadratischen Körper ist jede Klasse des Haupt­
geschlechtes stets gleich dem Quadrat einer Klasse. [Gauss'.] 

Beweis. Es sei H im Körper X;(]/m) eine Klasse des Haupt­
geschlechts, I ein solches Ideal aus der Klasse H, welches zur Discri­
minante d des Körpers X;(]/m) prim ausfällt, und n sei die mit dem be­
züglichen Vorzeichen gemäss § 65 versehene Norm des Ideals 1̂ . Diese 
Zahl n erfüllt dann für jede beliebige Primzahl w die Bedingung 

f n,m\ 

\ w J - 1 , und es ist mithin dem Satze 102 zufolge n = n(a), 

wo a eine ganze oder gebrochene Zahl des Körpers X(]/m) bedeutet. 

Setzen wir -5- = -— wo ! und f zu einander prime Ideale seien, so 
a l 

I st 
folgt " = 1 und mithin ist notwendigerweise f = sf. D a L s f r - » ! 

t . s t 
ist, so folgt I) o-> I^ 

Die eben bewiesene charakteristische Eigenschaft der Ideale des 

Hauptgeschlechts steht in engem Zusammenhange mit einer anderen gleich­

falls charakteristischen Eigenschaft dieser Ideale, welche in folgendem Satze 

ihren Ausdruck findet: 
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Satz 104:. Sind co,, cû  Basiszahlen des quadratischen Körpers k 
und •jjj, rj- Basiszahlen eines zum Hauptgeschlecht von k gehörigen Ideals 1), 
und ist endlich N eine beliebig gegebene ganze rationale Zahl, so lassen 
sich stets vier rationale Zahlen r^.^, r^^, r,^^, r̂ ,̂  finden, deren Nenner 
zu N prim sind, für welche die Determinante »'u'/'^j—^la^'si "̂ ^̂  ^ert 
± 1 hat, und vermittelst derer 

Vi _ '^ii"h+'>'v,'"'j 

% ~ ''ai^i-hJ-sofOs 

wird. 
Beweis. Man bestimme ein zu l) äquivalentes Ideal '^' =z ß'i), welches 

zu Nd prim ist. Wie in dem Beweise zum Satz 103 bereits benutzt 
wurde, ist ü = don(l)'), wenn das Vorzeichen gemäss § G5 gewählt wird, 
stets gleich der Norm einer ganzen oder gebrochenen Zahl a im Körper k. 
Das Ideal af)' = aß'i) besitzt die Basiszahlen 

aßrj^ = cejjCOjH-ßjjCo ,̂ 

aßrj,^ = ajjCOg-höjgCOj, 

wo a^p ßjj) Ö-91) 0̂92 g^i^e rationale Zahlen bedeuten. Wegen w(a]^')=m' 
ist die Determinante aj^flSj,—^12*21 ^ ^n', und daher besitzen die vier 

ttjj ßjg a^j a.,,, 
Zahlen r,, =—^^- , r „ : ^ - ^ r — , r„, ^^—i^ , r„o = ^ ' die im Satze 

11 Jl li ^ ' Jl ,̂ ( U JJ 

behaupteten Eigenschaften. 

§ 7 3 . 
Die ambigen Ideale. 

Im quadratischen Körper k werde ein Ideal a ein amhiges Ideal 

genannt, wenn es nach Anwendung der Operation S = (|//M, : — y?«) un­
geändert bleibt, und wenn es ausserdem keine ganze rationale Z.ihl 
4 = ± 1 als Factor enthält. (Vgl. §57.) Es gilt die Tliatsache: 

Salz 105. Die / in der Discriminante (/ des Körpers X' aufgehen­
den, von einander verschiedenen Primideale l,. . . . . 1, und nur diese, sind 

ambige Primideale in X:. Die 2' Ideale 1, Ij , 1 1,1.>< • • •• 1,1.) • • • 1, 
machen die öesamtheit aller ambigen Ideale des Körpei's X aus. 

Beweis. Dass die Primideale I,, . . . , 1,. nnd nur diese, ambig sind, 
folgt aus Satz 96. Ist nun a = p(l.-.V ein beliebiges, in Primideale zer­
legtes ambiges l(le;il, so müssen wegen n = s a die zu den Primideideu 
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p, q, . . . , r conjugirten Primideale sp, sq, . . ., sx, von der Reihenfolge 
abgesehen, mit p, q, . . ., t übereinstimmen. Wenn etwa sp = q sich 
herausstellen würde, so besässe a den Factor p.sp, welcher gleich einer 
gauzen rationalen Zahl ist; da dieser Umstand der Erklärung des am­
bigen Ideals zuwider wäre, so muss notwendig p = sp sein und ebenso 
q = s q , . . . , x=^sx, d .h. die einzelnen Primideale p, q, . . ., r sind 
sämtlich ambig. Da die Quadrate der Ideale I,, . . . , 1̂  gleich ganzen 
rationalen Zahlen werden, so schliessen wir ebenso, dass die Ideale 
p, q, . . ., r notwendig unter einander verschieden sind; damit ist auch 
der letzte Teil des Satzes 105 bewiesen. 

§ 7 4 . 
Die ambigen Idealklassen. 

Wenn a ein Ideal der Klasse A ist, so werde diejenige Idealklasse, 
der das Ideal sa angehört, mit sA bezeichnet. Ist insbesondere A = sA, 
so heisst die Idealklasse A eine amhige Idealklasse. Da das Pro­
duct a.sa t-J 1 ist, so wird A.sA=l; und folglich ist das Quadrat 
einer jeden amhigen Klasse gleich der Hauptklasse 1. Umgekehrt, wenn 

das Quadrat einer Klasse A gleich 1 ist, so wird A^—^ = sA, und 

folglich ist A eine ambige Klasse. 

§ 7 5 . 
Die durch ambige Ideale bestimmten ambigen Idealklassen. 

Es entsteht nun die Aufgabe, alle amhigen Klassen in k aufzustellen. 
Da offenbar ein jedes ambige Ideal a vermöge seiner Eigenschaft a = sa 
eme ambige Klasse bestimmt, so haben wir vor allem zu untersuchen, 
wie viele von einander verschiedene ambige Klassen aus den 2' ambigen 
Idealen entspringen. Wir bezeichnen allgemein irgend welche vorgelegte 
Idealklassen als yon einander unahhängige Idealklassen, wenn 
keine darunter die Klasse I ist und auch keine gleich einem Producte 
von Potenzen der übrigen dieser Klassen gesetzt werden kann. Wir 
sprechen dann folgende Thatsache aus: 

Satz 106. Die t ambigen Primideale bestimmen im Falle eines 
imaginären Körpers stets t—1 von einander unabhängige ambige Klassen; 
im Falle eines reellen Körpers bestimmen sie t—2 oder t—1 von ein-
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ander unabhängige ambige Klassen, je nachdem die Norm der Grund­
einheit £ des Körpers n(e) =-i-l oder = — 1 ist. Die sämtlichen 2' 
ambigen Ideale bestimmen im Falle eines imaginären Körpers 2'"^ und 
im Falle eines reellen Körpers, entsprechend der eben gemachten Unter­
scheidung, 2'~^ bez. 2 ' - i von einander verschiedene ambige Klassen. 

Beweis. Das Product aus sämtlichen in m aufgehenden Primidealen 
ist gleich "j/m und mithin ein Hauptideal in k. Ist zunächst m negativ, 
jedoch von —1 und — 3 verschieden, und (a) ein ambiges Hauptideal 
in k, so muss a^~« als Einheit notwendig = (—1)' sein, wo e die Werte 
0 oder 1 haben kann; hieraus folgt: 

{aCl/m)*}!-" = 1 oder a(Ymy = s{a(Y^y], 

d. h. ttC^my ist dann eine ganze rationale Zahl. Damit ist bewiesen, 
dass in einem imaginären Körper X;(]/»?) — von k(Y—1) und k(Y—3) 
abgesehen — ge'wiss ausser 1 und j / m kein ambiges Hauptideal vorhanden 
ist. Die beiden hier zunächst ausgeschlossenen Fälle erledigen sich un­
mittelbar im Sinne des zu beweisenden Satzes 106. 

Bei der Entscheidung der fraglichen Verhältnisse für einen reellen 
Körper k kommt es darauf an, ob die Norm der Grundeinheit £ des 
Körpers gleich - h l oder —1 ausfällt. 

Ist nämlich TO(£) = - h l , so kann man nach Satz ÜD die Formel 
£ = a""-"' durch eine ganze Zahl a in k befriedigen und noch a ohne 
rationalen Factor 4 = ± 1 voraussetzen. Wegen a^s.sa ist dann (er) ein 
ambiges Hauptideal. Dieses Hauptideal (a) ist von 1 und von ]//« ver­
schieden; denn wäre a = ±s-f oder ^dze-'^Ym, wo der Exponent/ 
eine ganze rationale Zahl bedeutet, so würde 

cxi-» = (—l)'^£(i-«^/=(—1)«£2/ (e=0 bez. 1) 

folgen; letzterer Ausdruck aber ist stets von £ verschieden. Ist ferner a' 

ein beliebiges ambiges Hauptideal des Körpers k, so ist notwendigerweise 
:(—!)*£•'', wo die Exponenten e und /' ganze rationale Zahlen a 

ll-s . 

a bedeuten. Setzen wir a" = =r , so folgt «"'-» = 1. d.h. a" 
(l/m)"«/ 

ist eine rationale Zahl, und danach giebt es ausser 1, Y»> und a nur 
noch ein ambiges Ilauptideal, das durch Bel'reiuug des Products ]/«(.rt 
von etwaigen ganzen rationalen Factoren =t=±l entsteht. 

Ist andererseits n(e) = — 1 , so giebt es kein von 1 und ] ni ver-
schi(;danes ambiges Ilauptideal in X'; denn ist (n) ein beliebiges ambiges 
Ilauptideal in /', so gilt notwendigerweise eine (üeieliung («'-•••• = (—!)''£/ 
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mit ganzen rationalen e , / ; wegen n ( « i - « ) ^ - h l ergiebt sich (« (e ) ) /= -h- l , 

d. h. / ist eine gerade Zahl. Setzen wir a' = — ^ j - , so folgt 

a ' ^ ~ ' = - h l , d .h. et' ist eine rationale Zahl. 
Wir drücken nun von den t ambigen Primidealen in k ein geeignetes 

durch j / m und die t—1 übrigen ambigen Primideale und, wenn der 
Körper X reell und zugleich n(e) = - h l ausfällt, weiter noch von diesen 
t—1 ambigen Primidealen ein geeignetes durch a und die t—2 übrigen 
dieser Ideale aus. Hierdurch erkennen wir die Richtigkeit des zweiten 
Teiles des Satzes 106. 

§76 . 
Die ambigen Idealklassen, welche kein ambiges Ideal enthalten. 

Es gilt die folgende Thatsache: 
Satz 107. Es giebt im quadratischen Körper k dann und nur dann 

eine ambige Klasse, welche kein ambiges Ideal enthält, wenn der Körper k 
reell ist, das Charakterensystem von —1 in ihm aus lauter positiven 
Einheiten besteht und endlich die Norm der Grundeinheit gleich - h l aus­
fällt. Sind diese Bedingungen erfüllt, so entstehen alle überhaupt vor­
handenen Klassen von jener Beschaffenheit dadurch, dass man eine be­
liebige unter ihnen der Reihe nach mit allen aus den ambigen Idealen 
entspringenden Klassen multiplicirt. 

Beweis. Wenn der Körper k reell ist und das Charakterensystem 
von —1 in ihm aus lauter positiven Einheiten besteht, so giebt es nach 
Satz 102 in k stets eine ganze oder gebrochene Zahl a, deren Norm 
= —1 •wird. Ist femer die Norm der Grundeinheit n{s)^=-\-l, so ist 

i 
diese Zahl a notwendig eine gebrochene. , Setzen wir a ^ -77-, wo j und j ' 

zu einander prime Ideale sein sollen, so wird -r,—rr^l? und hieraus 

folgt j ' = s\, also j t-i s\, und j bestimmt folglich eine ambige Klasse. 
Diese ambige Klasse enthält kein ambiges Ideal. Wäre nämlich ein Ideal 
a = iß, wo ß eine ganze oder gebrochene Zahl des Körpers k bedeutet, 
ambig, so würde a^^' = aß^-' folgen, und mithin wäre aß'--' gleich 
einer Einheit, etwa = (—1)«£/ und folglich n{a) = -\-l, -was der 
Construction der Zahl a zuwiderliefe. Damit ist bewiesen, dass die durch 
j bestimmte ambige Klasse kein ambiges Ideal enthält. 

Jaliresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 2 0 
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Es sei jetzt A eine beliebig gegebene ambige Klasse und \ ein Ideal der­
selben, so ist i'~» gleich einer ganzen oder gebrochenen Zahl a des Körpers k, 
und es wird die Norm n(a) entweder = - + - ] oder = — 1 sein. Der erstere 
Fall ist der einzig mögliche, wenn der Körper k imaginär ist, oder wenn der 

f —l,m\ 
Körper k reell ist und wenigstens einer von den Charakteren I 1 

den Wert —1 besitzt. Sowie nun n(a) = - h l ist, folgt nach Satz90, dass 

— = 51-» wird, wo ß eine ganze Zahl ß in k bedeutet; dann ist 
et 

(ißy-' = 1, d. h. iß gleich dem Product eines ambigen Ideals in eine 
rationale Zahl, und die Klasse A enthält mithin ein amhiges Ideal. Ist 
andererseits n{a) = •—1 und zugleich n(e) = — 1 , so wird n(ea) = -l-l, 
und wir beweisen wie vorhin, dass die Klasse A ein ambiges Ideal ent­
hält. Daraus ersehen wir, dass jede ambige Klasse ein ambiges Ideal 
enthält, falls der Körper k imaginär ist, und desgleichen, falls der Körper k 
reell ist und für ihn entweder einer der Charaktere von —1 den Wert 
—1 besitzt oder n(e) = —1 ausfällt. 

Nehmen wir endlich in dem weiteren Falle, dass keiner dieser Um­
stände zutrifft, an, es gebe in X; mehrere ambige Idealklassen, die kein 
ambiges Ideal enthalten, und wählen aus zweien darunter je ein Ideal, j 
und j ' , aus, so zeigt die vorhin dargelegte Entwrickelung, dass die Normen 
der beiden Zahlen a = j ' ~ " ' und a' = j ' ' " ' notwendig den Wert —1 

besitzen, und es wird folglich ni — j = - h l . Nach Satz 90 ergiebt 

a 
sich hieraus eine Darstellung —j- = ß^—^ mit Hülfe einer geeigneten ganzen 

i'S 
Zahl ß in k. Setzen wir -^—=zba, wo b eine rationale Zahl nnd a 

1 
ein Ideal ohne ganzen rationalen Factor =|=±1 bedeute, so folgt wegen 

I-'-—1 = 1 die Gleichung a = sa, d.h. a ist ein ambiges Ideal; 

und dabei ist ),' (-* a\. Damit haben wir auch den letzten Teil unseres 
Satzes 107 bewiesen. 

§77 . 
Die Anzahl aller ambigen Klassen, 

Die Sätze 106 mid 107 ermöglichen die Berechnung der Anzahl 
aller amhigen Klassen. 

Sa/s 108. Es giebt in jedem Falle im Körper X: genau r—1 von 
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einander unabhängige ambige Klassen, wo r die Anzahl der Einzelcharak­
tere bedeutet, die das Geschlecht einer Klasse bestimmen. Die Anzahl 
der sämtlichen von einander verschiedenen ambigen Klassen ist daher 
gleich 2 ' ' - i . 

Beweis. Es sei wieder t die Anzahl der verschiedenen in' der Dis­
criminante d des Körpers X; aufgehenden rationalen Primzahlen. Betrachten 
wir zunächst den Fall, dass X; ein imaginärer Körper ist, so folgt aus 
den Sätzen 106 und 107 das Vorhandensein von genau 2'~i ambigen 
Klassen in k; diese entspringen sämtlich aus ambigen Idealen. Jetzt sei 
der Körper X; reell; besteht das Charakterensystem der Zahl —1 in k aus 
lauter positiven Einheiten, so folgt desgleichen aus den Sätzen 106 und 
107 das Vorhandensein von genau 2'—^ ambigen Klassen in k; von 
diesen V~'- ambigen Klassen entspringen hier entweder sämtliche oder 
nur die Hälfte aus ambigen Idealen, je nachdem n{a) = —1 oder = - h l 
ausfällt. Besitzt jedoch die Zahl —1 für k wenigstens einen negativen 
Charakter, so ist stets n(E)^^-+-!', nach den Sätzen 106 und 107 giebt 
es dann nur 2'—- ambige Klassen in k, und diese entspringen sämtlich 
aus ambigen Idealen. Nun ist die Anzahl r der Einzelcharaktere = <—1, 
wenn der Körper X; reell ist und überdies die Zahl — 1̂ für k wenigstens 
einen negativen Charakter besitzt; es ist r = t in jedem anderen Falle; 
damit ist unser Satz. 108 bewiesen. 

§78 . 
Der arithmetische Beweis für die Existenz der Geschlechter. 

Die gewonnenen Resultate setzen uns in den Stand, auf die Frage 
nach der Anzahl der Geschlechter die Antwort zu finden, die im Funda­
mentalsatze 100 ausgesprochen ist; wir können nämlich beweisen, dass diese 
Anzahl stets gleich 2''—'- ist, und dass mithin alle diejenigen Charakteren­
systeme, die der Bedingung des Satzes 100 Genüge leisten, wirklich unter 
den Geschlechtern vertreten sind. Wir bezeichnen die Anzahl der von 
einander verschiedenen existirenden Geschlechter mit g und die Anzahl 
der Klassen des Hauptgeschlechtes mit / . Da nach § 66 alle Geschlechter 
die gleiche Anzahl von Klassen enthalten, so ist die Anzahl h sämtlicher 
Klassen des Körpers h = gf. Bezeichnen wir ferner die / Klassen des 
Hauptgeschlechtes mit S j , . . ., H^., so können vfix nach dem Satze 103 
H^ = Kl, ..., E_^ = K^ setzen, vfoK^, ..., K^ gewisse/Klassen des 
Körpers bedeuten. 

20* 
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Es sei jetzt C eine beliebige Klasse des Körpers; da C offenbar 
zum Hauptgeschlecht gehört, so ist C = K^, wo K eine ganz bestimmte 

C 
der eben eingeführten Klassen Ä^, . . . , K, bedeutet. Es ist d a n n - ^ , 

a 

d. h. diejenige wieder ganz bestimmte Klasse A, für welche C=AK 
wird, eine ambige Klasse, und es stellt also der Ausdruck AK, wenn 
A alle ambigen Klassen und K die Klassen K^, . . ., K durchläuft, eine 
jede überhaupt vorhandene Idealklasse des Körpers dar, und auch jede 
nur auf eine Weise. Da nach Satz 108 die Anzahl der ambigen Klassen 
2''"^ beträgt, so ergiebt sich h = 2 ' ' ^ ' / , und es führt die Zusammen­
stellung dieser Gleichung mit der oben gefundenen h = gf zu der Bezie­
hung g = 2"""^. Damit ist der Fundamentalsatz 100 vollständig bewiesen. 
[Gauss'.] 

§79. 
Die transcendente Darstellung der Klassenanzahl und eine Anwendung darauf, 

dass der Grenzwert eines gewissen unendlichen Productes positiv ist. 

Der zweite Beweis für die Existenz der 2''"'^ Geschlechter beruht 
auf transcendenter Grundlage; wir entwickeln der Reihe nach die folgenden 
Sätze: 

Satz 109. Die Anzahl h der Idealklassen des quadratischen Körpers X 
mit der Discriminante d bestimmt sich durch folgende Formel: 

xh = L n-
- ( . ) 1 _ ( ^ ) ^ - . 

Hierin ist das Product rechter Hand über alle rationalen Primzahlen p 

zu erstrecken, und das Symbol 1 — | hat die in § 61 festgesetzte Bedeu­

tung. Für den Factor x gilt, je nachdem der Körper k imaginär oder 

reell, also d negativ oder positiv ist: 

271- , 21ogf 
X = p = - bez.- X = ~ - • 

w\Yd\ iiAfi 
Dabei bedeutet w für </ = — 3 die Zahl 6, für d=—4 die Z.ahl 4, 
für jedes andere negative d die Zahl 2: andererseits verstehe man für 
einem reellen Körper k unter ,>• jetzt speciell diejenige seiner vier Grund-
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einheilen, welche > 1 ist, und unter log£ den reellen Wert des Loga­
rithmus dieser Grundeinheit £. [Dio'ichlet^''^.] 

Beweis. Nach § 27 gilt, solange s reell und >• 1 ist: 

ffl "(i)^ (rt i - « ( p ) - ^ ' 

wo das Product über alle Primideale p des Körpers k zu erstrecken ist. 
Ordnen wir dieses Product nach den rationalen Primzahlen p, aus welchen 
die Primideale p herstammen, so gehört, wie aus Satz 97 folgt, zu einer 
beliebigen rationalen Primzahl p in dem Producte das Glied: 

1 1 1 
oder — T— oder ( 1 - ^ - 0 ^ - - 1-^-2» — - i _ p -

je nachdem ( - ^ | = - h l , =—1, = 0 ist. Wir schreiben diese drei 
,p 

Ausdrücke in der ihnen gemeinschaftlichen Form: 

1 1 

'""' '-,7'^-•i^}' 
und erhalten so: 

Aiy' .p. 

wo die beiden Producte rechter Hand 'über alle rationalen Primzahlen p 

zu erstrecken sind. Wegen 

L {(s-l)/Z , ^ , 1 = L { ( s - l ) 2 ^ | = 1, 

wo n alle positiven ganzen rationalen Zahlen durchläuft, wird dann: 

1 
L{{s-l)t{s)} = L n 

..),_(A),-» 
Die Richtigkeit unseres Satzes 109 folgt nun ans Satz 56, wenn wir den Wert 
von X nach § 25 aufstellen. Zur Ermittelung von w ist zu berücksichtigen, 

, , , , l ± l / ^ ^ 
dass der Körper X("|/—3) die 6 Einheits wurzeln ± 1 , i±: ^ ' 

der Körper k{Y^—^) die 4 Einheitswurzeln ± 1 , ± * , dagegen ein jeder 
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andere imaginäre quadratische Körper k nur die beiden Einheitswurzeln 
d z l enthält. (Vgl. §62.) 

Die wichtigste Folgerung der eben bewiesenen Thatsache ist der Satz: 
Satz 110. Bedeutet a eine beliebige ganze rationale positive oder 

negative Zahl, nur nicht eine Quadratzahl, so ist der Grenzwert 

1 

L n -i—. 

-" '-{jV 
stets eine endliche und von 0 verschiedene Grösse. [Dirichlet^^^i] 

Beweis. Es sei a = b'^m, wo ö^ die grösste in a aufgehende Quadrat­

zahl sein soll; es sei ferner d die Discriminante des durch ]/ä^ bestimmten 

quadratischen Körpers. Dann folgt für jede ungerade und nicht in b auf­

gehende rationale Primzahl p gewiss die Gleichung 1 — 1 = 1 — 1 • Die 
beiden unendlichen Producte 

1 1 
n ,-rs und n 
(p) '-ijy '"-(7)= - p / ' \p 

können demnach nur in einer endlichen Anzahl von Factoren von ein­
ander abweichen. Da das erstere Product nach Satz 109 in der Grenze 
für s = 1 endlich bleibt, so gilt daher dasselbe auch von dem zweiten 
Product. 

§80. 
Das Vorhandensein unendlich vieler rationaler Primzahlen, nach denen gegebene 

Zahlen vorgeschriebene quadratische Restcharaktere eriangen. 

Mit Hülfe des Satzes 110 beweisen wir der Reihe nach folgende 
Thatsachen: [Dirichlet^, Kronecker^°.] 

Satz 111. Bedeuten a^, a.,, . .., a^ irgend t ganze rationale, po­
sitive oder negative Zahlen von der Art, dass keine der 2"' — 1 Zahlen 
rt,, rt^, . . . , ö^, a^a.j, ..., a^_^(i^, . . ., a^a.^...a^ eine Quadratz;ihl 
wird, und sind c^, c.,, . . ., ĉ  nach Belieben vorgeschriebene Einheiten 
- h l oder — 1 , so giebt es stets unendlich viele rationale Primzahlen p. 
für die 

&-•• (?)-<^ (;)=. 
ist. 
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Beweis. Wir haben, solange s > 1 ist: 

log .S-^ = ,21og ^ = JS J__4_Ä 

(p) P (p) P 

Da der Ausdruck S, wie in § 50 gezeigt worden ist, für s = 1 endlich 
bleibt, so folgt, dass die über alle rationalen Primzahlen p erstreckte 
Summe 

(26.) 2 — 

bei Annäherung von s an 1 über alle Grenzen wächst. Ist ferner a eine 
beliebige ganze rationale Zahl, so gilt ähnlich für s > 1 stets: 

log 
(P) 

ist a nicht eine Quadratzahl, so bleibt nach Satz 110 log fZ 

"• ' - ( 7 ) " -
für s = 1 endlich, und da das Gleiche von dem Ausdruck S^ gilt, so 

folgt, dass dann auch die Summe 

(27.) ^ { ^ ) ~ 
(p)\p / P' 

für « : = 1 sich einer endlichen Grenze nähert. Wir setzen nun in (27.) 

a = « 1 « 2 ' • • • ^t 

ein und geben jedem der t Exponenten u^, u^, . .., u^ den Wert 0 

oder 1, jedoch so, dass das Wertsystem «^ = 0, u^ = 0, . . ., u^ = 0 

ausgeschlossen bleibt. Wird dann jede so aus (27.) herzuleitende Summe 

noch mit dem entsprechenden Factor c"' c^'. .. c"< multiplicirt, und werden 

die hervorgehenden 2'—1 Ausdrücke sämüich zu (26.) addirt, so entsteht: 

Diese Summe wird, ebenso wie (26.), bei Annäherung von s an 1 über 
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alle Grenzen wachsen. Sehen wir von den Gliedern ab, die den in a.^a^.. .c^ 
aufgehenden Primzahlen p entsprechen, und die nur in endlicher Anzahl 

J 
vorhanden sind, so ist im übrigen die Summe (28.) gleich 2'.2—,—, 

(.p')P ' 
wo p' nur alle diejenigen Primzahlen p durchläuft, für welche die im 
Satze 111 verlangten Bedingungen sämtlich erfüllt sind. Da mitMn auch 
diese letzte Summe für s = : 1 über alle Grenzen wächst, so folgt, dass 
jene Primzahlen p' in unendlicher Anzahl vorhanden sein müssen. Damit 
ist Satz 111 bewiesen. 

§ 8 1 . 
Das Vorhandensein unendlich vieler Primideale mit vorgeschriebenen 

Charakteren in einem quadratischen Körper. 

Safe 112. Sind 

.r(i) = ( ^ ^ ) , • • . X.(i) = ( ^ ^ ) 
die r Einzelcharaktere, welche das Geschlecht eines Ideals j in X; be­
stimmen, und bedeuten c,, . . ., c beliebig angenommene, der Bedingung 
c^... c^ = -{-l genügende r Einheiten ± 1 , so giebt es stets unendüeh 
viele Primideale p im Körper k, für welche 

%ß) = Cv • • ; XrOfÖ^Or 
ist. 

Beweis. In der Discriminante d des Körpers seien die t rationalen 

Primzahlen l^, . . ., l^ enthalten. Es ist * = »• oder ^ j - - h l ; in letz­

terem Falle sei 1 ^^— 1 ^ — 1 , und die Bedingung I ^ - — j ^ - h l 

diene zur Be.stimmung des Vorzeichens in zt:n(\). Zugleich schreiben 
wir in diesem Falle c.^ c , , ^ - h l • Wir beweisen nun zunächst, dass 
es unendlich viele rationale Primzahlen p giebt, für welche 

(-T)-" ' i-r)-'-
ist, und unterscheiden zu dem Zweck drei Fälle, je nachdem ; » ^ 1. = .'i. 
oder = 2 nach 4 ist. 

Im ersten Falle gehen wir von den Forderungen 
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aus. Nach Satz 111 giebt es unendlich viele Primzahlen p, welche 
diesen Gleichungen genügen. Da die erste Gleichung auf p ^ 1 nach 4 
hinauskommt, so wird für diese Primzahlen p dann 

(T)=(i)-(j)=. 
für * ^ 1, . . . , t gelten. 

Im zweiten Falle sei unter den Primzahlen /,, . . . . / etwa / die 
1 ^ ^ t z 

Primzahl 2. Ist dann c _ : = - h l , so legen wir die Forderungen 

(i;̂ ) =+'' (}) = '. (i = l, . . . , z — l, 2-1-1, . . . , t) 

p ) • \p.-

zu Grunde, und es folgt nach Satz 111, dass es unendlich viele diesen 
Gleichungen genügende Primzahlen p giebt. Wegen der ersten Gleichung 

Ip, 'm\ (P,''^\ (P\ (h\ 
'wird I —^— 1 = -f-1 = c^ und überdies I —^— 1 ^ I -— j = I — I = ĉ  

für i= 1, . . ., z—1, z-\-l, . . ., t. Ist dagegen ĉ  = — 1 , so fordern wir: 

- 1 ) 2 G., (i = l, . . . , 2 - 1 , 2-1-1, . . . , 0 
p J \p J ' ' 

und die unendlich 'vielen, diesen Gleichungen genügenden Primzahlen p 
erfüllen zugleich die Bedmgungen: 

für i= 1, . . ., z—1, 3 - h l , . . ., /. 
Im dritten Falle endlich suchen wir wieder /, = 2 heraus. Wir 

stellen die Forderungen: 

2 \ f l. 

(-r)=-'- ())='-' 

-1, ^+1, ..., 0; 

es existiren nach Satz 111 unendlich viele Primzahlen p, welche ihnen 

genügen, und für welche dann 

. - T T - l 

,1 

und überdies , , , , , , 

2 - h l , . . ., / wird. 
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Es bedeute nun p eine beliebige solche rationale Primzahl, dass 

gilt. Nach Hülfssatz 14 ist dann 

,#;f)=(^f)K=)"'(^)-+'' 
und folglich 

(y)v-,-(y) = +'̂  
also findet man p im Körper k in das Product zweier Primideale p und p' 
zerlegbar. Jedes dieser Primideale p und p' erfüllt die Bedingungen des 
zu beweisenden Satzes 112. 

§82. 
Der transcendente Beweis für die Existenz der Geschlechter und für die übrigen 

in §71 bis §77 erlangten Resultate. 

Der Satz 112 zeigt nicht nur die Existenz der 2''—^ Geschlechter 
von neuem, sondern er deckt zugleich eine andere tiefer liegende That­
sache auf: 

Satz 113. Unter den Idealen eines beliebigen Geschlechtes im qua­
dratischen Körper giebt es stets unendlich viele Primideale. 

Hat man den Satz von der Existenz der 2''"^ Geschlechter auf dem 
zweiten transcendenten Wege unabhängig von den Sätzen 102, 103 und 
108 festgestellt, so ist es leicht, nachträglich auch diese Sätze zu ge-
•winnen. Man hat nämlich dazu nur noch die Kenntnis der Thatsache 
nötig, dass die Anzahl a der ambigen Klassen in k jedenfalls fE; 2''~i ist. 
Diese Thatsache folgt ans Satz 106 über die Anzahl derjenigen ambigen 
Klassen, welche aus ambigen Idealen entspringen, in Verbindung mit den 
Schlüssen im zweiten und dritten Absatz des Beweises zu Satz 107; sie 
steht bei solcher Ableitung völlig unabhängig von Satz 102 da. 

Es bezeichne dann, wie oben, / die Anzahl der Klassen dos Hanpt-
goschlechtes, g die Anzahl der Geschlechter und ferner / ' ' die .Anzahl 
derjenigen unter den / Klassen des llauptgeschlechtes, welche gleich Qua­
draten von Klassen sind. Es folgt wie in §78 , dass gf=af' ist. nnd 
da nunmehr bereits g = 2 ' '" ' bewiesen, ferner a ^ 2''—' sicher ist, 
und selbstverständlich /'' /' besteht, so ergiebt sich hieraus / ' = y ' und 
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« = 2' '-i . Die erste Gleichung beweist den Satz 103, die zweite den 
Satz 108 und sodann den Satz 102 für n = — l. Aus Satz 103 und 
dem letzten Ergebnisse endlich folgt der Satz 102 vollständig. Denn die 
Zahl n darin ist wegen der für sie gestellten Bedingungen gleich der Norm 
emes Ideals f) des Hauptgeschlechtes, versehen mit einem Vorzeichen in 
der in § 65 festgesetzten Weise. Bedeutet dann ! ein solches Ideal, dass 

1} <-) f• ist, so muss a = ''^ eine ganze oder gebrochene Zahl des 

Körpers k sein, und zwar ergiebt sich n(a) = ±n, woraus der Satz 102 
folgt, sobald man berücksichtigt, dass er für n = —1 gilt. 

So sind durch die zuletzt entwickelte tianscendente Methode die 
Resultate in §71 — §78 gerade in umgekehrter Reihenfolge zum Nach­
weise gelangt, als sie auf dem zuerst eingeschlagenen rein arithmetischen 
Wege gefunden wurden. 

§ 8 3 . 
Die engere Fassung des Aequivalenz- und Klassenbegriffes. 

Wenn 'wir den in § 24 dargelegten engeren Begriff der Aequivalenz 
zweier Ideale zu Grunde legen, so erfahren die in den Capiteln XVII 
und XVni aufgestellten Sätze nur einfache, leicht zu ermittelnde Modi-
ficationen. 

Zunächst ist klar, dass der engere Aequivalenzbegriff in einem ima­
ginären Körper k unter allen Umständen und in einem reellen Körper k 
sicherlich immer dann mit dem ursprünglichen Aequivalenzbegriffe zu­
sammenfällt, wenn für den Körper die Norm der Grundeinheit n(e)^^ — 1 
ist. Wenn aber k reeU ist und n(e)^-\-l aufweist, so löst sich eine 
Idealklasse im Sinne der früheren Einteilung bei der neuen Einteilung 
regelmässig in zwei Klassen auf; insbesondere entstehen aus der früheren 
Klasse der Hauptideale die zwei durch das Hauptideal (1) und durch das 
Hanptideal ( l /m) vertretenen Klassen der neuen Einteilung. Bezeichnet 
h' die Anzahl der Idealklassen bei Benutzung des engeren Aequivalenz-
begriffes, so ist daher unter den gegenwärtig angenommenen Umständen 
h' = 2h. [Dedekind'.] 

§84 . 
Der Fundamentalsatz für den neuen Klassen- und Geschleohtsbegriff. 

Dem neuen Klassenbegriff entspricht ein neuer Geschlechtsbegriff: 

das Geschlecht eines Ideals J im Körper X(]/m) soll nämlich nunmehr in 
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allen Fällen gleichraässig durch die / Einheiten 

/ - h w ( j ) , m \ f-\-n(\ym'\ 

1 * 

charakterisirt werden, wo die Norm von j, im Unterschiede von der frü­
heren Festsetzung stets das positive Vorzeichen erhält. Für einen ima­
ginären Körper k stimmt dieser neue Geschlechtsbegriff mit dem alten 
völlig überein. Das Gleiche gilt für einen reellen Körper k, falls das 
Charakterensystem der Zahl —1 in k aus lauter positiven Einheiten besteht. 
Der letztere Umstand muss offenbar immer eintreten, wenn für k die Norm 
der Grundeinheit = — 1 ist. Nun sei k reeU und für k die Norm der 
Grundemheit = - h l , so sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
das Charakterensystem der Zahl —1 in X; aus lauter positiven Einheiten 
besteht oder nicht. 

Im ersteren Falle gehören die Ideale (1) und a = (Y^) beide zum 
nämlichen Geschlechte, da sich 

=+1 
/ n(a), m\ f+m, m\ f-+-m, m\ f—l,''n\ / — m , TO\ 

l ~ ? ~ / ~ \~i^) ~ \^~) \T~) - \~^r~')'' 
für i=l, . . . , t ergiebt. Die neuen Geschlechter umfassen also die 
nämlichen Ideale wie die alten, und die Zahl der Geschlechter ist wiederum 
= 2'-i. 

Im zweiten Falle gehören die beiden Idealklassen, welche durch 
das Ideal (1) und durch das Ideal a^(Y^) repräsentirt werden, zu 
verschiedenen der neuen Geschlechter. Die Anzahl der neuen Geschlechter 
ist doppelt so gross, als die der alten; nun war für diesen Fall die Anzahl 
der Einzelcharaktere bei Zugrundelegung des ursprünglichen Geschlechts­
begriffs nur = /—1 und die Anzahl der alten Geschlechter daher = 2'~-: 
es ergiebt sich somit die Anzahl der neuen Geschlechter, ebenso wie im 
ersten Falle, = 2'~'. Da ferner in jedem Falle das Product 

(^)'"(^) = +' 
ist, so gilt der Fundamentalsatz 100 auch bei Zugrundelegung des neuen 
Klassenbegriffes mit dem entsprechenden Gcschlechtsbegriffe, wenn nur 
darin t statt r gesetzt wird. 

Die übrigen Thatsachen und Beweise der Capitel XVII und XVIII 
lassen sich ebenfalls ohne Schwierigkeit umgestalten, und einige derselben 
erhalten bei Vorwendung der neuen Begriffe sogar noch einen einfacheren 
Ausdruck. 
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Capitel XIX. 

Die Bestimmung der Anzahl der Idealklassen des quadra­
tischen Körpers. 

§ 8 5 . 

Das Symbol y—j für eine zusammengesetzte Zahl n. 

Ein bemerkenswerter Ausdruck für die Anzahl h der Idealklassen 
des quadratischen Körpers k ergiebt sich aus der Formel des Satzes 109, 
wenn wir die rechter Hand stehende Grösse 

L 7 I - ' 
S=l (p) j _ IJ)"-

durch Rechnung in geschlossener Form auswerten. Zu dem Zwecke ist 

es nötig, das Symbol (— j auch für den Fall zu definiren, dass n eine 

zusammengesetzte ganze rationale positive Zahl bedeutet. Ist n=pq...w, 
wo p, q, . . ., vj rationale gleiche oder verschiedene Primzahlen sind. 
so definiren 'wir: 

(̂ ) = (f)(f)"'fe> .pj\q 

femer soll l^j-l stets - h l bedeuten. Dadurch wird für s > 1: 

1 _ ^(d\y}_ 

wo die Summe sich über alle ganzen rationalen positiven Zahlen n er-
stieckt. Die Berechnung des Grenzwertes dieser Summe für s = 1 führt 
zu einem geschlossenen Ausdruck für die Klassenanzahl h; wir sprechen 
das Resultat in dem jetzt folgenden Satze aus. 
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§86 . , 
Der geschlossene Ausdruck für die Anzahl der Idealklassen. 

Satz 114. Die Anzahl h der Idealklassen des Körpers X;(|/m) ist: 

w; 

W\ 
Ä ^ _ - J ^ v M ) „ fürm<0, 

{n)\n J 

( hin ÖtTlS. 

h = — - — log -^ -. ••— für m > 1, 
Ol«™., 6 , ai7t ani\ ^ ' 2l0g£ " ° / ^ _ 2 Ü \ 

/ Z ( e < ' —e ^ ' 
(«) 

wo die Summe 2 über die \d\ ganzen rationalen Zahlen « = 1, 2, . . . , |c/|, 
W 

und wo die Producte II. II über alle diejenigen Zahlen a oder 6 unter 

diesen |c/| Zahlen zu erstrecken sind, welche der Bedingung 1 — 1 = - h l 

bezüglich (-—1 = —1 genügen. [Dirichlet^^^, Weher*.] 

Beweis. Es seien n, n' Zahlen >• 0. Wenn n und d einen gemein­

samen Teiler # = ± 1 besitzen, so ist I — I = 0. Ist dagegen n prim zu d, 

so wird, wie man leicht einsieht, I — | = H ( —^— | , wo das Product 
\n J {w)\ w J 

über alle verschiedenen rationalen Primzahlen w zu erstrecken ist, die in n 

aufgehen. Nach Hülfssatz 14 stellt dann das Product J I I —'-̂ — | die näm-
(0 V / / 

liehe Einheit dar, wenn / alle in d aufgehenden Primzahlen durchläuft. 
Ist nun n' ^:n nach d, so wird: 

^{¥h"{¥)' W V (• / (0 

und mit Rücksicht hierauf erhalten wir: 

(29.) 

wenn n=:n' nach d ist. 
Ferner ergiebt sich 

ühii} 

<-) (^)-e)—(!)="• 
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indem wir eine Zahl b bestimmen, derart, dass l - ^ | = —1 ist, und 

dann erwägen, dass die linke Seite von (30.) mit Rücksicht auf (29.) 
in die Gestalt 

(4)-(4)--(1)--{(4)-H(4)-..-^(4)) 
gesetzt werden kann. 

Durch Benutzung der Formel 

1 1 /"" 
n' r(s)J 

0 

wird, wenn wir die Regel (29.) berücksichtigen: 

L^(A)^ = irz(?z!)^d/, 
s=i(,n)\nj n' ,=iJ 1 — e - " " 

wo zur Abkürzung 

gesetzt ist. Wegen der Gleichung (30.) enthält F(x) den Factor 1—x; 
F(e-') 

die rationale Function 37- bleibt mithin für t=0 endlich. Aus 
1 — e - * 

diesem Grunde ist 

„ 1 J 1—e-* J 1—e-*. 
^'- 0 0 

Wenn 'wir in dem letzteren Integral die neue Integrationsveränder­
liche x=:e~~* einführen, so erhält dasselbe die Gestalt: 

f ,y,äx. J x(l—x'') 
0 

Nun haben wir die Zerlegung in Partialbrüche: 

2niii 

F(x) ^ 1 ^ F(e~^) 
x(l—x<') d ^) i"™ ' 

X—e d 

wo die Summe über n= 1, 2, . . ., \d\ zu erstrecken ist, und nach 
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2nin 

einem Satze von Gauss wird F ( e '̂  ), d. i. 

/ • 

2nn'in 

n' durchläuft hier wiederum die Zahlen 1, 2, . . ., \d\ und ]/c/ ist bei 

positivem d positiv, bei negativem d positiv imaginär zu nehmen (vgl. § 124). 

Da ferner 
nin nin 

d«: , e W — e " W" «TT , 
_ ^ _ log .. Yd\^^^^ 

" «—e '' 
{n = 1, 2, . . . , |cZ|) 

ist, wo für den Logarithmus der reelle Wert desselben zu nehmen ist, 
so folgt ohne Schwierigkeit das im Satze 114 angegebene Resultat. 

Die Form dieses Resultates ist eine wesentlich verschiedene, je nach­
dem der Körper k imaginär oder reeU ist. Im ersteren Falle kann h aus 
der angegebenen Formel ohne Weiteres berechnet werden. Im zweiten 
Falle ist zuvor die Kenntnis der Grundeinheit s erforderlich; der Quo­
tient der beiden Producte II und TI ist, wie sich an einer späteren Stelle 

(vgl. §121) zeigen wird, nichts anderes, als eine gewisse aus der Theorie 
der Kreisteilung für den quadratischen Körper X; sich ergebende Einheit. 

Um ein Beispiel für den Fall eines imaginären Körpers zu nehmen, 
so erhält man, wenn m = —p ist und p eine rationale positive Prim­
zahl = 3 nach 4 und überdies > 3 bedeutet: 

_ 2b —Sa 

~ P 
hierin bezeichnen 2a, 2b bezüglich die Summe der quadratischen Reste 
und die Summe der quadratischen Nichtreste nach p, die zwischen 0 
und p liegen. Durch eine leichte Umformung kann in dem obigen Aus­
drucke für h der Nenner p beseitigt werden; dadurch ergiebt sich die 
Klassenanzahl h auch gleich dem Ueberschuss der Anzahl der zwischen 0 

und —- liegenden quadratischen Reste von p über die Anzahl der zwischen 
Jl 

denselben Grenzen liegenden quadratischen Nichtreste oder gleich dem 
dritten Teil dieses Uoborschussos, je nachdem p^z~ oder ^ 3 nach 8 
ist. Die ersl,ero Anzahl übertrifft also stets die letztere .\nzahl, eine auf 
rein arithmetischem Woge bisher nicht bewiesono Thatsache. 

file:///nzahl
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§87 . 
Der Dirichlet'sche biquadratisehe Zahlkörper. 

Eine nahe liegende Verallgemeinerung der bis hierher entwickelten 
Theorie des quadratischen Körpers betrifft folgendes Problem. Es werde 
statt des natürlichen aus allen rationalen Zahlen bestehenden Rationalitäts­
bereiches ein quadratischer Zahlkörper k als Rationalitätsbereich zu Grunde 
gelegt; dann sollen die in Bezug auf k relativ quadratischen Körper K 
untersucht werden, d. h. diejenigen biquadratischen Zahlkörper K, die den 
gegebenen Körper k als Unterkörper enthalten. 

Wenn der Körper X; durch die imaginäre Einheit Y—1 hestimmt 
ist, so bezeichne ich K als einen Dirichlet 'schen hiquadratischen 
Körper. Für diesen Fall liegen umfassende Untersuchungen vor. 
[Dirichlet"^''"•'''•^, Eisenstein^'^, Bachmann'-'^, Minnigerode', Hubert*.] 
Nach der entsprechenden Einteilung der Idealklassen des Körpers K in 
Geschlechter und geeigneter Uebertragung der Bezeichnungen gilt auch 
hier wiederum der Fundamentalsatz 100, und es sind die beiden in Ca­
pitel XVIH angewandten Beweismethoden dieses Satzes auch auf den Körper 
K übertragbar, so dass jener Fundamentalsatz für den Dirichlet'schen bi­
quadratischen Körper sowohl eine reine arithmetische Begründung [Hilbert*] 
als auch einen Beweis mittelst der transcendenten Dirichlet'schen Methode 
[Dirichlet^'''^^' ^^, Minnig er ode'] zulässt. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, dass der Dirichlet'sche bi­
quadratisehe Körper K ausser dem quadratischen Körper ]/—1 noch zwei 
andere quadratische Körper X;( ] /+m) und X;(]/—m) enthält. Für einen 

solchen speciellen Birichlet'schen Körper K gilt die wiederum auf 
transeendentem und auch auf rein arithmetischem Wege zu beweisende 
Thatsache: 

Satz 115. Die Anzahl der Idealklassen in einem speciellen Dirichlet'­

schen hiquadratischen Körper i r ( ] / + m , ] /—m) ist gleich dem Product 

der Klassenanzahlen in den quadratischen Körpern X;C|/+m) und X^/—m) 

oder gleich der Hälfte dieses Productes, je nachdem für die Grundeinheit 

des Körpers K die Relativnorm in Bezug auf Xid/—1) gleich ±i oder 

gleich ± 1 wird. 
Dieses Resultat bezeichnet Dirichlet als einen der schönsten Sätze 

der Theorie der imaginären Zahlen und als überraschend, weil durch 
dasselbe ein Zusammenhang zwischen denjenigen quadratischen Körpern 

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinignng. IV. 2 1 
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aufgedeckt wird, die durch Quadratwurzeln aus entgegengesetzten reellen 
Zahlen bestimmt sind. 

Bei dem rein arithmetischen Beweise dieses Satzes gelingt es zu­
gleich in sehr einfacher Weise, und zwar durch bestimmte Bedingungen 
für die Geschlechtscharaktere, diejenigen Idealklassen des biquadratischen 
Körpers K(Y-\-m, ]/—m) zu kennzeichnen, welche als Producte aus einer 
Idealklasse von /(;(]/-hm) und einer Idealklasse von X;(]/—m) erhalten 
worden können. [Hilbert*.] 

Capitel XX. 

Die Zahh'inge und Moduln des quadratischen Körpers. 
§ 8 8 . 

Die Zahlringe des quadratischen Körpers. 

Die Theorie der Ringe und Moduln eines quadratischen Körpers er­
ledigt sich rasch durch Specialisirung der allgemeinen in Capitel IX ent­
wickelten Sätze. Man findet leicht, dass jeder Ring r des Körpers X; 
durch eine einzige Zahl von der Gestalt q ^fw erzeugt werden kann, 
wo CO die in § 59 definirte Zahl bedeutet, die mit 1 zusammen eine Basis 
von k bildet, und wo /' eine gewisse positive ganze rationale Zalil, nämlich 
den Führer des Ringes r, bezeichnet. Ist insbesondere d negativ und ausser­
dem < _ 4 , so findet sich nach Satz 66 die Anzahl h^ der regulären Ring­
klassen des Ringes r durch die Formel 

h^ = hfTl{l-(±)^ 
(P)V ^p^p) 

ausgedrückt, wo das Product über alle in / ' enthaltenen von einander ver­
schiedenen rationalen Primzahlen p zu erstrecken ist. [DedekiiuP'^.] 

§89. 
Ein Satz von den Modulklasson dos quadratischen Körpers. Die bin.ärou 

quadratischen Formen. 

Betreffs der Modulklasson endlich gilt im quadrati,schen Körper die 
folgende Thatsache: 

Satz 116. In einer beliebigen Rlodulklasse des quadratischen Körpers 
/; giebt (!s stcits reguläre Ringidealo. [Dedekind'.] 
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Beweis. Es sei [MI : !«^ ] ein beliebiger Modul des Körpers/c, wobei 
also |Wj, fi.^ ganze Zahlen sind, und d:=f'd die Discriminante der 

durch [ M I I / ' O ] bestimmten Modulklasse; ferner bezeichne m= (fJi,^, fi^) 
das durch die Zahlen ^ j , f.i^ bestimmte Ideal und sxa = m' das zu m 
conjugirte Ideal. Nunmehr bestimme man eine durch m' teilbare ganze 

et 
Zahl a des Körpers X; so, dass —^ prim zu 9 ausfällt. Setzen wir dann 

m 

afi^ afi^ 

1 n(m) ^ n(m) ' 

so wird [ct^jOg] ein mit [|W^,|«2] äquivalenter Modul, während zugleich 
das durch ttj, a^ bestimmte Ideal a = (0: ,̂052) prim zu d ausfällt. 

Ist nun d eine gerade Zahl, so ziehen wir zunächst die drei ganzen 
Zahlen ctj, a^, «j-hßg in Betracht; darunter ist notwendig mindestens 
eine prim zu 2, denn anderenfalls müssten sich unter diesen drei Zahlen 
ge'wiss irgend zwei finden, die mit der Zahl 2 einen und den nämlichen 
idealen Primfactor gemein haben, was dem widerspräche, dass das Ideal a 
prim zu d ist. Es sei etwa a^ prim zu 2. Nunmehr bezeichne man 
die ungeraden in d aufgehenden rationalen Primzahlen mit p, q, . . ., w. 
Da a prim zu p ist, so muss mindestens eine der drei Zahlen a., cü.-ha,, 
a^-h2a2 prim zu p sein. Es sei a^-i-xa^ prim zu^ , ferner sei a^-hya^ 
prim za q, . . ., wo X, y, . . . ganze rationale Zahlen bedeuten sollen. 
Dann folgt leicht die Existenz einer ganzen rationalen Zahl a von der 
Art, dass a^-haa^ prim zu d wird. 

Setzen wir nun 

\n(a.^-\-aa^)\ a^(a'^-haa'^) 
j 3 = • 

w(a) n(a) 

wo a[, a' die zu a , a„ conjugirten Zahlen bedeuten, so ist b eine ganze 
rationale positive und ß eine ganze algebraische Zahl, und es wird der 
Modul [ctj, a^] = [ctj-hactg, a^] äquivalent dem Modul [b, ß]. Zugleich 

Ci'-h««» , , 
ergiebt sich wegen (b, ß) = ; die Norm n(b, ß) = b. Der Modul 

[b,ß] ist offenbar ein reguläres Ringideal in dem durch die Zahl ß be­
stimmten Ringe r^[ß], und hiermit ist der Satz 116 vollständig be­
wiesen. 

Wegen 

a = ' 
(n(b, ß)y 

b, ß 

b, ß' 

h ß 
hß' 

2V 



324 Dritter Teil. Der quadratische Zahlkörper. § 90. 

stimmt die Discriminante dieses Ringes r mit der Discriminante der be­
trachteten Modulklasso überein. Der erhaltene Ring r ist zugleich der 
einzige, welcher mit \p,^,l^.,\ äquivalente Moduln unter seinen regulären 
Ringidealen aufweist. Der Satz 116 zeigt, dass es im quadratischen Körper 
auf dasselbe hinauskommt, die Modulklassen oder die Klassen regulärer 
Ringideale zu betrachten. 

Nach den allgemeinen Ausführungen in § 30 und § 35 entspricht 
einer jeden Modulklasse eines quadratischen Körpers X(|/m) eine Klasse 
binärer quadratischer Formen mit ganzzahligen Coefficienten, und umge­
kehrt entspricht jeder solchen Formenklasse mit einer nichtquadratischen 
Discriminante eine Modulklasse eines quadratischen Körpers, wobei die 
Modulklasse und die Formen stets gleiche Discriminante besitzen. Danach 
ist durch die Untersuchungen in diesem Abschnitte zugleich die Theorie 
der quadratischen Formen mit vorgeschriebener Discriminante 9 vollständig 
erledigt. 

§90 . 
Die niedere und die höhere Theorie des quadratischen Zahlkörpers. 

Die in diesem dritten Teile des Berichtes entwickelten und einheitlich 
dargestellten Untersuchungen machen die n iedere Theorie des quadra­
tischen Zahlkörpers aus; unter der höheren Theorie des quadratischen 
Zahlkörpers begreife ich die Darstellung derjenigen Eigenschaften dieses 
Körpers, zu deren naturgemässer Herleitung die Benutzung gewisser Hülfs-
körper höheren Grades nötig ist. Ein Abschnitt dieser höheren Theorie 
findet in dem vierten Teil dieses Berichtes Platz. Die Theorie der zu 
einem imaginären quadratischen Körper gehörigen Klassenkörper so'wie der 
dazu gehörigen relativ-AbeFschen Körper erfordert jedoch zu ihrem Auf­
bau die Methode der complexen Multiplication der elliptischen Functionen, 
und dies ist ein Gegenstand, welcher von der Aufnahme in diesen Be­
richt ausgeschlossen werden müsste. 



Vierter Teil. 

Der Kre i skörper . 
Capitel XXI. 

Die Einheitswurzeln mit Primzahlexponent l und der durch 
sie bestimmte Kreiskörper. 

§91. 
Der Grad des Kreiskörpers der Iten Einheitswurzeln und die Zerlegung der 

Primzahl l in diesem Körper. 

Es bedeute / eine ungerade rationale Primzahl, und es sei ^ = e ' . 
Die Gleichung /ten Grades 

x'—l = 0 

besitzt die / Wurzeln 

t, t\ • . ; t'~\ t' = 1-
Diese Zahlen heissen d ie / t e n EinheitS'HTirzeln. Der durch sie be­
stimmte Körper werde mit k(Q bezeichnet und der K r e i s k ö r p e r der /ten 
Einheitswurzeln genannt. Es gilt für ihn zunächst die folgende Thatsache: 

Satz 117. Bedeutet / eine ungerade Primzahl, so besitzt der durch 

^ = e ' bestimmte Kreiskörper k(Q der /ten Einheitswurzeln den Grad 
/ — 1 . Die Primzahl / gestattet in k(^ die Zerlegung l = l'~\ wo 
I = : ( l — Q ein Primideal ersten Grades in k(Q ist. 

Beweis. Die Zahl ^ genügt der Gleichung /—Iten Grades 

i^(^) = ^ ^ = «'-i-h^'-2H h l = 0 ; 
X— 1 
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also ist der Körper k(Q höchstens vom Grade / — 1 . Da ^, ^^, . . ., j ' ~ ^ 
die / — 1 Wurzeln dieser Gleichung F(x) = 0 sind, so gut identisch in x 
die Gleichung: 

i—i , i-
X -\-x ' + ... + ] = (x-Q(x-t')...Cx-'c'-'y 

für x:= 1 folgt hieraus: 

(31.) Z = ( i _ Q ( ] _ ^ ^ ) . . . ( l _ ^ ' - > ) . 

Es bedeute nun g eine beliebige durch / nicht teilbare ganze rationale 
Zahl > 1, und es sei dann g' eine positive ganze rationale Zahl von 
der Art, dass gg' ^ 1 nach / ausfällt. Dann sind die Quotienten 

1 - ^ ' = i+^-hS ' - i—hr 1 7 - 1 

und 

1-C _ i-C"' i-iC"f = n-^^-f-t-"-h-+^'''-" - l ) y 

l _ f " 1_4-.» ]_^!? 

beide ganze algebraische Zahlen, und es erweist sich somit 

1—C' 

als eine Einheit des Körpers k(Q. Setzen wir noch / l = l —C und 
I = W) so erhält die Formel (31.) die Gestalt 

(32.) / ^ A ' - £ , £ 3 . . . £ , _ ^ = l ' - . 

Aus Satz 33 schliesst man unmittelbar, dass eine rationale Primzahl 
in einem gegebenen Zahlkörper höchstens das Product so vieler Primideale 
sein kann, als der Grad desKörpers beträgt. In Anbetracht der Formel (32.) 
muss mithin der Grad des Körpers X(^) uündestens = / — 1 sein, also 
ist nachdem bereits oben Gefundenen dieser Grad gon.iu = : / 1. An­
dererseits kann aus dem nämlichen Grunde das Ideal l im Körper X(!^ 
nicht noch weiter in l'aetoren zerfallen und es ist somit 1 ein Primideal 
in k{C). [Dedekind'.] 

Das gewonnene h'i'sultat besagt zugleich, dass die Function F{d) 
im Bereich der rationalen Zahlen irreducibel ist. 



§92. Capitel XXL Die Einheitswurzeln mit Primzahlexponent etc. 327 

§92 . 
Die Basis und die Discriminante des Kreiskörpers der Iten Einheitswurzeln. 

2OT 

Satz 118. In dem durch ^=6 ' bestimmten Kreiskörper X(^) der 
/ten Eiaheitswurzehi bilden die Zahlen 

1, f, C, . . . , c'-' 
eine Basis. Die Discriminante des Kreiskörpers k(C) ist 

d ^ ( _ l ) ^ / ' - ^ 

Beweis. Die Differente der Zahl ^ im Körper k{^) ist 

^ = (S- i') a- t)-:(C~C'-')^ [dl^l 
L dx Jx = ^ 

Aus 
(x—l)F(x) = x'—l 

folgt: 

(x—l)^^f^-{-F(x) = lx'-\ also S^ ^^' ' -
dx ' -y-^ — - ' — " - i _ ^ . 

nach der in § 3 (S. 180 oben) gemachten Bemerkung ist dann die Dis­
criminante der Zahl t, 

(l—l) (J.—2) l-l 

d(0 = ( - 1 ) ' n(6) = ( - 1 ) 2 't'. 

Da die Discriminante d(X) der Zahl X offenbar den nämlichen Wert ditf) 
hat, so lehrt die im Beweise zu Satz 5 bei Formel (1.) S. 180 gemachte 
Bemerkung, dass eine jede ganze Zahl a des Körpers k(^) in der Gestalt 

(33.) a = 

mit ganzen rationalen Coefficienten a^, a^, . . ., a^_^ dargestellt werden 

kann. 

Dabei müssen dann die Zahlen a^^, a^, . . ., a^_, notwendig sämt­

lich durch den Nenner /'"" teilbar sein. Um zunächst zu zeigen, dass 

sie ein erstes Mal durch / teilbar sind, nehmen wir an, es fände sich 

unter ihnen etwa a als erster nicht durch / teilbarer Coefficient; aus 

/ ' ~ ^ ß ^ 0 nach / würde dann in Anbetiacht von 1 = 1^ notwendig 
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«^.^" = 0 nach I''"''^ d. h. « = 0 nach l und also auch nach / folgen, 
was der Annahme widerspricht. Man kann mithin einen Factor / in 
Zähler und Nenner des Ausdruckes (33.) fortheben. Durch die geeig­
nete Weiterführung des eben angewandten Verfahrens folgt schliesslich, 
dass jede ganze Zahl a des Körpers k{^) bei ihren Darstellungen 

a — «„-httj/l-l höj.gA' " = /-„-h/-,?-! hb^ jf'"'' 

mit rationalen Coefficienten a^^, a^, ..., a,_2? Ijez. b^, b^, ..., b^_^ 
für diese lauter ganze rationale Zahlen bekommt. 

Da somit die Potenzen 1, f, . . ., ^'"^ der Zahl ^ eine Basis des 
Körpers k(C) bilden, so folgt, dass die Discriminante d(^) der Zahl f 
zugleich auch die Discriminante des Körpers X;(Q vorstellt. 

§ 9 3 . 
Die Zerlegung der von l verschiedenen rationalen Primzahlen im Kreiskörper 

der Iten Einheitswurzeln. 

Die Zerlegung der Primzahl / im Körper X;(0 ist in Satz 117 aus­
geführt. Für die Zerlegungen der übrigen rationalen Primzahlen im 
Körper X(Q gilt die folgende Regel: 

Satz 119. Ist p eine von / verschiedene rationale Primzahl n n d / 
der kleinste positive Exponent, für welchen p.'' ^ 1 nach / ausfäüt, und 
wird dann /—1 ^ ef gesetzt, so findet im Kreiskörper X:(f) die Zerlegung 

P = Pl---Pe 

statt, wo pĵ , . . ., p von einander verschiedene Primideale / t e n Grades 
in X(f) sind. [Kummer^'^.] 

Beweis. Es sei a = a-\-a^C-\ l~<*,_ot oine beliebige ganze 
Zahl des Kreiskörpers X(f); dann folgen die Congruenzen 

a" = ( a + a ^ ? + . . . + «^_^^'- 'y 

^a+a^C" 4--+«,_.,fe '"- '- ' -^ (/') 

a'"=(a+a^C'' + - + « , .^S^^'-'V 

= a-^a^i;»'+... + a,_,C'""-^ (p) 

a''' = (a-^a^C"'~' + - + a,_.X"'-'''~y 
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Ist nun p ein in p aufgehendes Primideal, so folgt aus der eben erhal-

tenen Congruenz «^ = a nach p umsomehr a'' ^ a nach p, d. h. die 
Congruenz 

(34.) f ' - l = 0, (p) 

wird von einer jeden ganzen Zahl des Körpers k (tf) erfüllt. Die Anzahl der 
nach p einander incongruenten Wurzeln dieser Congruenz (34.) ist daher 
gleich der Anzahl der vorhandenen nach p incongruenten ganzen Zahlen, d. h. 
= n(p) = p^', wenn mit / ' der Grad des Primideals p bezeichnet wird. 
Nun ist der Grad der Congruenz (34.) p.f; nach Satz 26 folgt daher 
K < i 7 / , d . h . / ' < / 

Andererseits ist nach Satz 24, dem verallgemeinerten Fermat'schen 
Satze, ge'wiss 

(35.) ^^''-' = 1, (p). 

Da nach Formel (31.) für einen nicht durch / teilbaren Exponenten g 
die Zahl 1—t,̂  stets zu p prim ist, so folgt aus der Congruenz (35.): 
p^'—1 ^ 0 nach /, und dami t / ' ^ / . Wir schliessen nunmehr / ' ^ / , 
d. h. jedes in p aufgehende Primideal hat den Grad / . 

Da p nicht in der Discriminante des Körpers k(t,) aufgeht, so folgt 
nach Satz 31, dass p in lauter von einander verschiedene Primideale zer­
fällt. Setzen wir etwa p ^ p ^ ...p^,, so'wird n{jJ)^p''~''^ =p'''f d.h. 
/ — l = e'/, e' = e. Damit ist der Beweis des Satzes 119 vollständig 
erbracht. 

Zur -wirklichen AufsteUnng der Primideale pj , . . ., p^ wenden wir 
den Satz 33 an und berücksichtigen die im Anschluss daran auf S. 202 
gemachte Bemerkung. Danach gilt identisch in x nach p eine Zerlegung 

Fix) = F,{x)...Fx^y (py 
wo F^(x), ..., F^(x) ganze nach p irreducible und einander incon­
gruente Functionen vom / t e n Grade in x mit ganzen rationalen Coeffi­
cienten bedeuten. Nach Bestimmung dieser Functionen erhalten wir die 
gewünschte Darstellung in den folgenden Formeln 

h = (P, Fi(Ol • •, h = (P' ^";.®)' 
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Capite l XXII. 

Bie Einheitswurzeln für einen zusammengesetzten Wurzel­
exponenten m und der durch sie bestimmte Kreiskörper. 

§ 94.-
Der Kreiskörper der mten Einheitswurzeln. 

Es bedeute m eine beliebige positive ganze rationale Zahl, und es 

werde Z = e " ^ gesetzt. Die Gleichung mten Grades 

^ " - 1 = 0 

besitzt die m Wurzeln 

z, z\ . ., z '»-\ ,Z™ = 1. 

Diese Zahlen heissen die mten Einheits-fflurzeln; der durch sie be­
stimmte Körper werde mit k{Z) bezeichnet und der Kreiskörper der 
?wten Einheitswurzeln genannt. 

Setzt man, falls m durch mehr als eine Primzahl teilbar ist: 

m = V^lf' . . ., 

wo /,, / j , . . . verschiedene rationale Primzahlen seien, so kann man 
eine Partialbruchzerlegung vornehmen 

1 a, a, 
— == —'--l ^-1 , 
m 7''i 7*-i 

t j (.3 

wo «j , «2, . . . ganze rationale positive oder negative Zahlen bedeuten, 
und dann a, zu \ , a^ zu l^, . . . prim ist. Die Benutzung dieser Zer­
legung liefert 

z = z';'zf 
2i7I 2ly7. 

ih tili 

wenn Z, = 0 ' , Z.^=o^ , ... gesetzt wird; es entsteht also durch 
Zusaiinncnsetzung der Körper k^Zf) der l^'tcn Einheitswurzelu, k^Z.,) 
der t!i'tm Einheitswuizidn, . . genau der Kationalitätsbereich X(Z). 
Wir behandeln dementsprechend zunäehst den einfacheren Fall m = l', 
wo in 7/i nur eine Primzahl / aufgeht. 
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§95 . 

Der Grad des Kreiskörpers der l''ten Einheitswurzeln und die Zerlegung der 
Primzahl l in diesem Körper. 

Für den Kreiskörper der /''ten Einheitswurzeln gelten folgende That­
sachen : 

Satz 120. Bedeutet / die Primzahl 2 oder eine ungerade Prim-
2OT 

zahl, so besitzt der durch Z=e'' bestimmte Kreiskörper k^Z) der 

/''ten Einheitswurzeln den Grad / ~ (/—1). Die Primzahl / gestattet 

in k^Z) die Zerlegung / ^ ? ' ^~ , wo 8 ein Primideal ersten Grades 

m k.(z] ist. 
Beweis. Z genügt der Gleichung vom / ' " (/ — l)ten Grade: 

FCx) = f ~ ^ = a^"-H'-i)-^^''-Hi-^).^ 1-1 = 0. 

Bedeutet g eine nicht durch / teilbare ganze rationale Zahl und dann 

g' eine ganze rationale Zahl von der Art, dass gg' ^ 1 nach / ' aus­

fällt, so folgt ähnlich wie auf S. 326, dass sowohl 

^9 -^IZz-' 

als auch der reciproke Wert davon, nämlich: 

1~Z l—Z""' 

1—Z' l—Z" 

ganze Zahlen sind; es ist daher E^ eine Einheit. Auf Grund dieses 

Umstandes können in der nämlichen Weise wie in § 91 die Gleichungen: 

F(i) = i = n(i-z^) = y-'^'-^'nE^ = 8^""'̂ '-'' 

geschlossen werden, wo ^=1—Z, S = (-i) gesetzt ist und in den 
Producten g alle zu / primen Zahlen > 0 und < /'' zu durchlaufen hat. 

Durch dieselbe Ueberiegung wie in § 91 folgt hieraus, dass der 
Grad des Körpers k(Z) mindestens = / " - ' ( / — ! ) ist, und damit zu­
gleich, dass er genau diesen Wert hat. 
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§ 9 6 . 

Die Basis und die Discriminante des Kreiskörpers der ^''ten Einheitswurzeln. 

2ln 

Satz 121. In dem durch Z=e i'' bestimmten Kreiskörper k(Z) 

der /*ten Einheits wurzeln bilden die Zahlen 

1, z, z \ . . ., z ' " - ' ( ' - '> - i 

eine Basis; die Discriminante dieses Körpers ist 

d = ±l'"~''^"-"-'\ 

wo für /'' = 4 und / ^ 3 nach 4 das Vorzeichen — und sonst das 
Vorzeichen - h gilt. 

Satz 122. Ist p eine von / verschiedene rationale Primzahl nnd 
/ der kleinste positive Exponent, für welchen p ^^ 1 nach i ausfallt, 
und wird /'"" ( /—l) = e / gesetzt, so findet in k(Z) die Zerlegung 

P = ^l--^e 

statt, wo P j , . . ., ^ von einander verschiedene Primideale/ten Grades 
in k(Z) sind. 

Die beiden Sätze 121 und 122 werden genau in der entsprechenden 
Weise bewiesen, wie die für den Körper X;(Q aufgestellten Sätze 118 
und 119. 

§ 9 7 . 
Der Kreiskörper der mten Einheitswurzeln. Der Grad, die Discriminante und 

die Primideale dieses Körpers. 

Jetzt sei m ein Product aus Potenzen verschiedener Primzahlen, 
etwa m = l^' /.|' . . . . Der nach § 94 definirte Kreiskörper k(Z) der 
mten Einheitswuzeln entsteht dann, wie dort ausgeführt worden ist, 
durch Zusammensetzung der Kreiskörper k(Zj, k{Z.f), .. . der /^'ten, 
der /*'ten, . . . Einheitswurzeln. Da die Discriminanten der letzteren 
Kreiskörper zu einander prim sind, so folgt aus Satz 87 (§ 52) un­
mittelbar die Thatsache: 

(Säte 123. Der Grad des Körpers k{Z) der m = f''f!,' . . . t e n 
Einheits wurzeln ist: 

* ( m ) = / ; • • - ' ( / ^ - i ) / ^ \ / . , - i ) 
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Wenden wir die zweite Aussage in Satz 88 auf die Kreiskörper 
X(Zj), k^zy), . . . an und beachten den Satz 121, so folgt das weitere 
Resultat: 

Satz 124. Der Kreiskörper X(.Z) der mten Einheitswurzeln be­
sitzt die Basis: 

1, z, z\ . . ., z*("')-\ 

Die Discriminante des Körpers k{Zi) der mten Einheitswurzeln er­
giebt sich durch die erste Aussage in Satz 88. 

Endlich kann auf Grund des Satzes 88 (vergl. die „Druckfehler, Be­
richtigungen und Zusätze" am Schlüsse dieses Berichtes) unter Zuhülfe­
nahme der Eigenschaften der Zerlegungs- und der Trägheitskörper die 
Zerlegung einer rationalen Primzahl^ im Körper k{Zij ausgeführt werden. 
Man erhält so den Satz: 

Satz 125. Ist p eine in m = = l'JP^ • • • nicht aufgehende rationale 

Primzahl und / der kleinste positive Exponent, für welchen p''^ ^ 1 

nach m ausfällt, und wird dann ^(m) = ef gesetzt, so findet im Kreis-

körper k(Z) der mten Einheitswurzelu die Zerlegung 

P = ^ , • • • ^ . 

statt, wo SPj, . . ., ^ von einander verschiedene Primideale/ten Grades 
in k(Z) sind. 

Ist ferner p'' eine Potenz von p, und wird m*=p'm gesetzt, so 
findet im Körper k(Z*) der m*ten Einheitswurzeln die Zerlegung 

p = {%... r,r""'̂ -̂'̂  

statt, wo ^*, . ., sp* von einander verschiedene Primideale / t e n Grades 

in k(Z*) sind. [Kummer^% Dedekind^, Weber*.] 
2in 

Nach Satz 123 genügt Z = e "' einer irreduciblen Gleichung 
w ^ ^ _ _ 0 vom $ ( m ) t e n Grade mit ganzen rationalen Coefficienten, und 
nach dem Beweise zu Satz 87 bleibt diese Gleichung F(x) = 0 auch noch 
irreducibel, wenn man als Rationalitätsbereich irgend einen Körper zu 
Grunde legt, dessen Discriminante zu m prim ist. [Kronecker^'^']. 

Die Bildung der linken Seite F(x') dieser Gleichung geschieht in 
folgender Weise. Wird für den Augenblick zur Abkürzung allgemein 

^ " — 1 = [m] 

und 
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n, = [m], 
[m 1 [m 1 

"' = { i:\U\-••' 
[ m 1 [ m 1 r m 1 

r m 1 r m _ 1 r m I 

gesetzt, so ist: 

F(x) — ^o"'^* 
n,n,n,... ' 5 

[Dedekind', Bachmann''.] 
Ist a eine ganze rationale Zahl und p eine in F(a) aufgehende 

z u m prime Primzahl, so hat mit Rücksicht auf Satz 12b p stete die 
Congruenzeigenschaft p=l nach m. Es giebt danach offenbar unendlich 
viele Primzahlen p mit dieser Congruenzeigenschaft. 

§ 9 8 . 
•im 

Die Einheiten des Kreiskörpers /«(e™). Die Definition der Kreiseinheiten. 

Es gelten folgende Thatsachen: 
Satz 126. Wenn m eine Potenz einer Primzahl / ist und g eine 

ZLL 
nicht durch / teilbare Zahl bedeutet, so stellt in dem durch Z=e "• 
bestimmten Kreiskörper der Ausdruck 

1 — Z ' ' 

1 — Z 
stets eine Einheit dar. 

Wenn die Zahl m verschiedene Primfactoren enthält und g eine 
'2 in 

ZU m prime Zahl bedeutet, so stellt in dem durch Z = e '" bestimmten 
Kreiskörper der Ausdruck 

1—Z'" 
stets eine Einheit dar. 

Beweis. Der erste Teil djescs Satzos 12G ist bereits in den Be­
weisen der Sätze 117 und 120 feslneslellt worden. Um den zweiten 

file://i:/U/
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Teil zu beweisen, setzen wir m^==t'J'^t^. . . und 

g a b 

~^^~iY~^ i';-i"^...' 
wo a eine zu /̂  und b eine zu l^, l^, . . . prime ganze rationale Zahl 
bezeichnet; dabei wird 

2i7tg ?^5SL _J^1_ 

(36.) 1 — Z ' = l —e "' = l - e ' e ̂  ^ •• . 

Nun ist: 

/• 2inx 2inh \ 

• \ l _ e ' e 2 3 - y ^ j . 

2inbl''i 

ihn 7Ä3 

i T V l — e ' e " ^ ' ' " - ; = i _ e ^ '••• , 

wo das Product über x = 0, 1, 2, . . ., /*'—1 zu erstrecken ist, oder: 
, 2inx' 2inb . 

3'7.) i l ( l - e ~ ^ e ^ ^ ^ ^ ) _ i : ( 
(̂ 0 

1—e 

wo das Product über «' = 1, 2, . . ., l^—1 zu erstrecken ist. 
Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle, je nachdem die Anzahl der Prim­

zahlen /^, /g, . . ., die in m enthalten sind, zwei oder mehr als zwei 
beträgt. Im ersteren Falle ist die rechte Seite der Formel (37.) nach 
dem bereits feststehenden ersten Teile des Satzes 126 eine Einheit. Im 
zweiten Falle können wir annehmen, der zu beweisende Satz 126 sei 

2in 

bereits für diejenigen Kreiskörper X; (e ™') als richtig erkannt, bei wel­
chen die Zahl m* durch weniger Primzahlen als m teilbar ist; es trifft 

dann dieser Satz für den Kreiskörper zu, der durch die - ^ ten Einheits-

wurzeln hestimmt ist. Danach sind dann Zähler und Nenner des auf 
der rechten Seite von (37.) stehenden Bruches für sich Einheiten. Der 
Ausdruck (36.) ist ein Factor des Productes auf der linken Seite von 
(37.) und daher gleichfalls in jedem Falle eine Einheit. Damit ist der 
Satz 126 vollständig bewiesen. 

2in 

Von einer jeden beliebigen Einheit eines Kreiskörpers k (e '" ) gilt 
die Thatsache, dass sie gleich dem Producte aus einer Einheitswurzel und" 
einer reellen Einheit ist. Die Einheitswurzel liegt dabei nicht notwendig 
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2l7I' 

immer in dem Körper X;(e " ) selbst, sondern kann, wenn m ver­
schiedene Primzahlen enthält, bei geradem m eine 2OTte, bei ungeradem 
m eine 4mte Einheitswurzel sein. [Kronecker''i] Wir sprechen ins­
besondere die folgende, schon von Kummer erkannte Thatsache aus: 

Satz 127. Bezeichnet / eine ungerade Primzahl, und betrachten 
iin 

wir in dem durch J; = e * bestimmten Kreiskörper k{0 den durch 

J - h ^ ' bestimmten reellen Unterkörper X;(t-ht~^) '̂ om Grade — -—, 

so ist ein beliebiges System von Grundeinheiten dieses reellen Körpers 
X;(^-hC^') stets auch für den Körper X(Q ein System von Grundein­
heiten. 

ry\ 
Beweis. Ist s(Q eine beliebige Einheit in X;(Q, so ist !;_ 

* ( b ) 

eine solche Einheit in X;(0, die selbst und deren Conjugirte sämtlich den 

absoluten Betrag 1 besitzen, nnd sie stellt daher nach Satz 48 eine Ein­

heitswurzel dar; wir setzen —,. ,. =±g^^, wo q eine ganze Zahl sei. 
eß-') 

Die Einheit rj(X)^= e(X)^^ besitzt dann die Eigenschaft: 

(38.) _ ^ L = ± 1 . 

n(X-') 
In dieser Formel (38.) kann rechter Hand nur das positive Vor­

zeichen gelten. Anderenfalls nämlich wäre rj(t,) eine rein imaginäre Ein­
heit; dann setzen wir rj'^ = 3, so dass 3 eine Einheit des reellen Unter­
körpers k,{^-\-t,'~ ) wird. Die Relativdifferente der Zahl *; = ]/y in Bezug 
auf den reellen Unterkörper k{t,-\-t,~ ) ist 2rj und mithin prim zu l. 
Demnach müsste auch die Relativdifferente des Körpers X(f) in Bezug 
auf den Körper X(C-hfe~ ) prim zu / sein. Bedeutet nun l* ein be­
liebiges in / aufgehendes Primideal des reellen Körpers k{t-\-t~^), so 
würde daher nach Satz 93 dieses Ideal nicht gleich dem Quadrate eines 
Primideals des Körpers kitf) sein. Da aber I* in / höchstens zur —;-—ten 
Potenz vorkommt, so fände sich diese letzte Folgerung in Widerspruch 
mit dem Satze 117 über die Zerlegung der Zahl / im Körper X'(t); also 
gilt in der That -auf der rechten Seite der Formel (38.) das obere Vor­
zeichen. Aus i?(0 = '*?(C "') folgt, dass die Zahl i^(t) reell ist. Damit 
ist der Beweis des Satzes 127 erbracht. 

Die in Satz 126 angogobonen Kinheileu siud imaginär. Um reelle 
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Einheiten zu erhalten, bilden 'wir, je nachdem m eine Potenz einer Prim­
zahl ist oder verschiedene Primzahlen enthält, die Ausdrücke: 

-f, ^ _ (1-Z' ')(1-Z-'^) 
' '/ (1—z)(i—z-') 

bez. 

£ = V(i_zO(i-z-0, 

wo g eine zu m, prime Zahl bedeute und der positive Wert der Quadrat­
wurzel genommen werde. Diese Einheiten sollen kurz Kreiseinheiten 
genannt werden. Mit Rücksicht auf 1—Z~''=—Z^^(l^—Z^) erkennt 
man, dass in -dem ersteren Falle diese Einheiten im Körper X(Z) selbst 
liegen, während sie im zweiten Falle als Producte aus Einheiten des 
Körpers X(Z) in 2?7jte bez. 4mte Einheits wurzeln erscheinen, je nach­
dem m gerade oder ungerade ist. 

Capitel XXIII. 

Der Kreiskörper in seiner Eigenschaft als Abel'scher Körper. 
§99. 

Die Gruppe des Kreiskörpers der mten Einheitswurzeln. 

- Der Kreiskörper der mten Einheitswurzeln ist bei jedem Werte von 
m, wie man leicht erkennt, ein Abel'scher Körper, und zwar gelten die 
folgenden eingehenderen Sätze: 

Satz 128. Bedeutet / eine ungerade Primzahl, so ist der durch 
2in 

Z=e^' bestimmte Kreiskörper ein cykKseher Körper. 

Der durch Z := e^'' (h>^2) bestimmte Kreiskörper entsteht durch 
Zusammensetzung des imaginären quadratischen Körpers k(i) und des reellen 

( in -ilL\ ( — — —\ 

e^''-f_e ^'j. Der reelle Körper xVe^'-he ^ ' / ist cy­

klisch vom Grade 2 ' " . 
Jahresbericht der Deutschen Matbem.-Vereinigung. IV. 2 2 
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Beweis. Der erste Teil des Satzes 128 folgt, wenn 'wir die Sub­

stitution 

s = (ZiZ') 

(Ersetzung von Z durch Z'') einführen, wo unter r eine Primitivzahl 
nach /'' verstanden werden soll. Offenbar sind dann alle Substitutionen 
der Gruppe des Körpers k(Z) Potenzen von s. 

Um den zweiten Teil des Satzes 128 zu beweisen, betrachten wir 
die Substitutionen 

s = ( Z : Z ' ) , s' = (Z:Z-') = (i:—i). 

Dann folgt leicht, dass die Potenzen von * und deren Producte mit s' 
die sämtiichen Substitutionen des Körpers k(Z) ausmachen. 

Auf Grund des Satzes 128 ist auch für jede zusammengesetzte 
Zahl m die Gruppe des Kreiskörpers der mten Einheitswurzeln unmittel­
bar anzugeben. 

Die Aufstellung des Zerlegungs-, des Trägheits- und des Ver­

zweigungskörpers für ein gegebenes Primideal in X (,e "" j kann auf Grund 

der Bedeutung dieser Unterkörper mit Hülfe der in §95 , § 9 6 und §97 

bewiesenen Sätze über die Zerlegung einer rationalen Primzahl im Kreis­

körper leicht bewirkt werden. So ergiebt sich insbesondere das folgende 

Resultat: 

Satz 129. Bedeutet / eine ungerade Primzahl, und betrachtet man 
den Kreiskörper X;(Z) der / ' ten Einheitswurzeln, so ist für das in / ent­
haltene Primideal 8 = (1—Z) der Körper k(Z) selbst der Verzweigungs­
körper, während der Körper der rationalen Zahlen gleichzeitig die Rolle 
des Zerlegungs- und des Trägheits-Körpers für 8 übernimmt. Ist ferner '].> 
ein von 8 verschiedenes Primideal in X(Z) vom Grade / , so ist für $p 
der Körper k(Z) selbst der Trägheitskörper, während als Zerleguugs-

körper von ^ derjenige Unterkörper e = ^ ten Grades von 

X(Z) erscheint, der zu der Substitutionengruppe 

e 2« 3« , / . ' 
s , s , S , • • • ) >*> 

gehört. Dabei bedeutet s^{Z: Z') eine solche Substitution der Gruppe des 
Körpers X(Z), welche mit ihi-en Potenzen diese Gruppe vollständig erzeugt. 
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§ 100. 
Der allgemeine Begriff des Kreiskörpers. Der Fundamentalsatz über die 

Abel'schen Körper. 

Wir erweitern nunmehr den Begriff des Kreiskörpers, wie er bisher 
in Betracht kam; wir bezeichnen als einen Kreiskörper schlechthin 
nicht nur einen jeden durch die Einheitswurzeln von irgend einem Ex-

(—^ 
ponenten m bestimmten Körper X\e " y, sondern auch einen jeden, 

. 2iTZ V 

irgendwie in einem solchen besonderen Kreiskörper X: ^e "' j enthaltenen 

Unterkörper. Da jeder Körper X ^e "' / ein AbePscher Körper ist und 
ferner, wenn m und m' irgend welche Exponenten bedeuten, der Körper 
der mten Einheitswurzeln und der Körper der m'ten Einheitswurzeln 
beide zugleich in dem Körper der m.m'ten Einheits wurzeln als Unter­
körper enthalten sind, so gelten für diesen erweiterten Begriff des Kreis­
körpers allgemein die folgenden Thatsachen: 

Satz 130. Jeder Kreiskörper ist ein Abel'scher Körper. Jeder 
Unterkörper eines Kreiskörpers ist ein Kreiskörper. Jeder aus Kreis-
körpem zusammengesetzte Körper ist wiederum ein Kreiskörper. 

Es ist nun eine fundamentale Thatsache, dass die erste Aussage 
in diesem Satze 130 sich, wie folgt, umkehren lässt: 

Satz 131. Jeder Abel'sche Zahlkörper im Bereiche der ratio­
nalen Zahlen ist ein Kreiskörper. [Kronecker^''^, Weber', Hilbert^.] 

Um den Beweis dieses fundamentalen Satzes vorzubereiten, erinnern 
wir daran,-dass nach § 48 jeder Abel'sche Körper sich aus solchen cy­
klischen Körpern zusammensetzen lässt, bei denen die Grade Primzahlen 
oder Primzahlpotenzen sind. Wir construüen nun folgende besonderen 
cyklischen Körper. Es bedeute u eine ungerade Primzahl und M' eine 

Potenz derselben mit positivem Exponenten; dann ist der durch e " ' 
2i7l 

bestimmte Körper k (e "''"̂ ^ ) ein cyklischer Körper vom u (u— l)ten Grade. 
Der cyklische Unterkörper vom M*ten Grade dieses Körpers werde mit 

ü, bezeichnet. Femer bestimmt die Zahl e 2''+^ -he ^'''^^ einen reellen 

cyklischen Körper vom 2*ten Grade. Dieser Körper werde mit 11,^ be­

zeichnet. Endlich sei /'' eine Potenz einer beliebigen Primzahl 

/ ( = 2 oder =}= 2) und ausserdem p eine Primzahl mit der Congruenz-
22* 
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2in 

eigenschaft p'E^l nach /''; dann besitzt der Kreiskörper X: (e ^ / '̂O™ 
Grade p—1 offenbar einen cyklischen Unterkörper vom Grade /'. Dieser 
cyklische Körper /''ten Grades werde mit P,̂  bezeichnet. Die Körper 
TJi^, II 1^, Pj^ sind Kreiskörper bez. von den Graden u, 2 ' , / ' ; die Dis­
criminanten dieser Körper ü,^, 11^^, P,, sind infolge der Sätze 39 und 121 
Potenzen bez. der Primzahlen u, 2, p. Dass es bei jeder Annahme 
von /'' Primzahlen p mit der Congruenzeigenschaft p ^ 1 nach / ' giebt, 
steht nach der letzten Bemerkung in § 97 fest, kommt jedoch hier nicht 
in Frage. 

Wir werden in den folgenden Paragraphen zeigen, dass jeder Abel-
sche Körper als Unterkörper in einem solchen Körper enthalten ist, der 
durch Zusammensetzung aus k(i) und geeigneten Körpern U^^, 11^, P^^ 
entsteht. Zu diesem Nachweise ist eine Reihe von Hülfsbetrachtungen 
vorauszuschicken. 

§ 1 0 1 . 
Ein allgemeiner Hülfssatz über cyklische Körper 

Hülfssatz 15. Wenn ein cyklischer Körper C^ von einem Grade 

/', wo / eine beliebige Primzahl {= 2 oder 4=2) ist, nicht den betreffenden 

Körper TJ^ bez. J/^ als Unterkörper enthält, so entsteht durch Zu-
2/n 

sammensetzung von C^^ mit dem durch Z ^ e ' ' bestimmten Körper X-(Z) 

ein Körper k(Z, C^^) vom Grade l'''~^{l—1), nnd es giebt dann stets 

in k{Z) eine ganze Zahl x mit folgenden Eigenschaften: der Körper 

X(Z, C,J ist auch durch die Zahlen Z und "|/x bestimmt; bezeichnet r 
eine beliebige nicht durch / teilbare ganze rationale Zahl, und wird aus 
der Gruppe des Körpers k{Z) die Substitution 

s = {Z-.Z') 

ins Auge gefasst, so ist x'"'' die /''te Potenz einer Zahl in X:(Z). 
Beweis. Die erste Behauptung über den Grad von X:(Z. (• ) folgt 

unmittelbar daraus, dass X'(Z) und (J,̂  ausser dem Körper der rationalen 
Zahlen keinen gemeinsamen Unterkörper haben. Es sei nun n eine den 
Körper 6̂ ^ beslinimeudo ganze Zahl von der .Art, dass auch keine Potenz 
von « in eineiii Untorköriier von (Z,̂  liegt; es sei ferner t eine solche Sub-
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stitution der Gruppe von C^^, welche mit ihren Potenzen diese Gruppe er­
zeugt. Wir setzen, wenn a und b beliebige Exponenten sind: 

K{a%'^) = a " - h Z ^ ( « « ) ' ' + Z ^ ^ ( J V + • • • ^ - Z ( ' " - ^ ^ ^ ( / ' - * « ) " . 

Die Ausdi-ücke Ä"(o:, Z ) , K{a\ Z ) , . . ., K{a'~\ Z) können nicht 
sämüich verschwinden, da sonst wegen /l'(a'', Z ) = 0 notwendig anch 
die Determinante 

1, 1, . . ., 1 

ß, ta, . . ., t 'a 

fi-i 
a {taf-\ . . ., (f"-'af 

verschwinden müsste und dann nach der Bemerkung auf S. 180 die 

Zahl a keine den Körper C^^ bestimmende Zahl wäre. Es sei a* = ß" 

eine solche Potenz von a, für welche Z = Z(a''^, Z ) + 0 ausfällt. Ver­

möge Kita"", Z*) = Z~''KQx*, z ' ) folgt dann, dass die Zahl Z'* und 

K(a* Z*) 
ferner alle Zahlen — ^ - ^ <- Zahlen in dem Körper X(Z) sind. Da 

K 

ß* = -pr {K{a^, Z ) - h Ä ( a * , Z^)^ [-K{a*, Z'")), 

wird und et* ebenfalls eine den Körper C,̂  bestimmende Zahl ist, so sehen 

wir, dass der durch K und Z bestimmte Körper, dessen Grad höchstens 

t''~\l—l) ist, den Körper k{Z, CJ vom Grade f'-'Q—l) enthält; 

der erstere Körper ist daher mit diesem letzteren Körper identisch, und die 

Zahl x^K besitzt die im Hülfssätze 15 angegebene Eigenschaft. 

Wir machen noch folgende Bemerkung.. Der durch Z und ]/;« be­
stimmte Körper ist, wie man leicht erkennt, relativ cyklisch vom Relativ­
grade /'' in Bezug auf k(Z) und besitzt daher einen einzigen Unterkörper, 
der k(Z) enthält und relativ cyklisch vom Grade / in Bezug mi k(Z) ist. 
Bedeutet nun C^ den Unterkörper Iten Grades von (7,̂ , so muss danach 
der aus k(Z) und C^ zusammengesetzte Körper mit dem durch Z und 

Yx bestimmten Körper identisch sein. 
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§102. 
Von gewissen Primzahlen in der Discriminante eines cyklischen Körpers vom 

Grade l^. 

Hülfssatz 16. Wenn C^ ein cyklischer Körper von einem Grade 

/'' ist, wo / eine beliebige Primzahl ( = 2 oder 4= 2) ist, und wenn 6'j 

den Unterkörper /ten Grades von Cj^ bezeichnet, so besitzen die etwaigen 

von / verschiedenen Primteiler p der Discriminante von C'j durchweg die 

Congruenzeigenschaft j9 ^ 1 nach /'. 

Beweis. Zunächst betrachten wir den Fall, dass / eine ungerade 
Primzahl und Ä = 1 ist. Wir nehmen an, es fände sich im Gegensatz 
zu unserer Behauptung eine rationale, in der Discriminante von C auf-

2iTl 

gehende Primzahl p, welche EJE 1 nach / ist. Es sei ^ = e ' , ferner 
r eine Primitivzahl nach /, und man nehme aus der Gruppe des Körpers 
k(Q die Substitution s = (t,:^'^)- Ist p ein idealer Primfactor von p 
im Körper X(ö, so ist das Primideal p, wegen J3 ; |s 1 nach /, nach 
Satz 119 von einem G r a d e / > 1 ; mithin ist nach Satz 129 der Zer­
legungskörper des Primideals p von einem Grade e < / — 1 ; die übrigen 
Primfactoren von p sind dann 

p' = sp, . . ., p(->) = / - ' p , 

während s''p = p, d. h. 

(39.) / - ' = 1 

wird. Desgleichen gelten auch für die zu p conjugirten Primideale p', 
p", . . . die entsprechenden Gleichungen 

(40.) p"'-' = \, i'-'=\, . ... 

Nach Hülfssatz 15 giebt es eine ganze Zahl x in kQ). so dass die 
i _ 

beiden Zahlen t, und ]/x den aus k(X) und C^ zusammengesetzten 
Körper X(J, C^) bestimmen, und für welche ohonein x^'" gleich der 
/ten Potenz einer Zahl in X(Q wird. Da s — r nnd .v — 1 zwei ganz­
zahlige Functionen von s sind, welche im Sinne der Congruenz nach / 
keinen gemeinsamen l'actor luiben, so giebt es drei ganzzahlige Functionen 
y)(.v), xp{s), ;f(s) der Veränderlichen s, so dass 

1 = ( / - l ) y ( « ) - h ( ^ — r ) ^ ( s ) + / x ( s ) 



§ 102. Capitel XXIII. Der Kreiskörper in seiner Eigenschaft etc. 343 

ist, und hieraus folgt 

wo a eine Zahl in X(Q ist. Wegen der vorhin bewiesenen Gleichungen 
(39.) und (40.) für die Primideale p, p', p", . .. lässt sich x^ ~ als eine 
solche ganze oder gebrochene Zahl schreiben, dass Zähler und Nenner keinen 
der Primfactoren p, p', p", . . . enthalten und daher zu p prim sind; das 

Gleiche gilt somit von der Zahl x^'"-'^'^'-'\ Wir setzen ;c'̂ '-«»'W ^ 1 

in solcher Weise, dass q eine ganze, zu p prime Zahl in X;(Q 
und a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Der Körper k(^, CJ wird 

i 

dann auch durch die beiden Zahlen ^ und YQ bestimmt. Die Relativ-
i 

discriminante der Zahl 'Yq in Bezug auf k(Q ist =±/^()'~'^, und da 
q zu p prim ist, so ist mithin auch die Relativdiscriminante von kQ, Cf) 
in Bezug auf X;(Q prim zu p. Da andererseits auch die Discriminante 
von k(Q nicht durch p teühar ist, so ist nach Satz 39 auch die Dis­
criminante von X;(̂ , Cj) und folglich nach Satz 85 auch die Dis­
criminante des Körpers Cj prim zu p, was unserer Annahme wdder-
spricht. 

In ähnlicher Weise erschliessen wir die Richtigkeit des Hülfssatzes 16 
bei ungeradem /, wenn der Exponent Ä > 1 angenommen wird. Es sei 

2m_ 

Z=e ' ' ', ferner bezeichne r eine Primitivzahl nach /'', und aus der 
Gruppe des Körpers k(Z) sei s^iZ-.Z'). Es sei p eine in der Dis­
criminante von Cj aufgehende, von / verschiedene Primzahl und p ein idealer 
Primfactor von p in k(Z). Nehmen wir j? = 1 nach /, aber =|= 1 nach /' 
an, so liegt das Primideal p jedenfalls auch in dem Unterkörper k(Z ) des 
Körpers k(Z), d. h. es ist p^' ' ' ~ ^ ^ - i ^ l , und ebenso gelten für die 
zu p in k(Z) conjugirten Primideale p', p", . . . die Gleichungen: 

p'/'^'('-')-i = 1, p"/- 'c^-y-i = 1, . . . . 

Da r Primitivzahl nach /'' ist, so wird / '"^P-') =\= 1 nach /'', und 
mithin lassen sich drei ganzzahlige Functionen (p(s), ip(s), x(s) der 
Variabein s derart bestimmen, dass 

l"-' = (s''"'^'-'^-l)(p(s)+(s-r)ifj(s)-^l"x(s) 

ist; hieraus folgt alsdann, wenn x eine nach Hülfssatz 15 bestimmte Zahl 



34.4 Vierter Teil. Der Kreiskörper. § 102. 

bedeutet. 

X 
,i"-i _ „(»'"-^('-D-DvMßi' ' 

wo « eine Zahl in k{Z) ist. Wegen der vorhin bewiesenen Eigenschaft der 

Primideale p, p', p",... ist ^^'"''^'-'^-^ und folglich auch ;,(»'^-^('->^-l)'/W 

eine Zahl, deren Zähler und Nenner zu p prim ausfallen. Wir können 

daher die letztere Zahl = - ^ setzen in solcher Weise, dass q eine 

ganze, zu p prime Zahl in k{Z) und a eine ganze rationale Zahl 

ß W- , , ....^.^ _..u _ ^lh-\ 
bedeutet. Es ist dann | /x = — YQ, "'̂ '̂  daraus ergiebt sich q = ff': 

a 

wo 0- ebenfalls in X(Z) liegt. Da der durch Z und Y^x bestimmte 
Körper, wie am Schlüsse des § 101 bemerkt wurde, mit demjenigen 
Körper identiseh ist, welcher durch Zusammensetzung ans k{Z) und 

i _ 

(7j entsteht, und da die Relativdiscriminante der Zahl l/ff in Bezug 
auf k{Z) den zu p primen Wert d z / V " ^ besitzt, so ist die Relativ­
discriminante des Körpers k(Z, Cf) in Bezug auf X(Z) prim zu p. An­
dererseits ist die Discriminante von k{Z) ebenfalls nicht durch p teilbar, 
und folglich gilt das Gleiche auch von der Discriminante des Körpers 
k{Z, C,) und damit dann auch von der des Körpers C,. Der letztere 
Umstand aber widerspricht unserer Annahme. 

Um die Richtigkeit des Hülfssatzes 16 für / = 2 zu erkennen, machen 
wir zunächst die Annahme h-=2 und wenden dann auf den cyklischen 

in 

Körper C^ vom 4ten Grade den Hülfssatz 15 an. Wir setzen Z = e - = i 
und betrachten aus der Gruppe von k(Z) die Substitution s' = {i:—/). 
Es sei (7j der quadratische Unterkörper von C,, und wir nehmen an, es 
gebe eine in der Discriminante von 6'j aufgehende ungerade Primzahl p, 
welche E|E1 nach 4 ist. Infolge der letzteren Eigenschaft ist p in k{i) 
unzerlegbar. Ist nun die uns durch Hülfssatz 15 angewiesene Zahl x 
durch p teilbar, so bilden wir die Zahl p = x''~^ Da nach Hülfssatz 15 
andererseits x' '+' = a* sein soll, wo a in kfi) liegt, so folgt x ' = ?"'^«S 

d. h. l/x = aYQ"'- In Folge dessen ist q das Quadrat einer Zahl in 

k(i); wir können q^~^ setzen in solcher Weise, dass ?'eine ganze, zu 
(/ 

p prime Zahl in X(/) und a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Da der 

Körper /:(•/, C'j) mit dem Körper X(/, ]/7:) überoinstiniuit, und da anderer-
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seits die Relativdiscriminante der Zahl ] /T in Bezug auf X('/) zu p prim 
ist, so ist auch die Relativdiscriminante des Körpers k(i, Cf) in Bezug 
auf X-(/) prim zu p, und hieraus folgt, dass die Discriminante von (7, 
nicht durch p teilbar ist, entgegen der Voraussetzung. 

in 

Ist im Falle / = 2 der Exponent h>2, so setzen wir Z = 6^''"^ 

Nehmen wir dann an, es gäbe eine in der Discriminante von Cj auf­

gehende Primzahl p ^ l nach 4 und E|E 1 nach 2*, und ist p ein idealer 

Primfactor von p in X(Z), so bliebe p ungeändert bei einer Substitution 

st'~^, wo s^ entweder =(Z:Z^) oder = ( Z : Z ^ ^ ) zu nehmen ist; 

folglich wäre p*!'"""'^ = 1. Wegen (±5)2*"^ EE|S 1 nach 2'' würde, ähn­

lich wie oben, eine Gleichung von der Gestalt: 

2 " - ' = ( s | " - ^ - l ) y ( . , ) + ( s , = F 5 ) V ^ ( s j 4 - 2 " ; ^ ( . , ) 

gelten, und aus dieser schliessen wir, wie vorhin bei ungeradem /, auf einen 
Widerspruch mit der Annahme, wonach p in der Discriminante von C, 
aufgeht. Damit ist der Hülfssatz 16 vollständig bewiesen. 

Aus dem Hülfssätze 16 folgt ohne Schwierigkeit die weitere Thatsache: 
Hülfssatz 17. Es sei C^^ ein cyklischer Körper von einem Grade / ' , 

wo / eine beliebige Primzahl ( = 2 oder 4= 2) ist; der Unterkörper Iten 
Grades von C^ werde mit C\ bezeichnet; die Discriminante des Körpers C, 
enthalte die von / verschiedene Primzahl p : dann kann stets ein Abel'scher 
Körper Cj, von einem gewissen Grade / ' ^ / ' mit folgenden beiden 
Eigenschaften gefunden werden: 

Erstens. Der aus C'^, und einem gewissen Kreiskörper P,̂  zusammen­
gesetzte Körper enthält C. als Unterkörper. 

Zweitens. Die Discriminante des Körpers Cf enthält nur solche Prim­
zahlen, die auch in der Discriminante des Körpers C aufgehen, darunter 
aber nicht die Primzahl p. 

Beweis. Nach Hülfssatz 16 besitzt die rationale Primzahl j9 die Con­
gruenzeigenschaft p ^ l nach /''; man construire nach § 100 den cy­
klischen Kreiskörper P^ vom Grade /*, dessen Discriminante eine Potenz 
von p ist, und betrachte den aus C und P^ zusammengesetzten Körper 
k(Cj^,PJ, dessen Grad /''+''' sei. In P,, g i l t p = p " ' , wo p ein Prim­
ideal in P^ bedeutet. .Es sei Sß ein in p aufgehendes Primideal des 
Körpers k(C^, P J . Da das Primideal «ß in der Gradzahl /''+*' des 
Körpers k(C^, P^f) nicht aufgeht, so ist dieser Körper X(6',^, P^) Ver­
zweigungskörper des Primideals Sß und als solcher nach Satz 81 relativ 
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cyklisch, und zwar mindestens vom Relativgrade /'', in Bezug auf den 
Trägheitskörper des Primideals *ß, der Cj_, heisse. Da ferner cyklische 
Körper von höherem als dem /''ten Grade in X;(6'̂ , P,^) nicht vorkommen 
können, so hat k(C,^, I\) genau den Relativgrad /'' in Bezug auf C^,. 

Hieraus folgt, dass der Körper 6',;, vom Grade /''' ist. Die Differente des 
Trägheitskörpers C,', ist nach Satz 76 nicht durch *ß teilbar, und daher 
ist, mit Rücksicht auf Satz 68, die Discriminante des Körpers C'̂ , 
nicht durch p teilbar. Andererseits enthält diese Discriminante wegen 
Satz 39 nur solche rationale Primzahlen, welche in der Discriminante von 
(7,̂  aufgehen. Endlich folgt aus Satz 87, dass der aus C^, und I^^^ zu­
sammengesetzte Körper mit k(C,^, P,f) übereinstimmt. Der Körper 6,̂  
besitzt demnach alle im Hülfssatz 17 verlangten Eigenschaften. 

§103 . 
Der cyklische Körper vom Grade u, dessen Discriminante nur u enthält, und 
die cyklischen Körper vom Grade u'' und 2'', in denen TJi bez. //j als 

Unterkörper enthalten ist. 

Hülfssatz 18. Wenn die Discriminante eines cyklischen Körpers 6̂  
von einem ungeraden Primzahlgrade u ausschliesslich die Primzahl u ent­
hält, so stimmt Ĉ  mit TJ^ überein. 

2in 

Beweis. Wir setzen ^==e " und s ^ ( ^ : C ' ) , wo ;• eine Primitiv­
zahl nach u bedeute. Schreiben wir überdies A = 1 — 'C. so ist 1 = (7.) 
ein Primideal in X;(Q, und es wird im Sinne der Idealtheorie u = f~ ; 
endlich gilt die Congruenz 

a ^ l —r = rA, (1=). 

Wir betrachten nun die uns durch Hülfssatz 15 angewiesene Zaid x. 
Da das Primideal I in X(^) vom ersten Grade ist, so folgt, wenn 
p = pc'' gesetzt wird, in Anbetracht der Gleichung «1 = 1 und 
nach Satz 24 die Congruenz p = l nach I. Da r—1 zu u prim ist, 
so wird der aus 6', und k(JC) zusammengosotzte Körper auch durch ^ und 

Yq bestimmt sein. Wir setzen q^=l-\-aX nach P, wo a eine ganze 
rationale Zahl bedeute; dann ist ff = ( i C " ^ l nach V. 

Nunmelir fi'dircn wir den Nachweis dafür, dass die Congruenz ( 7 = 1 
nach l" besteht. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei ff^ l -h«^* 
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nach l*+ , wobei der Exponent e < M ausfällt und a eine nicht durch 
u teübare ganze rationale Zahl bedeutet. 

Wi^^berücksichtigen, dass nach dem Hülfssätze 15 x""'' und folgüch 
" die wte Potenz einer Zahl in X ( 0 ist; wir setzen a'~' = ß'', 

wo ß eine Zahl des Körpers kitf) sei. Diese Gleichung liefert die Con­
gruenz l-^airXy—arX' — ß" nach I '+ \ Aus dieser folgt zunächst 
^ = 1 nach I, und dies liefert jS" = 1 nach f. Hieraus würde endlich 
ar ^ ar nach I folgen, was unmöglich ist, da r Primitivzahl nach u sein 
soll nnd e > 1 ist. Diese Betrachtung lehrt die Richtigkeit der Congruenz 
0 - = 1 nach f. 

Wir setzen nun ff = J in solcher Weise, dass T eine 
a ' 

ganze Zahl in X(t) und a eine ganze rationale Zahl bedeutet; es ist 
dann T ^ 1 nach 1" Nehmen wir nun an, der Körper C, sei von 
dem Körper f7, verschieden, so entsteht durch Zusammensetzung aus 

u u u u 

Kö, ü, und C, der durch ' j / ^ und ] /T bestimmte Körper X(]/^, "j/r) 

u 

vom Grade u^(u—1). Es ist andererseits g = —~"y , wie die Glei-

(§2—l)" -hT "_ »^ 
cliung -TZ = 0 zeigt, eine ganze Zahl des Körpers X(l/C, j / r ) , 

u 

und die Relativdiscriminante dieser Zahl in Bezug auf kQfif) ist gleich 
£T"~ , "WO E eine Einheit ist. Da T zu M prim ist, so ist mithm die 

u u 
Relativdiscriminante des Körpers X;(]/t, 'j/z) in Bezug auf den Körper 

u 
X(]/Q ebenfalls prim zu u. Bezeichnen wir daher mit 8* einen idealen 

u u 

Primfactor von I im Körper XCl/^, ] / T ) , SO besitzt i* mit Rücksicht auf 
Satz 93 in diesem Körper einen Trägheitskörper T, welcher den Grad u 
hat. Die Discriminante dieses Trägheitskörpers T ist prim zu M, und 
wegen Satz 85 müsste sie daher den Wert - h l oder —1 besitzen. Dass 
es aber einen cyklischen Körper vom Primzahlgrade u mit der Discri­
minante dz 1 nicht giebt, folgt entweder direct aus Satz 44 oder mittelst 
Satz 94 , wenn wir den in diesem Satze 94 mit k bezeichneten Körper 
gleich dem Körper der rationalen Zahlen nehmen und die Thatsache be­
rücksichtigen, dass im Körper der rationalen Zahlen alle Ideale Haupt­
ideale sind. Damit ist der Beweis für den Hülfssatz 18 erbracht. 

Hülfssatz 19. Wenn ein cyklischer Körper Ĉ^ vom Grade /*, wo 
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/ gleich einer ungeraden Primzahl u oder gleich 2 ist, den Körper i7j 
bez. J/j als Unterkörper enthält, so ist C,̂  Unterkörper eines solchen 
Körpers, welcher aus, C/'̂_ bez. / /^ und aus einem gewissen cyklischen 
Körper Ĉ ', von einem Grade / ' < / ' durch Zusammensetzung entsteht. 

Beweis. Es sei C,^+ TJ^^ bez. Ily Der grösste sowohl in Cj^ als in ?7̂  
bez. / / enthaltene Unterkörper werde mit L^,, bezeichnet; L^^^ habe den Grad 
/*, wo h* eine positive ganze rationale Zahl < h bedeute. Es sei t eine 
solche Substitution ans der Gruppe des Körpers 6̂ ,̂ welche mit ihren Po­
tenzen diese Gruppe erzeugt, und ̂  eine solche Substitution, welche die Gruppe 

des Körpers ü^^ bez. 77,̂  erzeugt. Setzen wir 1f ^^t und 2* = s' , so 

erzeugen t* und z* beide Male diejenigen Untergruppen vom Grade /*"''*, 

zu denen Z/̂ ,, als Unterkörper einerseits von C^, andererseits von TJ. 

bez. IIj^ gehört. Der aus C^^ und C/̂  bez. J7)̂  zusammengesetzte Körper 

K ist in Bezug auf 1/,,. vom Relativgrade / ~ und daher überhaupt 

vom Grade /^''"''*. 

Um die Gruppe G des Körpers K zu ermitteln, bezeichnen wir mit 3 
eine den Körper Ĉ^ und mit y eine den Körper fT̂  bez. IL bestimmende 
Zahl nnd verstehet unter x, y unbestimmte Parameter. Die Grösse 
0^x3-\-yy genügt einer Gleichung vom /^''~'''ten Grade, deren Coef­
ficienten ganzzahlige •Functionen von x und y sind, und welche in dem 
durch die Parameter x und y bestimmten Rationalitätsbereich irreducibel 
ist. Die verschiedenen Wurzeln dieser Gleichung sind von der Gestalt 

wo m, n gewisse Paare ganzer Zahlen bedeuten. Da einem bekannten 
Satze zufolge sowohl 5- wie y sich als rationale Functionen von © aus­
drücken lassen, wobei die Coefficienten ganzzahlige Functionen von x und y 
werden, so sind auch die Grössen 0^^^^^ ebenso ausdrückbar; wir setzen 

®mn = .^•^"'^H-2/2">' = *,„„(©), 

wobei ^^^^ eine rationale Function von 0 bedeutet, deren Coefficienten 
ganzzahlige Functionen von x, y sind. Es bezeichne nun A irgend eine 
Zahl in K oder üherhaupt eine rationale Function von .c, //, deren Coef­
ficienten in /fliegen; dann wird A gleich einer rationalen Function F{0) 
der Gri'isse 0, deren Coefficienten ganzzahlige Functionen von .r, (/ siud. 
Es drücken sich ferner die zu A conjugirten Grössen in der Gestalt 

.S A = F(^ (©)) 
mit V " iim^ 'y 
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aus, nnd das System der betreffenden /^''~''* Substitutionen Ä bildet 
die Gruppe G des Körpers K. Wegen 

«„.„© - ' ^ Ä . „ ^ + 2 / S „ . r = a=r3+yz'y 
'wird 

S^3 = t'"3, S y = z'y, 
und hieraus folgt leicht: 

tun vvn' m-^-m',, m+w'' 

wenn allgemein die Festsetzung S = S , , getroffen wird, falls W2 = m* 

und n^n* nach /'' ist. Aus (41.) folgt die Vertauschung der Sub­

stitution der Gruppe G, d. h. der Körper K ist ein Abel'scher Körper. 

Es bezeichne r eine Primitivzahl nach / ' ; da insbesondere z'y eine zu 

y conjugirte Zahl ist, so muss es jedenfalls eine Substitution in der Gruppe 

G geben, bei welcher der zweite Index n ^ r nach /'' ist. Wir setzen 

eine solche Substitution S , = s. Der Grad der aus s erzeugten cyklischen 

Gruppe ist / ' . Es kann ferner leicht erkannt werden, dass alle die­

jenigen Substitutionen der Gruppe G, bei denen der zweite Index ^ 0 nach 

/ ausfällt, für sich eine cyklische Untergruppe vom Grade /*"''* bilden. 

Es sei s* = S^,^ eine erzeugende Substitution dieser cyklischen Gruppe. 

Die Gruppe G entsteht dann offenbar durch Zusammensetzung aus den 

/ Potenzen von s und den / ' ~ ' Potenzen von s*- Zu der aus den Potenzen 

von s* bestehenden Untergruppe gehört offenbar im Körper K der cyklische 

Unterkörper ü^ bez. 11^. Zu der aus s erzeugten Gruppe gehört in Ä^ein 

gewisser cyklischer Unterkörper C,', vom Grade / ~ ' . Die beiden Körper 

TJ. bez. II und C' haben keinen gemeinsamen Unterkörper ausser dem 

Körper der rationalen Zahlen, und der Körper K entsteht daher durch 

Zusammensetzung aus diesen beiden cyklischen Körpern. Damit ist der 

Hülfssatz 19 vollständig bewiesen. 

§104. 
Beweis des Fundamentalsatzes über Abel'sche Körper. 

Wir beweisen nunmehr den Fundamentalsatz 131 in folgender Art. 
Zunächst ist in § 48 festgestellt worden, dass jeder Abel'sche Körper 
sich aus cyklischen Körpern zusammensetzen lässt, deren Grade Prim­
zahlen oder Primzahlpotenzen sind; es ist daher nur nötig, zu zeigen, 
dass jeder cyklische Körper 6^ von einem Grade /'', wo / eine Primzahl 
bezeichnet, ein Kreiskörper ist. 
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Um diesen Beweis zu führen, nehmen wir an, es sei bereits die 
Richtigkeit des Fundamentalsatzes 131 für alle diejenigen Abel'schen 
Körper erkannt, deren Grad eine niedere Potenz von / als / ' ist. 

Es werde nun der in 6̂ ^ enthaltene Unterkörper vom /ten Grade 
C in's Auge fasst. Nehmen wir an, dass die Discriminante von 6', eine 
von / verschiedene rationale Primzahl p enthält, so ist nach Satz 39 auch 
die Discriminante von C,^ durch p teilbar. Ferner existirt nach Hülfs­
satz 17 ein Abel'scher Körper C]^, vom Grade f ^l'' der Art, dass 6), 
Unterkörper des aus 6',|, und dem Kreiskörper P,^ zusammengesetzten 
Körpers wird. Ist dann C',^, ein cyklischer Körper von niederem als /*ten 
Grade oder aus mehreren solchen cyklischen Körpern zusammengesetzt, 
so erweist sich C,[, auf Grund unserer Annahme als Kreiskörper, und 
mithin ist auch C,/ein Kreiskörper. Es ist demnach nur noch der Fall 
in Betiacht zu ziehen, dass h' = h ausfällt und 6',;, = C'^^ ein cyklischer 
Körper vom Grade /'' ist. Wie der vorhin angewandte Hülfssatz 17 aus­
sagt, enthält die Discriminante von C,' nur solche Primzahlen, welche in 
der Discriminante von C,̂  aufgehen, aber nicht die Primzahl p; die Dis­
criminante von C, enthält also mindestens eine rationale Primzahl weniger 

h 

als die Discriminante von Cj^. 
Wir bezeichnen den Unterkörper /ten Grades von 6 '̂ mit C'J. Geht 

dann in.der Discriminante von CJ noch eine von / verschiedene rationale 
Primzahl p' auf, so können wir auf den Körper C^ dass nämliche Ver­
fahren anwenden, das wir soeben für den ursprünglich vorgelegten Körper 
Cj^ dargelegt haben, und gelangen dann entweder zu der Einsicht, dass 
C'J ein Kreiskörper ist, oder wir werden auf einen cyklischen Körper Cf 
vom Grade /'' geführt, dessen Discriminante wieder mindestens eine ratio­
nale Primzahl, nämlich die Primzahl p', weniger enthält als die Dis­
criminante des Körpers 6^. Das so eingeleitete Verfahren führt nach 
einer gewissen Anzahl m sich folgender Anwendungen entweder auf einen 
Körper C',["m), der sich auf Grund unserer Annahme bereits als Kreiskörper 
erweist, oder wir gelangen schliesslich zu einem cyklischen Körper C '̂"' 
vom Grade /'' von der Art, dass der in 6^'" enthaltene Unterkörper Cj 
vom / ten Grade eine Discriminante besitzt, welche keine rationale Prim­
zahl oder nur die Primzahl / enthält. Da es nach den Bemerkungen 
auf S. 347 einen cyklischen Körper /ten Grades mit der Discriminante 
dz l nicht giebt, so tritt notwendig der letztere Umstand ein. 

Wir unterscheiden nunmehr zwei Fälle, je nachdem / eine ungerade 
Primzahl u oder gleich 2 ist. 
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Im e r s t e ren Falle stimmt nach Hülfssatz 18 Ĉ'™̂  mit ü^ überein. 

Im zwei ten FaUe 1=2 ist, wenn h=l ausfällt, der Körper C^"'^=C['"^ 

entweder gleich k(i) oder gleich kQß) = II^ und mithin offenbar ein 

Kreiskörper. Für / i > 1 erweist sich jedoch C^"'^ stets gleich X ( l / 2 ) = I / j . 

Ist nämlich CJ"''' ein reeller Körper, so ist offenbar auch C|™' reell, und 

daraus folgt die Behauptung. Ist jedoch C^^'^ ein imaginärer Körper, so 

bilden die sämtUchen reellen Zahlen desselben einen reellen Unterkörper 

von Grade 2 ' ~ , und da Cf' notwendig in diesem reellen Körper ent­

halten ist, so ist Cj ebenfalls reell und stimmt also mit / / überein. 

In den beiden oben unterschiedenen Fällen ist somit, wenn wir von 

1=2, Ä = 1 absehen, stets der Körper C['"''= TJ^ bez. =IIy Nach 

Hülfssatz 19 ist infolgedessen (7̂ '™̂  Unterkörper eines Körpers, der sich 

aus TJj^ bez. 11^^ und einem cyklischen Körper C^ vom Grade /'' < ; /'' 

zusammensetzt. Da nun der Fundamentalsatz 131 für cyklische Körper 

von der letzteren Beschaffenheit bereits als bewiesen angenommen worden 

ist, so erweist sich auch Cff als Kreiskörper. Damit ist der Funda­

mentalsatz 131 vollständig bewiesen, und zugleich ist ersichtlich, in welcher 

Weise man alle Abel'schen Körper von gegebener Gruppe und gegebener 

Discriminante aufstellen kann. 

Oapitel XXIV. 

Bie Wurzelzahlen des Kreiskörpers der /ten Einlieitswurzeln. 

§ 1 0 5 . 
Die Definition und Existenz der Normalbasis. 

Eine Basis eines Abel'schen Körpers K von einem Grade M soll eine 
Normal l tas is heissen, wenn sie aus ein§i ganzen Zahl JV des Körpers K 

und den zu JV conjugirten Zahlen JV', . . ., JV "̂̂ "̂ ^ besteht. Es gilt 
der folgende Hülfssatz: 

Hülfssatz 20. Wenn ein Abel'scher Körper K eine Normalbasis be­
sitzt, so besitzt auch jeder Unterkörper k des Körpers Z'eine Normalbasis. 
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Beweis. Es sei M der Grad von K, und es seien t.^^, . . ., ^^ die 
Substitutionen der Gruppe des Abel'schen Körpers K; ferner sei JV eine 
solche ganze Zahl in K, die mit ihren conjugirten zusammen eine Normal­
basis von JK"liefert. Bilden dann t^, .. ., t^ diejenige Untergruppe jener 
Gruppe von M Substitutionen, zu welcher der Unterkörper k von K ge­
hört, so kann man dazu unter jenen 71/Substitutionen t^, .. ., t^ solche 

m=— Substitutionen /J, . . ., t'^^^ finden, dass die IfSubstitutionen 

t , . . ., tj^, abgesehen von ihrer Reihenfolge, durch die Substitutionen-

producte 

t[t^, . . . , t'^t^; t:^t^, . . . , /•;/,; . .; t^^t^, ..., t'j^ 

dargestellt werden. Ist a eine ganze Zahl in k, so gilt, da eine solche 
stets auch eine ganze Zahl in K ist, eine Gleichung 

a = a^/^t^N+-^aJ^t^N+-+a^,t'j^N-^-+a^J'J^N. 

wo «JJ, . . . , a,^, . . . , a^^, ..., «„,,. ganze rationale Zahlen sind. 
Berücksichtigen wir, dass a bei Anwendung der einzelnen Substitutionen 
t , . . ., t ungeändert bleibt, und andererseits, dass zwischen den 
M=mr Zahlen t',t,N, . . . , t'A N; . . .; ü',i^,JV, . . . , t' t N kerne 

1 1 - ' ' 1 r ml ' 111 r 

lineare Relation mit ganzzahligen, nicht sämtlich verschwindenden Coeffi­
cienten stattfinden kann, so folgt offenbar: 

d. h.: wenn 

V = «jA^-higJVH h<,.JV 

gesetzt wird, so bilden die m Zahlen t'.^v, t'.,Y, . ., t'^^v eine Normal­
basis des Körpers k. 

Satz 132. Ein jeder Abel'sche Körper K vom J/ten Grade. 
dessen Discriminante D zu M prim ist, besitzt eine Normalbasis. 

Beweis. Die verschiedenen rationalen Primzahlen in D seien p, p',...-. 
Da keine dieser Primzahlen in AI aufgeht, so ist nach dem Beweise des 
Satzos 131 der Abel'sche Körper A' in demjenigen Kreiskörper als Unter-

2il 2i.l 

körper enthalten, welcher durch die Zahlen ^=e P , ^ ' ^ O P ' , . . . , 
- - • • • ' _ _ 

d. h. welcher durch die Einheitswurzel Z^e >'>''••• bestimmt ist. Für 
den Körper X(ö bilden nach Satz UM die Zahlen 1, f, . . . ,^ ' '~" und folglich 
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auch die Zahlen ^, f, . . ., J P - I eine Basis; die letztere Basis ist eine 
Normalbasis. Entsprechendes gilt für X(^'), 

Man bUde nun das System der (p—l)(p'—i^ . . . Zahlen ^'f'''. . ., 
wo die Exponenten h; h'; . . . bez. die Zahlen 

1, 2, . . ., p—1- 1, 2, . . ., p'-l; . . . 

unabhängig von einander durchlaufen sollen; dann stellt dieses System 
von * ( p ^ ' . . . ) Zahlen nach Satz 88 eine Basis des Körpers k(Z) dar, 
und diese Basis ist offenbar eine Normalbasis. Nach dem Hülfssatz 20 
besitzt folglich auch der Abel'sche Körper K eine Normalbasis. Damit 
ist der Satz 132 be'wiesen. 

§106 . 

Der Abel'sche Körper vom Primzahlgrade l und von der Discriminante p'~^. 
Die Wurzelzahlen dieses Körpers. 

Die einfachsten und wichtigsten Abel'schen Körper nächst den 
quadratischen Körpern sind diejenigen, bei welchen der Grad eine un­
gerade Primzahl / ist und die Discriminante d nur eine einzige, und 
zwar von / verschiedene Primzahl p enthält. Es bedeute X; einen solchen 
Körper. Nach Hülfssatz 16 besitzt die Primzahl p notwendig die Con­
gruenzeigenschaft p ^ l nach /. Die Primzahl p wird im Körper k die 
Ite Potenz eines Primideales ersten Grades. Nach den Bemerkungen zu 
Satz 79 und mit Rücksicht darauf, dass X jedenfalls ein reeller Körper, 
also d positiv ist, ergiebt sich d = p'~^. 

Es seien 1, t, t, .. ., t^'~ die Substitutionen der Gruppe des Kör­
pers k, und die Zahlen v, tv, . . . , t'^^v mögen eine Normalbasis von 
k bilden (s. Satz 132). Die Zahl v ist dann jedenfalls eine den Körper k 

2in 

bestimmende Zahl. Es werde ^ == e ^ gesetzt; der Ausdruck 

ß = - v - h ^ ^ v - h ^ . ^ ^ - l \-^''-.i~''v 

soll eine Wurzelzahl des Körpers k = k(v) heissen. 
Jede solche Wurzelzahl ii ist offenbar eine ganze Zahl des aus k(y) 

und h(t) zusammengesetzten Körpers k(y, Ö- Das Studium der vorhandenen 
Normalbasen und Wurzelzahlen des Abel'schen Körpers X(v) giebt uns 
•wichtige Aufschlüsse über die in p aufgehenden Primideale des Kör­
pers k(]f). Die Ausführungen dieses Capitels erfahren nur leichte Ab­
änderungen, wenn statt der ungeraden Primzahl / die Zahl 2 genommen wird. 

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 2 3 
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§ 107. 
Die charakteristischen Eigenschaften der Wurzelzahlen. 

Satz 133. Es sei ein AbePscher Körper k vom Grade / und mit 
der Discriminante d = p^~^ vorgelegt, wo / und p verschiedene un­
gerade Primzahlen bedeuten; ferner sei v, tv, • • -, t v eine Normal-

2ijl 

basis dieses Körpers k. Wird dann ^ = e ' , 1 ^ ( 1 — 0 "nd s = ( f :^ ) 
gesetzt, wo r eine Primitivzahl nach / bedeute, so besitzt die aus jener 
Normalbasis entspringende Wurzelzahl Q des Körpers X::^X;('»') die fol­
genden drei Eigenschaften: 

Erstens. Die /te Potenz der Wurzelzahl, u) = £2 , ist eine Zahl 
des Kreiskörpers k(Q, und zudem wird of~^ gleich der /ten Potenz einer 
Zahl des Körpers X;(Q. 

Zweitens. Es gelten die sich gegenseitig bedingenden Congruenzen 

ß = ± l , (l), co = ± l , (! '). 
1(1-1) 

Drittens. n(w), die Norm der Zahl co in k(^), ist ^p - , 
Beweis. Die Zahlen ii' und ß ' ~ ' ' sind solche Zahlen in kQ. v), 

welche beim Uebergang von v in tv ungeändert bleiben. Sie sind des­
halb Zahlen in X(^). Hieraus folgt die erste in Satz 133 angegebene 
Eigenschaft. 

Da V, iv, ..., t" V Basiszahlen des Körpers k(v) sind, so gilt 
insbesondere 

1 ^ a^v-ha^tv-\ l-a(_i*' ' v 

für bestimmte ganze rationale Zahlen â ,, a^, . . . . a . Die Anwendung 
der Substitution i auf diese Formel lehrt, dass a=a ^^ •••^a_ ist, 
und da die Coefficienten a^, a^, . .., «j_j keinen gemeinsamen Teiler 
=|=±1 haben können, so haben sie sämtlich den gleichen Wert - h l . 
d.h. es ist v-\-tv-i h^ ' " ' - ) '= ± 1 - Aus dieser Formel folgt: 

Q = v-hC-tv-h^.t'v-{ \-^-\^-'v 

= v-\-tv-\ h!̂ '~''>' = ± l , (1). 

Mit Hülfe von corpl = ( f i r p l ) ( C i 2 = ] z l ) . . . (t,''~^Q=Fl) erkennen wir 
die zweite Eigenschaft der Zahl w. 

l'ndlich folgt durch eine geeignete Anwendung dos Multiplications-
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Satzes der Determinanten 

V, tv, . . ., t V 

,1—1 J—2 

t r, V, . . ., t V 

tr, t'v. 

= (v-i-tv-\ hü' '^v)n(ii) = ±n(ii), 

niii) = (v+ttv-[ i-^-'t'-'v)...(v-ht-'tv-{—-^^'-'^'t'-\) 

die Relativnorm von ii in Bezug auf den Körper k(v) ist. Das Quadrat 
der Determinante linker Hand ist gleich der Discriminante des Körpers 
X-(i'), d. h. = p ~ , und folglich ergiebt sich 

n(w) = {n(ii))' = p 

Damit ist der Satz 133 vollständig be'wiesen. 
Die drei in Satz 133 bewiesenen Eigenschaften einer Wurzelzahl ii 

des Körpers k(y) reichen umgekehrt völlig zur Charakterisirung einer 
solchen Zahl hin. Es gilt nämlich folgende Thatsache: 

2iir 

Satz 134. Es sei / eine ungerade Primzahl und ^ = e ' , ferner 
p eine Primzahl ^ 1 nach /; wenn dann co eine solche Zahl des Kreis­
körpers X(Q bedeutet, die nicht gleich der /ten Potenz einer Zahl in 
X(Q wird, und welche die drei in Satz 133 angegebenen Eigenschaften 

i 

besitzt, so ist i3 == ^co eine Wurzelzahl des Abel'schen Körpers /ten 
Grades von der Discriminante p " . 

i _ 

Beweis. Die Zahl ii = "j/co bestimmt einen relativ Galois'schen 
Körper vom Relativgrade / in Bezug auf den Körper k(Q. Es sei t 
diejenige Substitution der. Relativgruppe, für welche tii^^C" •ß wird. 
Mit Rücksicht auf die erste Eigenschaft der Zahl co, die sich in der 
Formel sco = co,.fl;' ausdrückt, wo a eine Zahl in X;(̂ ) bedeutet, ist der 
durch ^ und ii bestimmte Körper vom /( /—l)ten Grade ein Galois'scher 
Körper. Die Zahl a erfüllt die Bedingung 

gl—l^r^-l 

cô  '̂  = a "-' ; 

wir legen sie eindeutig fest durch die weitere Forderung 

23* 
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Wir wollen nun unter t und s zugleich diejenigen bestimmten Sub­
stitutionen der Gruppe dieses Galois'schen Körpers k(t„ ii) verstehen, 
welche neben den für / nnd s schon festgesetzten Beziehungen noch 
tt, = t, und sii = ii^a ergeben. Diese beiden Substitutionen s nnd / 
sind mit einander vertauschbar, da 

stii = t~'ii^a = tsii 

wird, d. h. der Körper X!(̂ , ii) ist ein Abel'scher Körper. Femer wird 
die Untergruppe der Gruppe von k(t„ ii), welche aus den Potenzen der 
Substitution s besteht, genau- vom Grade / — 1 . Der zu dieser Unter­
gruppe gehörige Unterkörper von k(J^,ii) ist daher vom /ten Grade; 
er ist wiederum ein Abel'scher Körper; dieser Körper werde mit k be­
zeichnet. 

Wir beweisen zunächst, dass die Discriminante dieses Körpers X; 
zu / prim ist. D a i ä ^ d z l nach 1^(1—tf) ist, so stellt der Quotient 

""'"^ eine ganze Zahl dar. Wegen tii = lf~^ ii hat die Relativdiffe­

rente dieser ganzen Zahl in Bezug auf den Körper k(]f) den Wert £ß'~*, 

wo e" eine Einheit bedeutet, und daher ist die Relativdifferente des Körpers 

X:(̂ , Q) in Bezug auf den Körper k(X) prim zu /. Bedeutet i' ein in 

l aufgehendes Primideal des Körpers X(C, ü), so kommt dieses nach Satz 93 

in I zu keiner höheren als der ersten Potenz vor, d. h. es ist l^= i^^^M. 

wo 9}t sich nicht mehr durch 8 teilen lässt. Hieraus folgt nach § 39 

und § 40, dass der Trägheitskörper des Primideals 8 vom Grade / sein 

muss, und daher ist k selbst dieser Trägheitskörper. Nach Satz 76 ist 

die Differente des Körpers X nicht durch 8 und folglich auf Grund des 

Satzes 68 auch die Discriminante des Körpers k nicht durch / teilbar. 

Wir setzen 

, , , , z t : l - h ß - h s i 2 - h * ' - i 2 - | \-sf--ii 
(41.) V = ^ . 

wo das Vorzeichen das nämliche wie in den Congruenzen . Q ^ z t l , 
si2 = ± l , . . . nach 1 ist; dann wird der Zähler dieses in gebrochener 
Form erscheinenden Ausdrucks (41.) congruent 0 nach \. Dieser Zähler 
stellt eine Zahl in /• dar. Ist / in X Primideal, so muss daher dieser 
Zähler auch durch / teilbar sein, und es ist i' eine ganze Zahl. Anderen­
falls haben wir im Köjrper X', da die Discriminante von X' nicht den Factor / 
enthält, eine Zerlegung l-=\^...\^, wo 1 ,̂ . . . , 1̂  von einander verschie­
dene Primideale sind, nnd im Körper X(£, ii) gilt dann, wie man mit 

file:///-sf--ii
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Hülfe von Satz 88 erkennt, die Zerlegung 

i = (i-c) = a \)(.i, g--.(i, g. 
Da der Zähler des Ausdrucks rechter Hand in (41.) durch das Ideal 
(I, If) teilbar ist, so ist derselbe als eine ganze Zahl in k auch durch Î^ 
teilbar. Entsprechend folgt die Teilbarkeit jenes Zählers durch I^, . . . , l^, 
und es ist derselbe also schhesslich auch durch / teilbar, d. h. die durch 
(41.) definirte Zahl v ist auch jetzt eine ganze Zahl. 

Durch Benutzung der Gleichung tii = C~ ii ergehen sich aus (41.) 
die beiden Formeln: 

%'-h tv-h t\-i h t'~^v = ± 1 , 

(42.) v-^^.tv-\-^^t\-] \-V''\t'~\ = ii. 

Eine Anwendung des Multiplicationssatzes der Determinanten, wie sie 
schon beim Beweise des Satzes 133 vorkam, ergiebt dann 

JV: 
.1-1 
t V, 

tv, 

V, 

,1—1 

t V 
,1—2 t V = ±ii.sii...s'-^ii. 

tv, fv, . ., V 
nnd hieraus folgt vermittelst der dritten in Satz 133 ausgesprochenen 

Eigenschaft der Zahl co die Gleichung 

d somit 

V, 
,1-1 

t V, 

tv. 

N' 

tv. 

V, 

.2 
t V, 

1(1-1) 

-4- 2 

= zizp 

.1-1 
. . ., t V 

.1-2 
. . ., t V 

. . ., V 

= p' 

Wir beweisen nun, dass die Discriminante des Körpers k notwendig 
= «^-1 sein muss. In der That ist dieselbe wegen der letzten Gleichung 
ein positiver Teiler der Zahl p'-\ Da sie nach Satz 44 oder nach Satz 94 
nicht gleich 1 sein kann, so enthält sie die Primzahl p, und zwar nach 
den Bemerkungen zum Satze 79, notwendig in der (/—l)ten^Potenz. 
Aus der soeben bewiesenen Thatsache folgt, dass v, tv, ..., t v eine 
Basis des Körpers k bilden; diese Basis ist offenbar eine Normalbasis, 
Die Zahl ii ist wegen (42.) die aus dieser Normalbasis entspringende 
Wurzelzahl des Körpers k. 
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§ 108. 
Die Zeriegung der Iten Potenz einer Wurzelzahl im Körper der Zten Ein­

heitswurzeln. 

Satz 135. Haben /, p, 'C,, r, s die bisherige Bedeutung, und ist 
k{y) ein Abel'scher Körper /ten Grades mit der Discriminante d=^-'-

und i2 eine Wurzelzahl des Körpers X('v), so gestatt;et die Zahl oj = ß ' 
im Körper X(C) die Zeriegung 

rQ-t-r_is-l-r_2 «̂ H l-''-i-t-2*'~^ 

WO p ein bestimmtes in p aufgehendes Primideal des Körpers X;(C) be­
deutet, und wo allgemein r_. die kleinste positive ganze rationale Zahl 
bedeutet, welche der —zten Potenz r - ' der Primitivzahl r nach / con­
gruent ist. [Kummer^''"^ 

Beweis. Die Primzahl p zerfällt im Körper X'(Q in /—1 von ein­
ander verschiedene ideale Primfactoren p, sp, . . . , s''~-p; die Zahl oi 
muss durch jedes dieser Primideale teilbar sein. Denn nach dem Be­
weise zu Satz 134 ist die Relativdifferente des Körpers kifi, ii) in Bezug 
auf den Körper k(C) ein Teiler von i 3 ' = c o ; wäre nun CB etwa zu p 
prim, so wäre also diese Relativdifferente und wegen Satz 41 auch die 
Differente und endhch wegen Satz 68 auch die Discriminante von k(C. ii) 
prim zu p, was nicht sein kann, da sie die Discriminante von X(v) als 

'('-1) 

Factor enthält. Wegen n(m)=p - sind p, sp, . . . . s^'-'-p zugleich 
die einzigen in o) aufgehenden Primideale. Es sei p ein solcher unter 
diesen Primfactoren, welcher in der Zahl co zu einer möglichst niedrigen 
Potenz vorkommt; dann haben wir 

onH-ois+ '•• +a(_•^s'""-
a) = p " . 

WO «l-l, «j , . . ., fŝ _2 positive ganze rationale Zahlen bedeuten, unter 
welchen keine kleiner als a^ ist. Die Bildung von n{w) ergiebt 

/(/ —1) 
« o + « i H — ^ - « / - 3 = — o ~ — • 

Da «(||, « p . . , <i^_„ sämtlich > 0 sind, können hiernach diese Zahlen 
nicht sämtlich durch / teilbar sein. Zufolge der ersten im Satze 133 
bewiesenen l''.igenschaft wird 

„ / - ' ' _ _ y)(s-')0'i.-t-''l»-l--'-t-'»i-3s'~"-) _ _ ^̂ .'_ 
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wo a eine Zahl in k{^) ist. Da die zu p conjugirten Primideale 
sämtlich von p und unter einander verschieden sind, so folgt hieraus, 
dass die ganzzahlige Function 

( s _ r ) ( a ^ - h a j S - l ha^^^s'-^) 

der Veränderlichen s, wenn man nach Ausführung der Multiplication 
s durch 1 ersetzt, lauter durch / teilbare Coefficienten erhalten muss, 
d. h. diese Function ist ^ a^_^(s'^^ — 1) nach /. Daraus ist zu­
nächst aj_2E|E0 nach / ersichtlich, und wenn a^_g = r™"'"*"̂  nach / 
gesetzt wird, wo m eine der Zahlen 0, 1, . . ., / — 2 bedeute, so folgt 
für jeden Index « = 0 , 1, . . ., /—2^die Congruenz 

m—i /-TS 

a. = r , (/). 

Wir setzen allgemein a.^r .-\-lb. so, dass Q <Cr . <C / und b. 
o i m—t ' t ' m—l % 

eine ganze rationale Zahl ist; dabei wird stets b. > 0. Da 

^™+n„-i+--+^„,-.^2=H-2 + ...-f-(/-l) = - f c ^ 

ist, so folgt 5 -h&j-l h^, 2 = 0, und daraus geht notwendig 

b^ = o, b^ = o, . . ., b^_, = o 
hervor, d. h. 

a.^r . für i^=0, 1, . . ., / — 2 . 

Unter den Zahlen r^, r^, . . ., r^_^ ist offenbar r^ = 1 die kleinste, und 
da a unter den Coefficienten a^, a^, . . ., a^^ möglichst klein sein 
sollte, so folgt fl;^ = r g = l , d. h. m = 0, und nunmehr allgemein 
a.^r ., womit der Satz 135 bewiesen ist. 

§109. 
Eine Aequivalenz für die Primideale ersten Grades des Körpers der 

Iten Einheitswurzeln. 

Aus den bisherigen Entwickelungen entnehmen wir eine wichtige 
Eigenschaft der in einer Primzahl jp = 1 nach / aufgehenden Primideale 
des Körpers der /ten Einheitswurzeln. Es gilt nämlich die Thatsache: 

•^ 2in 

Satz 136. Es sei / eine ungerade Primzahl und ^ = e ' , ferner 

r eine positive Primitivzahl nach / und s = ( ? : ^ 5 'we™ '̂ »nn p ein 



360 Vierter Teil. Der Kreiskörper. § HO. 

beliebiges Primideal ersten Grades in dem Kreiskörper X(0 bedeutet, so 
besteht die Aequivalenz 

p?o+!?-i»+?-2»^+-"+»-H-2*'~^ j_j 1̂  

wo die Grössen q_. ganze rationale, durch das Gleichungssystem 

q_. = r^=^'=^ (i = 0,1,..., i-2) 

bestimmte, nicht negative Zahlen sind. Dabei haben r^, r_j , . . ., r_^^ 
dieselbe Bedeutung wie in Satz 135, und es ist ausserdem ri = r_2+2. 
[Ku/mmer^< ^̂ .J 

Beweis. Es mögen p und co dieselbe Bedeutung -wie in Satz 133 
haben. Nach Satz 133 ist w'-^ die /te Potenz einer Zahl a in k(t). 
Wenn wir für oo die in Satz 135 gegebene Darstellung durch p einführen, 
so folgt 

J.s-r)(rii+r_ii+--^r_i^.2^^^ __ gl 

und diese Gleichung zeigt, wenn wir daraus die Zerlegung von a selbst 
ermitteln, die Richtigkeit des Satzes 136. 

Ist C eine beUebige Idealklasse des Kreiskörpers k{V) und j ein 
Ideal in C, und bezeichnen wir mit s C, s^C, . . ., ^~^ C bez. die 
durch s\, s^j, . . . , s'~^'\ bestimmten Idealklassen, so folgt mit Hülfe 
des Satzes 89 aus Satz 136 unmittelbar die Thatsache: 

C"'(sC')'-'(s'6y-2 . . . (s'-^C)*-'+-' = 1. 

§110. 
Die Construction sämtlicher Normälbasen und Wurzelzahlen. 

Die Sätze 133, 134 und 135 ermöglichen zunächst die Construction 
sämüicher Wurzelzahlen des Abel'schen Körpers X'(T'). Es gilt nämlich 
die Thatsache: 

Satz 137. Bezeichnen ii und ii* für den AbePschen Körper X-
vom ungeraden Primzahlgrado / mit der Discriminante p''' zwei ver­
schiedene, aber zu derselben erzeugenden Substitution t der Gruppe 
dieses Körpers gehörende Wurzelzahlen, so ist stets ii*^sii. 'wo s 
eine Einheit des Körpers k(Q bedeutet, welche die Congruenzeigenschaft 
e ^ ± 1 nach l = (1 — y) besitzt. Umgekehrt, wenn f eine Einheit dieser 
Art in k(^) und ii für X' irgend oino Wurzelzahl bezeichnet, so ist 
ii* = eii stets wiederum oino Wurzelzahl jenes AbePschen Körpers X\ 
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Beweis. Unter den Voraussetzungen in der ersten Aussage ist der 
ii* 

Quotient s = ——- eine Zahl des aus k und X(^) zusammengesetzten 

Körpers, welche beim Uebergang von ^, v zu ^, tv ungeändert bleibt 
und daher im Körper k(X) liegt. Für ui = ii' werde der im Satze 135 
enthaltene Ausdruck angenommen. Ist dann etwa s"" p, wo a eine 
der Zahlen 0, 1, 2, . . ., /—2 bedeute, dasjenige unter den /—1 con­
jugirten, in p aufgehenden Primidealen des Körpers k(X), welches in 
co* = i2'' nur zur ersten Potenz vorkommt, so hat man nach Satz 135 
offenbar 

und hieraus folgt, dass das Primideal p in co'" genau zur r_ ten Potenz 
C O * 

vorkommt. Der Quotient kann daher in die Gestalt eines Bruches 
CO 

gebracht werden, dessen Zähler das Primideal p in der (r_ —rf)ten Po­

tenz enthält, während der Nenner zu p prim ist. Da wegen = e 

der Exponent r_ —r. durch / teilbar sein muss, so folgt r_^ = r^^, 
d. h. a = 0. Wegen dieses Umstandes enthalten co und OD* die näm­
lichen Potenzen von Primidealen, und g ist somit eine Einheit. 

Die übrigen Behauptungen des Satzes 137 gehen unmittelbar aus 
den Sätzen 133 und 134 hervor. 

Aus den zu t gehörenden Wurzelzahlen gewinnt man leicht nach 
Formel (41.) die sämtlichen Normalbasen v, tv, . . ., t~ v des AbeP­
schen Körpers k. 

§ 111-
Die Lagrange'sche Normalbasis und die Lagrange'sche Wurzelzahl. 

2in 

Es sei wieder / eine ungerade Primzahl, ^ = e , ferner p eine ra-

tionale Primzahl von der Form /m-hl j es werde Z = e ^ gesetzt, und 
es bezeichne R eine Primitivzahl nach p. Endlich bedeute k den Ahel-
schen Körper /ten Grades mit der Discriminante p ~ . 

-Die p—1 Zahlen Z, Z^ . . ., Z''~^ bjlden eine Normalbasis des 
Körpers k(Z); aus dem Beweise des Hülfssatzes 20 geht dann hervor, 
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dass die / Zahlen 

X, =z -h^«' +z-'' -^...+z-'-'\ 

X^ = Z « -hZ^^^'-hZ^^""-h...-hZ^^"""-^'' 

V i = z«"-hZ^""+z«^'- ' -h--h^'-^""^ 

eine Normalbasis des Körpers k bilden. Aus dieser Normalbasis entspringt 

die folgende Wurzelzahl dieses Körpers: 

A = Ä,+ai-H^2,-h--h?'"'Vn 

= z-f-sz«+r'z^V--hr-'-z'̂ ^"'-
Diese besondere Normalbasis X^,X^,..., Xj_^ soll die Lagrange'sche 
Normalhasis und die besondere Wurzelzahl A die Lagrange'sche 
Wurzelzahl heissen. 

§ 112. 
Die charakteristischen Eigenschaften der Lagrange'schen Wurzelzahl. 

Die Lagrange'sche Wurzelzahl A des Körpers X zeichnet sich vor 
den übrigen Wurzelzahlen von k durch folgende Eigenschaften aus: 

Satz 138. Wenn die /te Potenz ^ ' der Lagrange'schen Wurzelzahl 
A gemäss Satz 135 durch die Formel 

I ro-t-r_iS-f>-_2s2H h r _ ( + 2 ^ ~ " 
A =^ p 

dargestellt wird, so ist p das durch die Formel 

p = {p,l-R-'\ ( m = ^ ) 

bestimmte Primideal; die Zeichen sind im übrigen wie in Satz 135 zu 
verstehen. Die Lagrange'sche Wurzelzahl A ist ^ — 1 nach I und 
hat ferner die Eigenschaft, dass ihr absoluter Betrag = \Yp\ ist. 

Umgekehrt, wenn einer Wurzelzahl ii die letzteren Eigenschaften zu­
kommen und ausserdem ii gerade das soeben definirte Primideal p zur 
ersten Potenz enthält, so ist ii = ^A, wo i;* eine / te Einheitswurzel 
bedeutet. 

Beweis. Wird ^ ^ (1—Z, p) gesetzt, so erkennen wir mit Hülfe 
der Beziehungen (1—Z)' '~ ' = (p) und (p, p'''~ ) = p, dass 

r-'^ip, (i-z)"-'p..... /•-')=p 
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wird; hieraus ist ersichtlich, dass gj in dem durch ^ und Z bestimmten 
Körper ein Primideal ist, und dass die Zahl 1—Z dieses Primideal Sp 
nur zur ersten Potenz enthält. Setzen wir Z = l-h/Z und berück­
sichtigen die Congruenz ^ = i2~"' nach p und die Gleichung ( l - h 7 7 ) ^ = l , 
so ward: 

A = 2R~""-\l-\-TTf, {p) 

= 2\^'''2[f\a\ (p). 

wo die bezüglichen Summen über , ä ; = 0 , 1, 2, . . ., p—2; X = l , 
2. . . ., p — 1, Y•= 0, 1, 2, . . ., X zu erstrecken sind. Aus der letz­
teren Formel gewinnen wir, wenn wir die Reihenfolge der Summationen 
umkehren, die Congruenz: 

(43.) ^ = _ ^ , (5ß'"+'). 

Die Lagrange'sche Wurzelzahl A enthält also genau die mte Potenz von 
sp als Factor, und folglich ist A!' nur durch die erste Potenz von p 
teilbar. 

Bezeichnen wir die zu A conjugirt imaginäre Zahl mit A, so ist 

-2 = z-'+r'z~''+r'z-'"-{--+r'^'z-'''~'; 
dann wird, wenn wir im Product AA immer die ]e p—1 mit gleicher 
Potenz von C multiplicirten Glieder zusammennehmen, 

AÄ = (1 - h l -1 h l ) 

- h ? ( Z ^ - ' - h Z ^ ' - ^ + . . . 4 - Z ^ ~ ' - ^ ' " ' ) 

+^^ (z«'-' -hz^'-^ -^--hZ^" -''''') 

^T^P-^^Z'-^^-'-^ + Z'^'-'-^-^-^Z'"''-'-^'") 

= ^_1_(2;+^V-+C'~')=i'-
Damit ist der erste Teil des Satzes 138 vollständig bewiesen. 

Der zweite Teil ist wesentiich die Umkehrung des ersten; die Rich­
tigkeit des zweiten Teiles folgt ohne Mühe aus den Sätzen 135 und 137, 
wenn man überdies den Satz 48 heranzieht; man hat dabei zu beachten. 
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dass, wenn eine Zahl eines Abel'schen Zahlkörpers den absoluten Betrag 1 
hat, diese Eigenschaft stets auch den zu ihr conjugirten Zahlen zukommt. 

In entsprechender Weise wie die Congruenz (43.) können wir die 
sämtiichen folgenden Congruenzen ableiten [Jacobi'']: 

(44.) «-• A= - ^ - ~ ~ , r - '""*"' 
^ ' {r_.m)l 

für i=0, 1, 2, . . . , / — 2 . Berücksichtigen wir die Thatsache, dass 
A^—1 nach I und | ^ | = | ] / ^ | ist, so entspringt aus diesen Con­
gruenzen (44.) ein anderer Beweis der Sätze 135 und 136. [Kummer'''-'^'^.] 

Die sämtlichen Sätze und Beweise in diesem Capitel XXIV gelten ent­
sprechend auch für / = 2, nur dass dann die Discriminante des Abel'schen 

p-i 

Körpers k den Wert d^^i—1) ^ p bekommt. 
Die Lagrange'sche Wurzelzahl A des Körpers k ist eine ganze Zahl des 

aus X(Q und k zusammengesetzten Körpers, welche durch die in den 
Sätzen 133 und 138 aufgezählten Eigenschaften bis auf den Factor t* 
völlig bestimmt ist. Um endlich auch diesen Factor ^* festzulegen, 
müsste man A ^ lYple^'^v setzen derart, dass 0 < 9 ) < 1 sei, und 
dann entscheiden, in welchem der / Intervalle 

n-r- 1 1 ^ 2 l — l ^ 
0 ^ y < y , y < ( / ' < - j - , . . . , — ^ < C p < l 

die betreffende Zahl (p gelegen ist. Aus dieser Frage entsteht in dem 
besonderen Falle, dass statt / die Primzahl 2 gewählt 'wird, das berühmte 
Problem der Bestimmung des Vorzeichens der Gauss'schen Summen. Vgl. 
§ 124. Für den Fall / = 3 werden wir auf eine von Kummer in Angriff 
genommene Aufgabe geführt. [Kummer^'*.] 

Die Zahlen der Lagrange'schen Normalbasis werden gewöhnlich „Pe­
rioden" genannt. Die Litteratur weist eine Reihe von Abhandlungen auf, 
welche sich mit diesen Perioden, sowie mit verwandten ganzen Zahlen 
von Kreiskörpern beschäftigen. [Kummer^''''', FiieJis'-^, Schwering'''^\ 
Kronecker''', Smith'.] In der Litteratur finden sich noch Untersuchungen 
über besondere Kreiskörper [Berkenbusch', Eisensfein'-''. Sehwering\ 
Weber'^^^\ Wolfskehl']. Auch sei hier erwähnt, dass. wenn die Prim­
zahl / < 1 0 0 und nicht 29 oder 41 ist, der Kreiskörper X-(C) stets eine 
solche ld(!alklasse enthält, deren Potenzen alle Klassen des Körpers liefern 
[Kummer^''''-']. 
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Capitel XXV. 

Das Reciprocitätsgesetz für /te Potenzreste z'wischen einer 
rationalen Zahl und einer Zahl des Körpers der /ten Ein­

heitswurzeln. 

§113 . 

Der Potenzcharakter einer Zahl und das Symbol | — >• 

2in 

Es sei / eine ungerade Primzahl, t = e ' , und k(C) bezeichne den 
durch ^ bestimmten Kreiskörper. Ist dann p eine rationale, von / ver­
schiedene Primzahl und p ein in p aufgehendes Primideal in k(^), und 
ist / der Grad von p, so gilt nach Satz 24 für jede nicht durch p teil­
bare ganze Zahl a des Körpers X;(^) die Congruenz 

a^^-'-l = 0, (p). 

Da j)/—1 nach Satz 119 durch / teilbar ist, so gestattet die linke Seite 

dieser Congruenz die Zerlegung 

a^^-'-l = n(a ' -C°), 
W 

wo das Product über die Werte c ^ 0, 1, . . ., /—1 zu erstrecken ist. 

Hieraus folgt, dass für einen und jedenfaUs auch nur einen Wert c die 

Congruenz 
p/—1 

a ' =v, m 
erfüllt ist. Man nennt die hier auftretende Einheitswurzel ^° den Potenz-
charakter der Zahl a in Bezug auf das Primideal p im Körper 
k(C) und bezeichnet diese Einheitswurzel ^ ' durch das Symbol 

11)' a 

so dass die Congruenz 

pfzl ( a 
(45.) « ' = | y [ ' (W 

gilt. [Kummer'"'.] 
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Sind ß und ß zwei durch p nicht teilbare ganze Zahlen in k(^, 

so besteht, wie hieraus leicht ersichtlich, die Gleichung 

Wenn insbesondere die ganze Zahl a nach dem Primideal p der /ten 
Potenz einer ganzen Zahl in X(^) congruent ist, so heisst a ein /ter 
Potenzrest nach dem Primideal p. Es gilt die Thatsache: 

Satz 139. Bedeutet p ein von I = (1—^) verschiedenes Primideal 
und a eine ganze zu p prime Zahl in k(t,), so ist a dann und nur dann 

/ter Potenzrest nach p, wenn \ — [ = 1 ausfällt. 

Beweis. Ist a ^ jS' nach p, wo ß wieder eine Zahl in X(t) be-

deutet, so folgt a ' = ß^^~^ = 1 nach p, d. h. | - ^ l == 1. Um die 

Umkehrung hiervon zu zeigen, bezeichnen wir mit q eine Primitivzahl 
pJ'—i /i(p/-i) 

nach p und setzen a = q' nach p. Nehmen wir o; ' ^ q ' ^ 1 

hif)^ 1) , 

an, so folgt —^^-- ^ = 0 nach p^—1, d. h. h ist durch / f«übar, 

und folglich ist a ein /ter Potenzrest nach p, was zu beweisen war. 

Für eine Primitivzahl (I nach p ist der Potenzcharakter \-^-\ sicher­

lich von 1 verschieden. Denn in der Reihe der Potenzen o. q"-, . . . IM 
/ _ i » ^ - ' 

q^ ~* die erste, welche ^ 1 nach p ausfällt, und also ist p ' H)E1 
nach p. 

Es sei | - - - | = -̂''; man bestimme eine zu p^—1 prime ganze ratio­

nale Zahl g* derart, dass gg*^l nach / wird; dann ist offenbar 

d* = q'>' eine solche Primitivzahl nach p, für welche | - ^ [ = ; ausfällt. 

Ist nun a eine ganze, nicht durch p teilbare Zahl in X'(t). und hat man 

0 = ?*° nach p, so besitzt a den Potenzcharakter C-

Hieraus ist leicht ersichtlich, dass das vollständige System der p-'—1 

einander nach p incongruenten Zahlen \,q*,q*'-, . . . , q*''^~'- in / Teil-
p^—1 

sysl(!me zerfallt, von denen jedes -̂ — — Zahlen vom nämlichen Potenz-
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p-^—1 
Charakter enthält. Insbesondere giebt es genau -^-—j— einander incon­
gruente / t e Potenzreste nach p. 

Ist jS eine ganze Zahl oder ein beliebiges Ideal und a eine zu ß 
prime ganze Zahl in X(^), und wird jS:=pq...tti gesetzt, wo :p, q, . . ., uj 

Primideale bedeuten, so werde das Symbol { ^ r durch die Gleichung 

{|l = {fl{|l"'(l} 
definkt. 

§114 . 
Ein Hülfssatz über den Potenzcharakter der Uen Potenz der Lagrange'schen 

Wurzelzahl. 

Es ist Eisenstein gelungen, dasjenige Reciprocitätsgesetz zu ent­
decken und zu beweisen, welches im Körper X(^) zwischen einer rationalen 
Zahl und einer beliebigen Zahl dieses Körpers besteht; dabei ist wieder 

2in 

^ = e gesetzt, und / bedeutet eine ungerade Primzahl. Dieses Reci­
procitätsgesetz ist zugleich ein bisher unentbehrliches Hülfsmittel zum 
Beweise des allgemeineren Kummer'sciien Reciprocitätsgesetzes (vergl. 
Cap. XXXI). Dem Beweise des Eisenstein'sehen Reciprocitätsgesetzes ist 
der folgende Hülfssatz vorauszuschicken: 

'2in 

Hülfssatz 21. Es sei ^ : ^ 6 * ; ferner bedeute p eine von / ver­
schiedene rationale Primzahl von der Form p = ml-{-l, R eine Primitiv­
zahl nach p und p das Primideal ersten Grades in X(^): 

p = (p, t-R-y, 
2in 

es werde Z ^ e ''' , die Lagrange'sche Wurzelzahl 

A = z-\-iz''-^i'z^'+..-\-'c;-' z"^-' 
und n ^ J; gesetzt. Endlich bedeute q eine beliebige, von / undjp ver­

schiedene rationale Primzahl, q ein in eq aufgehendes Primideal des 

Körpers kiff^) und g den Grad von q: dann drückt sich der Potenz­

charakter der Zahl n=A!' in Bezug auf das Ideal q durch die 
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Formel aus 

{f I - {f r-
Beweis. Durch ^ maliges Erheben in die ^ te Potenz folgt die Con­

gruenz 

(46.) ^ ' ' ' = Z » ' - h C ' ' Z " ' ' - h r ' » ' Z * ' « ' H j.gCp-s)?'^'*- '«^, (^). 

Berücksichtigen wir, dass dem Satze 119 zufolge (f ^ 1 nach /ist , und 

setzen (f ^R' nach p , so wird die rechte Seite der Congruenz (46.) 

z«"+^2''"'''-h^^z«"^V-+?''-̂ ^""^"' = r'A. 

Hieraus folgt, da A wegen des Satzes 138 prim zu q ist. die Congruenz 

und also ist auch gewiss 

A'^'-^ = ir\ (qy 

A' =71 —Q, (q), 

(«.) {̂ ) = r'. 

.qS-l 
A =71 

d. h. es wird 

( 
q 

Andei'crseits entnimmt man aus den Congruenzen q" ̂  R'' nach p 
und j R ™ ^ C ~ nach p die Beziehungen: 

5 ' =q''" = R"- = r", m, 
d. h. es ist 

{f}-{|r-r'. 
15. 

die Gleichungen (47.) und (48.) zusammen ergeben den Hülfssatz 21. 

§ 1 1 5 . 
Beweis des Reciprocitätsgesetzes im Körper /;(C) zwischen einer rationalen 

und einer holiebigen Zahl. 

Es bedeute I = (l —^) das in / aufgehende Primideal des Körpers 
k(C). Eine ganze Zahl a des Körpers X(C) heisse so i iüpr in iä r wenn 
sie zu 1 ])riiii nnd nach P einer ganzen r.ationalou Zahl eongruent ist. 
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Eine ganze rationale, nicht durch / teilbare Zahl ist hiernach stets semi­
primär. Eine beliebige ganze, nicht durch l teilbare Zahl a des Körpers 
X"(C) kann durch Multiplication mit einer geeigneten Potenz der Ein­
heitswurzel t stets in eine semiprimäre Zahl verwandelt werden. Ist 
nämlich 

« = a+bO—K), (!'), 
wo a und h ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist 

^'*.ß = a, {V), 

wenn b* aus der Congruenz ab*^b nach / bestimmt wird. Die Zahl 
L, . et ist mithin semiprimär. 

Nach dieser Vorbemerkung lässt sich nunmehr das Eisenstein'sehe 
Reciprocitätsgesetz, wie folgt, aussprechen: 

Satz 140. Wenn a eine beliebige ganze rationale, nicht durch die 
ungerade Primzahl / teilbare Zahl und a eine beliebige semiprimäre und 
zu a prime ganze Zahl des Körpers k(ll,) der /ten Einheitswurzeln ist, 
so gilt in diesem Körper die Reciprocitätsgleichung 

fe}' a 
a 

[Eisenstein^.] 
Beweis. Wir verstehen unter r eine Primitivzahl nach / und schreiben 

s = (C: ^'^). Es werde zunächst angenommen, dass a = q eine rationale 
Primzahl ist, und dass die Zahl a nur Primideale ersten Grades enthält. 
Es sei q ein in q aufgehendes Primideal in X(t) und g der Grad von q, 
femer sei p eine in der Norm n{a) vorkommende rationale Primzahl, und 
es mögen p und TV dazu die gleiche Bedeutung wie in Hülfssatz 21 haben. 
Ist nun s^ eine beliebige Potenz der Substitution s, und wenden wir den 
Hülfssatz 21 auf die Primideale s~"q und p an, so ergiebt sich: 

U - « q J 1̂ 3 J 

Unterwerfen wir diese Gleichung der Substitution s^, so folgt: 

m - [^l 
Die in der Norm n(a.) vorkommenden, von einander verschiedenen 

rationalen Primzahlen seien p ^ m / - h l , ^ ' * = m * / - h l , • . •; ferner 
mögen R, Ä*, . . . bez. Primitivzahlen nach p, p^, . . . bedeuten; end-

Jaliresberioht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 2 4 
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lieh werde 

p = ip, Z-R-'"), p* = {p*, l-R*-""'), 
gesetzt, und es gestatte die Zahl a die Zerlegung 

a = ^ ' ' W p * ^ ' « . . . , 

wo die Exponenten F, F*, . .. ganzzahlige Functionen in s vom Grade 
/ — 2 mit lauter Coefficienten, die > 0 sind, bedeuten. 

Bezeichnen dann A, A*, . . . die bezüglichen, zu den Primzahlen 
p, p*, . . . und deren Primitivzahlen R, R*, .. . gehörigen Lagrange'schen 
Wurzelzahlen, und wird 7 r = ^ , TI* = A*', ... gesetzt, so gelten nach 
Satz 138 die Zerlegungen: 

»•0-Hr_t«-H-_2«''-t-• •-H'_H-2«'" ' ' ' 
TV = p , 

„•* _ ^^'•ll-^-l'+^-2»^+--^-l+-^'-^ 
71 p , 

wo r_. die kleinste positive ganze rationale Zahl bedeutet, welche der 
— /(ten Potenz ?•—'' der Primitivzahl r nach / congruent ist. Der Quotient 

ro-H-_i«+r_2S^H \-r_i_^.v^-^ 

ist daher offenbar eine Einheit des Körpers X(^). Wir wollen beweisen, 
dass diese Einheit e = ± l ist. Zu dem Zwecke bilden wir den Aus­
druck 

; - i 

j _ l U + » " A''o-t-'"_]JH Hr_(+->i'~-') 
"2~ « ^ l+s 

f W / l _ « i 2 \ . f " M {\Tt\y'\\7r*V) 

Wegen der für h = 0, 1, 2, . . ., —;^— gültigen Gleichung 

wird der Zähler des Bruches rechter Hand 
i - i 

Kl+s J('ii-)-c__is-l hr_i_^..,s' : ' - 2 l 

« « = (« (« ) ) . 
Berücksichtigen wir, dass nach Salz 138 | : r P = ^)', I-f*! >=;.,*.'^ 
wird, so ergiebt sich |e | = 1. Nach Satz 48 ist folglich t bis auf einen 
Factor ± 1 eine Potenz der Einheitswurzel ^. Da andererseits nach 
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Satz 138 die Congruenzen 

7r = — 1 , 7r'* = — 1 , . . ., l' 

bestehen, und daher TT, TI*, . . . sämtlich semiprimäre Zahlen sind, so 

ist auch £ eine semiprimäre Zahl; mithin wird e = ± l , und es folgt 

demnach: 
^'•0-+r_is-f...-(-,-_;_,_2s'-2 __ ^^^'Wyj.S-fW 

Diese Gleichung liefert unter Anwendung der Formel (49) die Recipro­
citätsgleichung 

Berücksichtigen wir, dass 

~(\ 1 ~ 1 s-'+2q J 
ist, da ja die Symbole Potenzen von t darstellen, so folgt aus (50.) die 
Gleichung 

damit ist der Satz 140 unter den zunächst gemachten Einschränkungen, 
dass a nur Primideale ersten Grades enthält und a eine Primzahl ist, 
bewiesen. 

Um die erstere Einschränkung zu beseitigen, nehmen wir jetzt an, 
es sei a eine beliebige semiprimäre, zu q prime ganze Zahl in k{t,), 
welche auch Primideale von höherem als erstem Grade enthalten kann. 
Wir bilden dann die Zahl 

^ = et C«) , 

wo das im Exponenten stehende Product über sämtliche von /—1 ver­

schiedene Teiler e der Zahl /—1 zu erstrecken ist, und setzen 

in solcher Weise, dass j und l zu einander prime Ideale bedeuten; die­
selben enthalten dann, wie leicht ersichtlich, nur Primideale ersten Grades 
als Factoren, und sie sind überdies nicht durch I teilbar. Ist h die An­
zahl der Idealklassen des Körpers Ä ( ^ ) , so wird nach Satz 51 l' = {x), 

24* 
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wo X eine ganze Zahl in kQf) bedeutet; setzen wir y = ßx', so wird 
auch y eine ganze Zahl in k(Jl), welche nur Primideale ersten Grades 
als Primfactoren enthält, und überdies ist offenbar y ebenso wie a semi­
primär und zu q prim. Nach dem oben Bewiesenen ist daher 

(ii - {f}' 
Der einfacheren Darstellung halber wollen wir nun allgemein, wenn 

q, G zwei ganze zu q prime Zahlen in X(^) bedeuten, 

{j} ' * ' " [i] ' ^ ' 
schreiben, was zu keinem Widerspruche mit den bisherigen Festsetzungen 

y 
führt; dann folgt wegen ß = -^ aus (51.) offenbar die Gleichung 

{|} = {f 
Berücksichtigen wir die Gleichungen 

m-ijT - fei-{ff. 
so erkennen wir aus (52.), dass 

Ipi-r^ UCl-rO 

{fl = {f} 
wird. Wenn wir bedenken, dass das auf beiden Seiten als Exponent 
stehende Product nicht durch / teilbar ist, so ergiebt sich hieraus 

{fl-fr}' 
Wird endlich auch die ganze rationale durch / nicht teilbare Zahl 

a beliebig angenommen, nur so, dass a zu a prim ist. und wird 
a = qq*... gesetzt, wo q, g*, . . . rationale Primzahlen bedeuten, so 
folgt durch Multiplication der Gleichungen 

{:)={!}• CX,;.^ 
die Richtigkeit dos Satzes 140 im allgemeinsten Falle. 
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Capitel XXVI. 

Die Bestimmung der Anzahl der IdeaMassen im Kreiskörper 
der mten Eiaheits-mirzeln. 

§116. 

Das Symbol -y • 

Um die in § 26 dargelegte transcendente Methode zur Bestimmung 
2in 

der Klassenanzahl eines Körpers auf den Fall des Kreiskörpers X(e '" ), 
wo m irgend eine ganze rationale Zahl bedeutet, anzuwenden, definiren 
wir zunächst die folgenden Symhole: 

Es sei /* eine Potenz einer ungeraden Primzahl / mit positivem Ex­
ponenten und r eine Primitivzahl nach / ' . Ist dann a eine nicht durch 
/ teilbare ganze rationale Zahl und a' dazu ein solcher Exponent, dass 
die Congruenz 

r-^' = a, (l") 
gilt, so definiren wir 

m 
Femer setzen •wir 

m 

2ina' 
(Ä-l((_l) 

0, 

sobald a durch / teilbar ist. Sind a, b zwei beliebige ganze rationale 

Zahlen, so 'wird dann offenbar 

L /" J " L /" J L /* J 
Des weiteren setzen wir, wenn a eine ungerade Zahl bedeutet, zu­

nächst 

temer für ein A >• 2, wenn a' eine solche ganze rationale Zahl zu a ist, 

dass die Congruenz 

5"' = ± a , (2") 
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[;]-
2ina' 
.,h—2 

Bedeutet endlich a eine gerade Zahl, so setzen wir 

Sind a, b irgend zwei ganze rationale Zahlen, so gelten dann, wie man 

sieht, die Gleichungen 

Durch diese Festsetzungen ist das SymTiol [-?-J vollständig für den 

Fall definirt, dass a eine beliebige ganze rationale Zahl und L eine höhere 
Potenz von 2 als die erste oder eine Potenz einer ungeraden Primzahl 
bedeutet, wobei im letzteren Falle irgend eine Primitivzahl r nach L 
von vorneherein zu Grunde zu legen ist. 

Sind If l^, . . . irgend welche fest gegebene Potenzen verschie­
dener ungerader Primzahlen und 2* eine Potenz von 2. die grösser als 
2 ist, so setzen wir zur Abkürzung 

r a "I r a !"'[ ö 1"-' 

ferner 

h M j , Mg, . -]=[;]"[ir[t]'-
ferner 

U, u*; u^, u„ . . .} h^J L F J [l'fj llfl •••• 

darin soll a eine beliebige ganze rationale Zahl, und die Exponenten u 
u*; Mj, u.^ 

r rt "1° 
Endlich setzen wir fest, dass das Zeichen • -

•j, ".3, . . . sollen ganze rationale, nicht negative Zahlen vorstellen. 

stets den Wort 1 be­

deuten soll, auch wenn \-' = 0 ist. 
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§117 . 
Die Ausdrücke für die Klassenanzahl im Kreiskörper der mten Einheitswurzeln. 

Es gilt der folgende Satz, dessen Beweis in § 118 gegeben wer­
den wird: 

Satz 141. Es sei m eine ganze rationale positive Zahl von der 
Gestalt 

oder =2H':'l^..., oder =2\l'ft... . m^iffy 
Ä, > 0 , Ä „ > 0 , . . .), {h r> - , .<,j .^ ^, .»2 

wo / , /.,. . . . von einander verschiedene ungerade Primzahlen bedeuten. 
Es seien ferner r^, ;•.,, . . . Primitivzahlen bez. nach If, lf\ . . . und mit 
ihrer Hülfe die betreffenden Symbole definirt. Dann kann die Klassen­
anzahl H des Kreiskörpers X; der m ten Einheitswurzeln auf folgende zwei 
Weisen ausgedrückt werden: 

Der e r s te Ausdruck für H lautet: 

H=^ — n L n ^ 
^ ('M|,Mj,...) 5 = 1 (P) j _ r p 

lu , u,_, ...^ p-

bez. entsteht aus dieser Formel, indem man uf, u.^, . . . durch u; u^,'U.^, . . . , 
bez. u, u*; M, , u.„ . . . ersetzt. Hierin ist dann das äussere Produkt JT 
über die Zahlen 

U, = 0, 1, . . . , iT\ii 

(53.) 

- 1 ) - 1 : 

u„ 0, 1, . . ., /2- ( / 2 - l ) - l , 

ferner über 

M = 0, 1 

und über 

\u* = 0, 1, t^-1 
zu erstrecken mit Ausschluss der einen Wertverbindung M J = . 0 , MJ — 0, ...j 
bez. M = 0; « 1 = 0 , «2 = 0, . . . , bez. M = 0 , M* = 0 ; M , , . = 0, 

M „ = 0 , es besteht daher nur aus einer endlichen Anzahl, von 

Factoren. Jedes einzelne innere Product TL soll über alle rationalen 

Primzahlen p erstreckt werden und ist mithin ein unendliches Product. 
Die Grösse x ist die dem Körper k zugehöreode Zahl des Satzes 56 

(s. S. 229 unten). 
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Der zwei te Ausdruck für H ist ein Product aus zwei in Bruch­
form erscheinenden Factoren und lautet: 

n 2 
n ] r « "] 

- ^ \n n 2\ • • . log A 
w-j, .. -J (a„%,...) w Lw,, «2, . • .J 

{2mf"'^"''>-' R 

'bez. entsteht aus dieser Formel, indem man zum ersten Bruch rechts 
den Factor \ hinzufügt und dann M,, M,, . . . durch u; u^, u^, . . . 
bez. u, u*; «,, u,^, . . . ersetzt. Hierin soll das Product TI im Zähler 
des ersten Bruches über alle diejenigen in (53.) angegebenen Werte 
erstreckt werden, für welche im eristen Falle u^-{-u^-\ bez. in den 
zwei anderen Fällen u-\-Uj-\-u,^-\ eine ungerade Zahl ist, während 
das Product J I im Zähler des zweiten Bruches über alle diejenigen in 
(53.) angegebenen Werte zu erstrecken ist, für w-elche im ersten Falle 

M,-hM.2-i—• bez. in den zwei anderen Fällen M-hM,-h«. ,- i 
eine gerade Zahl ist, mit Ausschluss immer der einen Wertverbindung 
M, = 0, «2 = 0, . . ., bez. M = 0; Mj = 0, «2 = 0, . ., bez. M ^ 0, 
u* = 0; Wj = 0, «2 = 0, . . . . Weiter ist jede einzelne Summe 2 

W 
in dem ersten Bruche über alle ganzen rationalen positiven Zahlen 

n=l, 2, . ., m—1, jede einzelne Summe 2 in dem zweiten Bruche 

dagegen nur über alle diejenigen unter diesen Zahlen zu erstrecken, 

welche < •—- sind. Endlich bedeutet log An den reellen Wert des Loga­

rithmus der Kreiskörperzahl 

/ 'Mnii —2i.7 II 

An = y ( l - e ^ " ^ ) ( l - e ^ " ' ^ " ) 

und R den Regulator des Kreiskörpers. [Kummer'-- -».] 
Die zwei Brüche im zweiten Ausdrucke für H hat Kununer den 

ersten und den zweiten Factor der Klasseuanzahl genannt. Das 
Doppelte des ersten Factors einerseits und andererseits der zweite Factor 
der Klassenanzahl sind stets für sich ganze rationale Zahlen. [Kro!U'cker'\] 

Auf Grund des zweiten Ausdrucks für / / h a t ]\'cl>,-r bewiesen, dass 
die Klassenanzahl dos Kroiskörpers der 2'' ten Einheitswurzelu stets eine 
ungerade Zahl ist. [llVicv'••'.] 

Der zweite Ausdruck für II gestattet noch weitere Umformungen. 
Im Falle, dass vi. == l eine ungerade Primzahl ist. wird durch eine kleine 
Rechnung die Richtigkeit des folgenden Salzes erkannt: 
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Satz 142. Ist / eine ungerade Primzahl, so stellt sich die Klassen­
anzahl h des Kreiskörpers der / ten Einheits wurzeln, wie folgt, dar: 

n 2ne 
(u) («) 

2i7in'u 

l—l 

(21) 
R 

1—2 Hierin ist das Product TI über die ungeraden Zahlen « = 1, 3, 5, ., 
(u) 

und jede einzelne Summe 2 über die Zahlen n=l, 2, 3, . . ., /—1 
W 

zu erstrecken; ferner ist eine Primitivzahl r nach / zu Grunde gelegt 
und man hat unter n' eine solche zu n gehörige ganze rationale Zahl 
zu verstehen, für welche r'^'^n nach / wird. J bedeutet die Deter­
minante 

(f-m-=) 

( -1 ) 

l0g«2> 

log £3' 

löge,, 

log£, , 
2 

"l—l 
2 

loge,_3, '°g«;- • 1 ' 
log«(_ 

und dabei ist allgemein loge^ der reelle Wert des Logarithmus der Einheit 

1 i-i"-' 1 
-r'J 

-T-9—1 

2in 

WO ^ für e steht. [Kummer'''''^ Dedekind'.] 
Die zwei Brüche hier in dem Ausdruck für h entstehen aus den 

zwei Brüchen in der oben gegebenen, auf den allgemeinen Fall bezüg­
lichen Formel und sind also der erste und der zweite Factor der Klassen­
anzahl in dem früheren Sinne; im gegenwärtigen Falle sind beide Fac­
toren der Klassenanzahl für sich ganze rationale Zahlen. Der' zweite 
Factor stellt die Klassenanzahl des in k(^) enthaltenen reellen Unter­

körpers vom 
l - l 

ten Grade dar. Kummer hat über diese zwei Factoren 

noch weitere Sätze aufgestellt, welche ihre Teilbarkeit durch 2 betreffen. 
[Kummer^'.] Der Versuch Kronecker's, diese Äätze rein arithmetisch 
zu beweisen, weist einen Irrtum auf, und die von Kronecker gegebene 
Verallgemeinerung ist nicht richtig. [Kronecker'''-.] Ausserdem hat 
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Kummer noch nach einer anderen Richtung hin Untersuchungen über 
die Bedeutung und die Eigenschaften die.ser zwei Factoren angestellt. 
[Kummer'^i] Man vergleiche ferner Cap. XXXVI. Endlich hat ÄMmmer 
den Satz behauptet, dass die Klassenanzahl eines jeden in kiff) enthaltenen 
Unterkörpers in der Klassenanzahl h des Körpers k(fQ) aufgeht. Der von 
ihm versuchte Beweis hiefür ist jedoch nicht stichhaltig. [Kummer''^ 

§11«. 

Die Ableitung der aufgestellten Ausdrücke für die Klassenanzahl des Kreis-
2t7T 

körpers k{e ™}. 

Um den Satz 141 zu beweisen, fassen wir sogleich den complicir-
testen Fall ins Auge, in welchem m durch 8 teilbar ist. nnd stellen den 
folgenden Hülfssatz auf: 

Hülfssatz 22. Ist p eine beliebige rationale Primzahl und m eine 
durch 8 teilbare Zahl, so gilt unter Anwendung der in Satz 141 erklärten 
Bezeichnungen für reelle Werte s > 1 die Formel: 

n{i-«(5ß)-) = TI [i-V 1' ^p-\, 
TO («,a*; «„«,....) l L M, M , M,, «2, . . . J J 

WO das Product linker Hand über alle verschiedenen Primideale jp des 
iin 

Kreiskörpers X(e *" ) zu erstrecken ist, welche in der Primzahl p enthalten 
sind, und wo das Product rechter Hand über' alle in (53.) angegebenen 
Wertsysteme u, u*; M,, U,^, . . . (das System M = 0, u*r=0; u, = 0 , 
?«, = 0, . . . einbegriffen) genommen werden soll. 

Beweis. Es sei zunächst p eine in m nicht aufgehende Primzahl; 
es sei / eine der ungeraden Primzahlen l^, l„, . . . und /* die Potenz, 
zu der sie in m aufgeht, ferner r eine Primitivzahl nach /'' und p^i-^'' 
nach / ' . Bedeutet e den grössten gemeinsamen Teiler der beiden Zahlen 
p' und / ' ' " ' ( /—1) und wird l''~\l—l) = ef gesetzt, so ist das Symbol 

TT offenbar genau eine / t e und nicht eine niedere Einheitswurzel. 

Wählen wir zunächst / = /, und setzen demoulsprechend h^h , 
'i = e^, If (/^—l) = (>^f^, so folgt aus dem eben angegebenen Um-
itando die Formel: 

77(1- '^-:r^'—1,-4={. _ '^ r',r 
(„,)l lu,,u*;u,,u.^, ...r J l .w,«t*;«„M,, . . . M J ' 
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wo das Product über die in (53.) bezeichneten Werte von u^ zu er-
sti-ecken ist. Wählen wir ferner 1=1.^ und setzen dementsprechend 
h = \ , 6 = 62, ly (/g—l)z=e^f,^, so folgt, wenn/j2 das kleinste 
gemeinsame Vielfache der Zahlen / ^ , /„ bezeichnet: 

n \l—\ ; i^ \ip-X 
(ui,«,j l lu, u'; Mj, «2, • • • J-^ J 

= {i_r__^ 1V4 
l L u, u*; u,, u^, . . . A ^ J 

wo das Product sich über die in (53.) bezeichneten Werte von u^, u,^ 
erstreckt, und ebenso wird weiterhin, wenn / , das kleinste gemein­
same Vielfache der Zahlen fj^,f^, . . . bezeichnet: 

n \i- \^—^ ]p-] 
(ui,u.,,...) ( L U, M*; Mj, «2) • • 1 J 

eie-,.../,/^ 

1/12... 1 / ]= . . . 

WO das Product über alle in (53.) bezeichneten Werte M,, u^, ... zu 
erstiecken ist. 

Es sei ferner p = i t 5'' nach 2 , es bedeute e* den grössten ge­
meinsamen Teiler der Zahlen p' und 2 ' ^ , und es werde 2 ' ~ = e*y* 

gesetzt; dann ist offenbar ^ ^ genau eine ./*te und nicht eine nie­

dere Einheitswurzel. Wir erhalten infolge dessen, wenn /*j das kleinste 

gemeinsame Vielfache der Zahlen /*, f^,f^, • • • bezeichnet: 

(u';u„u,,...) l L U, U*; «, , «2, • • • J J 
e * e j e 2 . . . / V i / 3 . . -

{-W-"',-.;,.. .} ""•• 

wo nun das Product auch über die in (53.) bezeichneten Werte von u* 

zu nehmen ist. 
p—1 

Endlich sei e der grösste gemeinsame Teiler von ^ -^— und 2, und 

man setze 2 = ef; aus der letzten Formel folgt dann, wenn F das kleinste 

gemeinsame Vielfache der Zahlen e, e*, e,, e^, . . . bezeichnet und zur 

file:///ip-X
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Abkürzung 

_g ^ eg*g,e2'- '7/*/i/2'- ' 

i—p-'^Y, 

gesetzt wird, 

(54.) JI fl—[. r̂—̂  ^U-4 = {] 
(u,u*;u„u,,,...) l L M, U"; M,, U.„ . . . \^ ) 

wo das Product sich über alle in (53.) bezeichneten Wertverbindungen 

ti, u*; « , , «2 5 • • • erstreckt. Man sieht sofort, dass F der kleinste po­

sitive Exponent mit der Congruenzeigenschaft p ^ ^ l nach m ist. Da 

femer FE= $ ( m ) ist, so folgt aus (54.) mit Rücksicht auf den Satz 125 

die im Hülfssatz 22 aufgestellte Formel. Mit Hülfe der zweiten Aussage 

in Satz 125 erkennt man dann leicht die Gültigkeit dieser Formel auch in 

dem Falle, dass p eine in m enthaltene Primzahl ist. 

Die Richtigkeit des ersten in Satz 141 aufgestellten Ausdruckes für 

H erkennen wir nun unmittelbar auf Grund des Satzes 56 , wenn wir 

die zweite in § 27 gegebene Darstellung von ^(s) und den eben be'wiesenen 

Hülfssatz 22 anwenden. 

Zur Ableitung des zweiten Ausdruckes für H formen wir zunächst 

das im ersten Ausdrucke hinter dem Limes-Zeichen stehende Product in 

eine unendliche Summe, wie folgt, um: 

n — = 2 \,—:—• . - . 
(P) [ P ] _ j (n=l,2,3,...)L u, U*; Mp Mj, . . . J n» 

L u, ü"; Mj, «2) • • • i 

Die weitere Behandlung der rechts stehenden Summe geschieht dann am 

einfachsten, indem wir in derselben 

1 _ 

'nf ~ V{s 
1 r" 

Xs)J ^ "^^ 
einsetzen und dann in entsprechender Weise verfahren wie in § 86. 

§ 119. 

Das Vorhandensein von unendlich vielen rationalen Primzahlen, welche nach 
einer gegebenen Zahl einen vorgosehriohonen, zu ihr primen Rest lassen. 

Joder der zwei in § 117 aufgestellton und soeben bewiesenen Aus­

drücke für die Klasseuanzahl II dos Kreiskörpers der ?;iton Einheits-

wnrz(!lu gestaltet eine wichtige Folgerung. Der erstere Ausdruck näm­

lich kann zum Nachweis der folgenden Thatsache dienen: 
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Satz 143. Bedeuten m und n zwei zu einander prime ganze 
rationale Zahlen, so giebt es stets unendlich viele rationale Prim­
zahlen p mit der Congruenzeigenschaft p ^ n nach m. [Diricfdet^'^, 
Dedekind'.] 

Beweis. Auch hier betrachten wir nur den complicirtesten Fall, wo 

m durch 8 teilbar ist, und setzen, wie in § 117, m = 2' Iflf.. .. 

Jedes der dort betrachteten unendlichen Producte 

n 
(p) 

1- \-^ 1: 
mit Ausschluss desjenigen, welches der Wertverbindung u==0, M * = : 0 ; 
Mj ^ 0, Mj = 0, . . . entspricht, convergirt für s = 1 nach einem be­
stimmten Grenzwerte; aus der ersten in § 117 gegebenen Darstellung 
der Klassenanzahl H folgt, dass diese Grenzwerte sämtlich von 0 ver­
schieden ausfallen; wir können daher die Logarithmen dieser Producte 
verwenden, und es führen dann entsprechende einfache Betrachtungen, 
wie sie in § 80 angestellt worden sind, zu dem Resultate, dass für jedes 
betrachtete Wertsystem u, u*; Uj, u^, . . ., immer von dem einen Systeme 
M ^ 0, M'* = 0; Mj = 0, «2 = 0, . . . abgesehen, die unendliche Summe 

(55.) 2\ j — ^ -W, 
(p)lu, u*; « , , •Mj, . . . J p' 

wo p alle rationalen Primzahlen durchläuft, in der Grenze für s = 1 
stets endlich bleibt. 

Da 72 zu m prim vorausgesetzt ist, so sind die Symbole 

[ n ] r w l r m ] r n i 

m ' [¥]' u^r ufy 
sämtHch von 0 verschieden. Wir multipliciren den Ausdruck (55.) mit 

1 

im-^mmj 
lassen dann u, u*; u^, M^, . . • alle in (53.) angegebenen Werte durch­
laufen, doch so, dass das eine System « = 0, «'̂  = 0; «^ = 0 , «2 = 0, ... 
ausgeschlossen wird, und addiren sämtliche so entstehenden Ausdrücke 
zu der unendlichen Summe (26.) (siehe § 80, S. 311). Auf diese Weise 
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geht der Ausdruck 

(56.) 

.S(l-hP)(l-h-P'*-hP*^-l hP*^"* ^•~*)-
(P) 

(l+/.+P^ + ...+P^rH^-«-')...i„ 

hervor, wo zur Abkürzung 

m L̂ j bf\ bf\ 
gesetzt ist. Sehen wir in dieser unendlichen Reihe (56.) von denjenigen 
Gliedern ab, die den in m aufgehenden Primzahlen 2, /,, l^, . . . ent­
sprechen, und die nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, so ist im 

übrigen diese Reihe gleich ^(m)2—j, wo p nur alle diejenigen ratio­

nalen Primzahlen durchläuft, für welche die Werte P , P*, P^, P^, . . . 

sämtlich gleich 1 werden, d. s. eben die Primzahlen, welche der im 

Satze 143 verlangten Congruenzbedingung genügen. 
Da die unendliche Summe (26.) (s. S. 311) für s = l über alle 

Grenzen wächst, dagegen die hier betrachteten Reihen (55.) für « ^ 1 
sämtlich endlich bleiben, so folgt, dass auch der Wert der unendlichen 
Reihe (56.) für s : ^ 1 über alle Grenzen wächst, d. h. die Primzahlen 
mit der verlangten Congruenzeigenschaft sind notwendig in unendlicher 
Anzahl vorhanden. 

§120. 
Die Darstellung sämtlicher Einheiten des Kreiskörpers durch die Kreiseinheiten. 

Der zweite der beiden in § 117 aufgestellten Ausdrücke kann zum 
Nachweise des folgenden Satzes dienen: 

Satz 144. Jede Einlieit eines Abel'schen Kirpers ist eine Wurzel 
mit rationalem ganzzahligeni, E.iponenfen aus einem Product i'on 
Kreiseinheiten. 

Beweis. Fassen wir zunächst den Fall ins Auge, dass m = l eine 
ungerade Primzahl ist. Nach der Formel im Satze 142 enthält der 
zweite Factor der Klassenanzahl im Zähler eine gewisse Determinante J ; 
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jene Determinante d ist daher notwendig von 0 verschieden, und hieraus 
folgt mit Rücksicht auf die in § 20 und § 21 angestellten Betrachtungen, 

l 3 
dass die in Satz 142 angegebenen — - — Einheiten e^, e,) • • •) £,_» 

des Kreiskörpers X;(e ) ein System von unabhängigen Einheiten bilden. 
Dieser Umstand lehrt die Richtigkeit des Satzes 144 für den besonderen 

2ii 

Fall des Kreiskörpers X;(e ), sowie auch für alle in diesem Körper ent­
haltenen Unterkörper. [Kwmm,m'".] 

Eine ähnliche Umformung des zweiten Factors der Klassenanzahl 
wie sie in Satz 142 gegeben wird, ist auch im Falle des Kreiskörpers 
der m ten Einheitswurzeln möglich, wenn m eine beliebige zusanimen-
gesetzte Zahl ist; der betreffende Ausdruck ermöglicht dann auf Grund 
des Satzes 131 den allgemeinen Beweis des Satzes 144. 

Ein reiches Zahlenmaterial, welches zu tieferen Untersuchungen in der 
Theorie der Kreiskörpers von hohem Nutzen ist, bieten die von Reuschle 
berechneten Tafeln complexer Primzahlen. [Reuschle'-, Kummer'^*, 
Kronec'ker'^.] 

Capitel XXVII. 

Anwendungen der Theorie des Kreiskörpers auf den quadra­
tischen Körper. 

§ 121. 
Die Erzeugung der Einheiten des reellen quadratischen Körpers aus Kreis­

einheiten. 

Indem wir gewisse in den vorangehenden Capiteln abgeleitete Eigen­
schaften des Kreiskörpers der mten Einheitswurzeln für einen in ihm 
enthaltenen quadratischen Unterkörper verwerten, gelangen wir zu neuen 
Sätzen über den quadratischen Zahlkörper. Die Fruchtbarkeit dieser 
Methode wird noch erhöht, wenn wir sie mit denjenigen Wahrheiten iü' 
Verbindung bringen, welche im dritten Teil dieses Berichtes durch un­
mittelbare Betrachtung des quadratischen Körpers gewonnen worden sind. 

Nach dem allgemeinen Satze 144 isi^ insbesondere eine jede Einheit 
eines leellen quadratischen Körpers /c("|/m) -..e'jne Wurzel mit rationalem 
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ganzzahligem Exponenten aus einem Producte von Kreiseinheiten; es wird eine 
specielle Einheit des Körpers X(l/m) einfach durch den folgenden Ausdruck 

bin hin 

TI!y-e~'^~) 
M 

ain airi 

nie'"' -e~^) 
(") 

erhalten, wo d die Discriminante des Korpers kiffin) bedeutet, und wo 
die Producte JI, JI über alle diejenigen Zahlen a oder h der Reihe 

1, 2, . . . , d zu erstrecken sind, welche der Bedingung l - ^ l ^ - ^ - l 

bez. 1-5-1 = —1 genügen. [Dirichlet^.] Vgl. §86. 

§122. 
Das Reciprocitätsgesetz für quadratische Reste. 

Es sei / eine ungerade rationale Primzahl, r eine Primitivzahl nach /; 
2i7t 

ferner J = e und « ^ (J: J"̂ ). Zu der aus den —-—; Substitutionen 

1, ŝ , s*, . . . s'~^ gebildeten Untergruppe der Gruppe des Kreiskörpers 
X(̂ ) gehört ein gewisser quadratischer Unterkörper X;* des Kreiskörpers 
X(^). Da die Discriminante des Körpers k(C.) nach Satz 118 gleich 

l—l 

(—1) /'~ ist, so enthält nach Satz 39 die Discriminante von X;* keine 
andere rationale Primzahl als / und besitzt daher wegen Satz 95 den 

l—l 

Wert d = (—1) ^ /. 
Es sei p entweder die Primzahl 2 oder eine beliebige von / ver­

schiedene ungerade rationale Primzahl. Indem wü: die Zerlegung von 
p einerseits in dem Kreiskörper k{^) der /ten Einheitswurzeln, anderer­
seits direct nach Satz 97 in dem quadratischen Unterkörper X;* ausführen 
und hernach die erhaltenen Resultate mit einander vergleichen, gelangen 
wir zu einem neuen Beweise des Reciprocitätsgesetzes für quadratische 
Reste. [Kronecker"'.] Wir verfahren dabei, wie folgt: 

Ist / der kleinste positive Exponent, für welchen p-' ^ 1 nach / 

ausfällt, und wird e = - .-- gesetzt, so zerlegt sich nach Satz 119 die 

Primzahl p im Körper X;(Q in c Primideale '4-*- *''!> .s--'":)}, und 
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OS ist der gemeinsame Zerlegungskörper X. dieser Primideale nach Satz 129 
vom Grade e. Die rationale Primzahl p ist alsdann offenbar in dem 
quadratischen Körper h* zerlegbar oder nicht zerlegbar, je nachdem der 
Körper X'* in X:, als Unterkörper enthalten ist oder nicht. Bedenken 
wir, dass der Körper k{tf) nur den einen quadratischen Unterkörper k* 
enthält, und ferner, dass ein Abel'scher Körper dann und nur dann über­
haupt einen quadratischen Unterkörper besitzt, wenn sein Grad gerade 
ist, so folgt, dass X* dann und nur dann in X;. enthalten ist, wenn die 

Zahl e gerade ausfällt. Andererseits ist nach Satz 97 die Primzahl p 
l—l 

in X;'* zerlegbar oder nicht zerlegbar, je nachdem I 1 . + 1 p 

oder = — 1 ist. Ist nun e gerade, so folgt p ^p ^^1 nach /, 

d.h. I ^ | = - h l ; im anderen Falle-wirdp ^ =p ^ ( — 1 ) * ^ — 1 

nach /, d. h. l -y-) = — 1 - Es ist mithin in jedem Falle 

(f) - (^)' 
Wir nehmen zunächst p ungerade an; aus (57.) folgt 

l-l 

und weiter, wenn wir p und / mit einander vertauschen, 

( # ) - ( ^ ) ' 

Die letztere Formel ergiebt, wenn wk / = 3 nehmen, 

(59.) ( ^ ) = ( - 1 ) " ^ -

Die Verbindung der Gleichung (59.) mit (58.) liefert 

(-) {7)(f) = <̂ "' 
l-l p—i 

2 • 2 

-P-
Jataesberioht der Dentschen Mathem.-Vereinigung. IV. 2 5 
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Setzen wir in (57.) p = 2, so folgt 

Die Formeln (60.), (59.) und (61.) enthalten das Reciprocitätsgesetz für 
quadratische Reste nebst den zugehörigen Ergänzungssätzen. 

§123 . 
Der imaginäre quadratische Körper mit einer Primzahldiscriminante. 

Satz 145. Wenn / eine rationale Primzahl mit der Congruenz­
eigenschaft / ^ 3 nach 4 ist und p eine rationale Primzahl von der Ge­
stalt p = m / - h l bedeutet, so gilt für ein jedes in p aufgehende Prim­
ideal p des imaginären quadratischen Körpers X(]/—/) die Aequivalenz 

p ' <-> 1, 

wo .5 a die Summe der kleinsten positiven quadratischen Reste und 2b 

die Summe der kleinsten positiven quadratischen Nichtreste nach / be­

deutet. 
Setzt man ferner p^pp' und 

2b—2a 

P ' = (TT), 

wobei Tc eine ganze Zahl des imaginären quadratischen Körpers k{Y—0 
bedeutet, so gilt die Congruenz 

1 
II{am)\ ' 
(«) 

(P'), 

wo das im Nenner stehende Product über alle kleinsten positiven qua­
dratischen Reste a nach / zu erstrecken ist. [Jacobi^'--^-^f Canchy'. 
Eisenstein *.] 

Beweis. Nach Satz 136 kann man, wenn Sß ein Primideal ersten 
Grades in X;(̂ ) bedeutet, unter Benutzung der dort erklärten Bezeich­
nungen 

(62.) sß?ci+»—v'+f—a»̂ -i 1-?—j+2»'~̂  __ / J ^ 

sotz(!n derart, dass A eiuo ganze Zahl in X(^) ist. Ist dann p = nil-\-l 
die durch $ß teilbare rationale .Primzahl und /' ••- p\i' die Zerlegung dieser 
Primzahl in diun in k(^) euthalteiieu quadratiseheu Unterkörper X;(l/—/), 
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so gehen andererseits diese zwei Primideale p und p' des Körpers X ( ] / ^ ) 
in der Gestalt hervor: 

p = sß!+^+»*-*--H-ä'-ä 

P' =SP^ S]j«CH-s3+,4+...+sI-3) 

Wenn wir die Gleichung (62.) in die (l-i-sS-t-s*-) hs'-3)te sym­
bolische Potenz erheben, so folgt 

^J0+S-2+?_4+--t-S--i+3p'?_l-l-?_3-l-9-5-1—-t-9-J+2 _ / „ ) 

WO a eine Zahl in kC]/^) bedeutet. Wegen 

5 _ i + 2 _ 3 + - + ! ? - , + 2 - ? o - 3 - 2 1-1+, = ( r - h l ) ^ ^ ^ ^ " 

folgt, wenn wir die Aequivalenz :pp',-J 1 berücksichtigen, 

(.4-1)^5=^ 
(63.) p ' ^ 1 . 

-Andererseits kann man nach Satz 135 

setzen, derart, dass B eine ganze Zahl in X(^) bedeutet. Wenn wir 

diese Gleichung in die ( l -hs^-h«*-! h6''-^)te symbolische Potenz 
erheben, so folgt 

(64.) p^'-^'' = p ' ^ 1 . 

Da die Zahl r - h l nicht durch Z teilbar ist, wenn wir von dem Falle 
/ = 3 absehen, der für sich ohne weiteres klar liegt, so folgt aus den 
beiden Aequivalenzen (63.) und (64.) die im ersten Teile des Satzes 145 
behauptete Aequivalenz. 

Der zweite Teil des Satzes 145 folgt • durch eingehendere Be­
trachtung der in § 112 entwickelten Congruenzeigenschaften (43.), (44.) 
der Lagrange'schen Wurzelzahl A. 

Ein wesentlich verschiedener Beweis für den ersten Teil des Satzes 145 
ergiebt sich unmittelbar aus einer gegen den Schluss des § 86 gemachten 
Bemerkung über den Ausdruck der Klassenanzahl des Körpers X(]/—/) 
für den Fall / ^ 3 nach 4. 

Durch eine bemerkenswerte Modification des Jacobi'schen Verfahrens 
gelingt es, die Aussagen des Satzes 145 auch auf den Fall zu erweitern, 
dass die Primzahl j3 nicht von der Ge,staltp = m / - h l ist. [Eisenstein"-, 
Stickelierger'.] 

2b* 
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§124 . 
Die Bestimmung des Vorzeichens der Gauss'schen Summe. 

Es sei p eine ungerade rationale Primzahl, so können wir nach den 
Definitionen des § 111 und der in § 112 hinzugefügten Ausdehnung der­
selben auf den Fall / = 2 die Lagrange'sche Normalbasis und die La­

grange'sche Wurzelzahl für den quadratischen Körper k (i/(-.;-.) 
aufstellen. Es werde Z=e^ gesetzt, so besteht für diesen Körper die 

Lagrange'sche Normalbasis aus den zwei Zahlen 

/ / . = .du Z , Aj = ^dZ , 
(a) (») 

und die Lagrange'sche Wurzelzahl hat für ihn den Wert 

A= X,—X, = 2Z''—2Z''; 
{") (6) 

dabei durchlaufen a und b bez. die quadratischen Reste und Nichtreste 
nach p unter den Zahlen 1 , 2 , . . ., p—1. 

Das am Schlüsse des § 112 charakterisirte Problem der vollständigen 
Ermittelung von A, nachdem A gefunden ist, kommt in dem vorliegenden 
Falle des quadratischen Körpers auf die Frage nach einem gewissen Vor­
zeichen dz hinaus und wird durch folgenden Satz erledigt: 

Satz 146. Die Lagrange'sche Wurzelzahl A des quadratischen Körpers 
p - i 

mit der Primzahldiscriminante (— 1) p ist eine positiv reelle oder po­
sitiv rein imaginäre Zahl. [Gauss"^, Kronecker*.] 

Beweis. Das Quadrat der in Frage stehenden Lagrange'schen' AVurzel-
zahl A besitzt, weil A eine Zahl des quadratischen Körpers und nach 
Satz 138 

\A\ = \YP\ 
p-i 

ist, jedenfalls den 'Wort (—1) ^ p; man hat also 

l /~ T-: i 
(65.) A= ±h—^)' P-

An die Stelle der in §112 mit p, X' bezeichneten Ideale treten im vor­
liegenden l'"allo / = 2 bez. die Ideale (p) und (1-—Z); aus der Con­
gruenz (43.) wird daher die Congruenz 
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d. i. 

p—1, 
2 

(66.) A ~ P ^ l (1 . 

p-1 

i o - l 

-z)' , 

p+1 

a-z)', 

p+\ 

(1-Z) ' . 

Wir betrachten andererseits den Ausdruck 

d = ( Z - ' — Z + ' ) ( Z ~ ^ --Z+').. 

p-l p-l 

.(Z ' - Z '). 

Da derselbe nur sein Vorzeichen ändert, wenn wir Z durch Z ^ ersetzen 
wobei R eine Primitivzahl nach p bedeuten soll, und da das Ideal {d), 

p-l 

mit dem Ideal (1 — Z ) übereinstimmt, so ist notwendig 

= ±i(-i)'\ d = ± \ ( — 1 ) ' p. 

Um das Vorzeichen hier zu bestimmen, bedenken wir, dass 

7-h ry+h n . . "ihn ( p—1 \ 
Z — Z = —2zsin , I A =^ 1, 2, . . ., ^ ~ — I 

p - l 

ist, und erhalten hieraus für d einen Wert von der Gestalt (—i) P, 
wo P eine positive Grösse darstellt. Hieraus folgt, wenn wir fortan unter 

p - l 

(—1) ^ p denjenigen Wert dieser Quadratwurzel verstehen, welcher 
positiv reell oder positiv rein imaginär ist. 

= ( - 1 ) ' K - l ) ' p-(67.) d 

EndHch lehrt die Gleichung 

p—1 

d = z~''~'""'~^(ii-z'xi-z')...(i-z''~'y 
dass 

p—1 p—1 p—1 p - n 

J = 2 . 4 . 6 . . . ( p - l ) ( l - Z ) ^ = 2 ' P^\(l-Z) ' , ( 1 - Z ) ' 

ist, und hieraus folgt nach (66.) 
p—1 p-H 

d = 2~A, (1 — Z ) ^ . 
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Da 

^P 
wird, so ergiebt sich wegen (67.) 

/ Sr i p+i 

A= \{-\) ' p, {1-Z) 

und folglich ist wegen (65.) 

A=i{-i)^p, 
womit der Satz 146 bewiesen ist. 

Ueber specielle Abel'sche Körper von höhcrem als dem zweiten 
Grade ist bisher wenig veröffentlicht worden; erwähnt seien die Ei-ien-
sfem'sche Abhandlung über cubische, aus der Kreisteilung entstehende 
Formen, welche als eine Einleitung in die Theorie der cubischen Abcl'-
schen Körper aufzufassen ist [Eisenstein'"], ferner die Bachmann'sche 
Arbeit über die aus zwei Quadratwurzeln zusammengesetzten complexen 
Zahlen [Bachmann'] und die Weber'schen Untersuchungen über Abel'­
sche cubische und biquadratische Zahlkörper [Webei''-^-*]. 



Fünfter Teil. 

Der Kummer'sche Zahlkörper. 
Capitel XXVIII. 

Die Zerlegung der Zahlen des Kreiskörpers im Kummer'­
schen Körper. 

§125. 
Die Definition des Kummer'schen Körpers. 

Es bezeichne / eine ungerade rationale Primzahl und X;(̂ ) den durch 
2i7l 

t = e bestimmten Kreiskörper. Ist dann p eine solche ganze Zahl in 
X(^), welche nicht zugleich die /te Potenz einer Zahl in X(^) wird, so 
erweist sich die Gleichung /ten Grades 

a^—p, = 0 
i 

als irreducibel im Rationalitätsbereich X(^). Bedeutet M='| /7f eine 
trgendwde in bestimmter Weise ausgewählte Wurzel dieser Gleichung, so 
sind 

.^M, ^'M, . . ., C ' ~ ' M 

deren /—1 übrige Wurzeln. Den durch M und t, bestimmten Körper 
k(M, Ü,) nenne ich einen Kummer'schen Körper. Ein solcher Kummer'-
scher Körper k(M, ^) ist vom Grade /(/—1); er enthält den Kreiskörper 
k(^) als Unterkörper und ist in Bezug auf k(^) ein relativ AbePscher 
Körper vom Relativgrade /. Durch die Operation der Vertauschung von 
M mit ^M in einer Zahl oder in einem Ideal dieses Kummer'schen 
Körpers geht man zu der relativ conjugirten Zahl bezüglich dem relativ 
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conjugirten Ideal über. Dieser Uebergang werde durch Vorsetzen des 
Substitutionszeichens »S angedeutet. 

Man beweist leicht die Thatsachen: 
i 

Satz 1 AI. Der durch M=Y~P' ""'^ K bestimmte Kummer'sche 
Körper ist im Bereiche der rationalen Zahlen dann und nur dann ein 
Galois'scher Körper, wenn unter den symbolischen Potenzen fi'~^, (1"^^, • • • 
. . . , |U.*~'+' eine die /te Potenz einer Zahl in k{lf) wird. Dabei ist s^^^C- 'C), 
worin r eine Primitivzahl nach / bedeutet. 

Der Kummer'sche Körper k(M, If) ist insbesondere dann und nur dann 
ein AbePscher Körper, wenn p"-^ die /te Potenz einer Zahl in k'"C.) wird. 

Wenn der Kummer'sche Körper k{M, tf) ein Galois'scher oder ins­
besondere ein Abel'scher Körper ist, so entsteht dieser Körper, wie man 
auf Grund der in § 38 entwickelten Begriffe ersieht, durch Zusammen­
setzung aus dem Kreiskörper kitf) und einem gewissen Körper /ten Grades. 

§126. 

Die Relati-vdisoriminante des Kummer'schen Körpers. 

Unsere erste Aufgabe ist die Ermittelung der Relativdiscriminante 
von k{M, 'Q) in Bezug auf X(C). Wir beweisen zunächst die folgende 
Thatsache: 

Hülfssatz 23. Wenn ein Primideal p des Kreiskörpers kCl) gleich 
der /teil Potenz eines Primideals ?ß des Kummer'schen Körpers X'(3/. T) 
wird und A eine ganze durch Sß, aber nicht durch 5ß̂  teilbare Zahl in 
k(M, ^) ist, so enthalten die Relativdiscriminante der Zahl A und die 
Relativdiscriminante des Kummer'schen Körpers k(M. t ) in Bezug auf kQ) 
genau die gleiche Potenz von p als Factor. 

Beweis. Jede ganze Zahl des Kummer'schen Körpers k{M. ^) ist 
offenbar in der Gestalt 

(68.) ii 
-a, J -h«2 A'-{ h« ,_ , -1'' 

darstellbar, so dass a, «,, n,^, . . . , a, , , ß ganze Zahlen in X-(î ) .<ind. 
Ist dabei ß durch p t,(\ilhar, so folgt, dass auch der Zähler des rechter 
Hand stellenden Bruches congruent 0 nach p sein muss. Wegen t = 0 
nach '\i geht hieraus ({ ~ 0 nach ip und, da a iu kQ) liegt, auch a = 0 
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nach p hervor. Aus der letzten Congruenz ergiebt sich 

« i^ -has - i^ - i \-ai_iA'~^ = 0, (p), 

und da AB\=0, J " — 0, .4^ = 0, . . ., ^'~^ = 0 nach «ß̂  ist, so folgt 
Cj ^ 0 nach $jj und daher auch nach p, also ist auch 

«,.4^-1 ! -«;_! J ' " ' = 0, (p). 

Wegen A' =\= 0, ^ ' = 0, . . ., A'~'^ = 0 nach «ß̂  folgt a, = 0 nach Sß 
und daher auch nach :p. Fahren wir so fort, so erkennen wir, dass 
notwendig alle Coefficienten a, a^, ff.,, . . ., a^_.^ durch p teilbar sein 

müssen. Ist jetzt j3' eine ganze Zahl in kQ), welche durch — teilbar, 

aber nicht durch ß teilbar ist, so werden die Zahlen aß', a^ß', . . ., a^_.^ß' 
sämtlich durch ß teilbar. Wir setzen 

,__aß^ , _ a ^ , _ a,_,ß' 
« — ß ' « 1 — ß > • • •' ""l-l— ß 

und erhalten dann 

(69.) ii = 
ß'-ha',^-h «2̂ .̂ -1 ha;_,.4'"' 

ß' 
wo die im Nenner stehende Zahl ß' jetzt einen Idealfactor p weniger 
enthält als ß. Wenden wir die eben auf (68.) angewandte Schlussweise 
nunmehr wiederum auf (69.) an u. s. f., so gelangen wir schliesslich zu 
dem Resultat, dass jede ganze Zahl ü des Körpers k(M, f) in der 
Gestalt 

^ a-hß, ^ -ha , ^ ^ - l ha, ^d'"^ 
(70.) ii = ' ^ ' " ' 

darsteUbar ist derart, dass a, a^, . . . , a^_^, ß sämtlich ganze Zahlen in 
k(^ sind, und dass ausserdem ß zn p prim ausfällt. Wir denken uns 
nun die /(/—1) Zahlen einer Basis des Kummer'schen Körpers k(M,C) 

gemäss (70.) ausgedrückt und bilden aus diesen Zahlen und den zu 
ihnen relativ conjugirten Zahlen die /-reihige Matrix; es wird dann er­
sichtlich, dass die Relativdiscriminante des Kummer'schen Körpers k(M, C) 

nach Multiplication mit gewissen zu p primen ganzen Zahlen ß des 
Körpers kQ) durch die Relativdiscriminante der Zahl A teilbar werden 
muss, und hiermit ist der Hülfssatz 23 bewiesen. 

Safe 148. Es werde 2 = 1 — ^ und I = (A) gesetzt. Geht ein 
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von l verschiedenes Primideal p des Kreiskörpers kQ) in der Zahl fi 
genau zur eten Potenz auf, so enthält, wenn der Exponent e zn l prim 

i 

ist, die Relativdiscriminante des durch i l f r^ l /p t und ^ bestimmten 
Kummer'schen Körpers in Bezug auf kQ) genau die Potenz p'~'' von p 
als Factor. Ist dagegen der Exponent e ein Vielfaches von /, so fällt 
diese Relativdiscriminante prim zu ;p aus. 

Was das Primideal I betrifft, so können wir zunächst den Umstand 
ausschliessen, dass die Zahl p, durch l teilbar ist und dabei I genau in 
einer solchen Potenz enthält, deren Exponent ein Vielfaches von / ist; 

' denn alsdann könnte die Zahl /j, sofort durch eine zn I prime Zahl p,* 
i i 

ersetzt werden, so dass X(]/)(**, C) derselbe Körper •wie k^YJi, 0 ist. 
Unter Ausschluss des genannten Umstandes haben wir die zwei mög­
lichen Fälle, dass fi genau eine Potenz von I enthält, deren Exponent 
zu / prim ist, oder dass fi nicht durch / teilbar ist. Im ers te ren Falle 

i 

ist die Relativdiscriminante von X(]/j(I, $) in Bezug auf k(Lf) genau durch 

die Potenz I ~ von l teilbar. Im zwei ten Falle sei m der höchste 
Exponent < / , für den es eine Zahl a in kQ) giebt, so dass ii^^a' 
nach l'" ausfällt. Jene Relativdiscriminante ist dann im Falle m = l zu 
l prim; sie ist dagegen im Falle m<Zl genau durch die Potenz l '" ' ' ' '~"'"^'' 
von I teilbar. 

Beweis. Gehen wir zunächst auf den ersten Teil des Satzes 148 
ein. Es sei TI eine durch p, aber nicht durch p'' teilbare ganze Zahl 

in kQ), und weiter sei v eine durch — teilbare, aber zu p prime ganze 

Zahl in kQ). 

Ist der Exponent e der in f.i enthaltenen Potenz von p kein Viel­
faches von /, so können wir zwei g.anze rationale positive Zahlen a und 

b bestimmen, so dass l=ae—bl ist Dann ist »* ̂  " ' eine 
-J.H 

durch p, aber nicht durch p^ teilbare ganze Zahl iu X-(̂ "), und es er-
i 

wetst sich, wenn M* = YtJ'* gesetzt wird, k(.\I*, ;) = k(M,<) und 
wenn wir den gemeinsamen Idealteiler von p und .M* im Körper X'(ili, v) 
mit $ß bezeichnen, 

^^ = s%), p = ^Y-
Das Ideal !:ß ist also ein ambiges Primideal des Knmmer'scheu Körpers 

k('M,C) in Bezug auf den Unlerkürpor X(0 ; nach Satz 93 tritt dasselbe 
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daher in der Relativdiscriminante von k{M, Ö in Bezug auf kQ) als 
Factor auf. Da ferner die Zahl M * durch Sß, aber nicht durch $ß' 
teilbar ist, und da die Relativdiscriminante der Zahl M* in Bezug auf 

l—l 

kQ) den Wert (—1) ^ / ' ^ i* ' " ' hat, so ist nach Hülfssatz 23 das Ideal p 
auch in der Relativdiscriminante des Körpers k{M, if) genau zur (/—l)ten 
Potenz enthalten. 

Ist dagegen der Exponent e der in p, enthaltenen Potenz von p ein 

Vielfaches von /, so ist a* = —— eine nicht durch p teilbare ganze 

l 

Zahl in X;(^); da die Relativdiscriminante der Zahl M* = 1//? in Bezug 
l—l 

auf kQ) den Wert (—1) - l fi* ~ hat, so ist sie zu p prim. Das 
Gleiche gilt mithin von der Relativdiscriminante des Körpers k(M, ^) in 
Bezug auf X;(^). 

Jetzt betiachten wir die Verhältnisse in Betreff des Primfactors t Im 
Falle, dass derselbe in /ji zu einem solchen Exponenten e erhoben aufgeht, 
der kein Vielfaches von / ist, verfahren wir in entsprechender Weise, wie 
im ersten Teil dieses Beweises bei Behandlung des Primideales :p verfahren 
wurde, indem wir an die Stelle von jtt eine Zahl [.b* bringen, die durch 
l, aber nicht durch V teilbar ist. Da die Relativdiscriminante der Zahl 

{ l—l 

M * = y ^ den Wert (—1) ^ l'p,*'~^ hat, so ist, nach der Beschaffen­
heit von p.*, dem Hülfssätze 23 zufolge die Relativdiscriminante des 
Körpers k(M, ^) in Bezug auf kQ) genau durch l ' " ' teilbar. 

An zweiter Stelle haben wir den Fall zu untersuchen, dass p, nicht 
durch l teilbar ist. Der für diesen Fall in Satz 148 bezeichnete Ex­
ponent m(^l) sei zunächst = /; es gebe also eine ganze Zahl a in 

kQ) derart, dass p,^a' nach F ist; dabei wird dann - i -—— eine ganze 

Zahl in X(0 , und folglich besitzt die Gleichung /ten Grades in x 

(Xx—a)'-hpi „ 

lauter ganze Coefficienten. Da x-= j , 'wo M = "j/j« gesetzt ist, 

a—M 
eine Wurzel dieser Gleichung ist, so erweist sich die Zahl ii = j 

des Körpers k(M, C) als ganze Zahl. Die Relativdiscriminante dieser 
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Zahl ii ist gleich eix'-'^, wo s eine Einheit bedeutet, und folglich ist 
auch die Relativdiscriminante des Körpers k(M, C) in Bezug auf X(^) 
zu I prim. 

Zweitens sei m<il, so dass also jx. nicht einer /ten Potenz nach 
\' congruent gesetzt werden kann; wir setzen p,^^a'-+-a?."' nach l ' , 
wo a eine ganze Zahl in kQ), ferner m der im Satze erklärte Exponent 
ist und a eine ganze rationale, nicht durch / teilbare Zahl bedeutet. 
Wir betrachten nun das Ideal 

g( = (X, a — M). 

a— M 
Die Zahl ist sicher keine ganze Zahl, da ihre Relativnorm in 

X 
Bezug auf kQ), d. i. r ~ ' ^^S®" m<Cl eine gebrochene Zahl ist, 

X 
also ist die Zahl a—M nicht durch l teilbar; mithin ist das Ideal St 
von I verschieden. Andererseits ist 31 auch nicht ^ 1 , da die Relativ­
norm der Zahl « — M wegen 

(71.) N^(a — M) = a-ix = —aX"\ (1"'+') 

durch I™ teilbar ist. Da sich /SSt = 3( erweist, so ist 91 ein ambiges 
Ideal, und da dasselbe ein Factor von I sein muss, so gehört unter den 
gegenwärtigen Umständen I zur ersten von den drei in § 57 beim Be­
weise des Satzes 93 unterschiedenen Arten von Primidealen des Unter­
körpers, d. h. wir haben 1 = 8, wo 8 ein Primideal und offenbar ersten 
Grades im Körper k(M,t) bedeutet. Aus der Congruenz (71.) ergiebt sich 
dann 3( = 2" 

Nunmehr bestimmen wir zwei ganze rationale positive Zahlen a und 
b, so dass l ^ a m ^ — b l wird, und setzen 

^ _ (a-my 
x' 

Wegen SM= ^M folgt 

SO == (.n—M+XMf 
X' 

und wir schliessen aus diesem Ausdrucke, dass ii—.Sß genau durch 
die ( /—m-h l ) t e Potenz von V teilbar ist. Ha von joder DiÜeronz aus 
irgend zwei zu ii ridativ conjugirten Zahlen das Gleiche gilt, so ent­
hält die Relativdiscriminante der Zahl ii in Bezug auf kQ) genau die 
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( /—1) ( /—m-h l ) t e Potenz des Ideals l Hieraus folgt, indem ii nur 
durch die erste Potenz von « teilbar ist, nach Hülfssatz 23, dass auch 
die Relativdiscriminante des Körpers k(M, 0 in Bezug auf kQ) genau 
durch die angegebene Potenz von I teilbar sein muss. 

Durch den eben bewiesenen Satz 148 ist die Relativdiscriminante 
des Kummer'schen Körpers k(M, C) in Bezug auf den Körper kQ) völlig 
bestimmt, und nach Satz 39 kann man aus dieser Relativdiscriminante 
sogleich auch die Discriminante des Kummer'schen Körpers k(M, C) finden. 

§127 . 

Das Symbol | - ^ | -

Für die weiteren Entwickelungen ist es nötig, das in § 113 ein­

geführte Symbol \-^\ in folgender Weise zu verallgemeinern, so dass 

es auch in den Fällen eine Bedeutung hat, wo tri in fi aufgeht, und wo 
Xo = I ist. 

Es sei tt) ein beliebiges Primideal in kQ) und p, eine beliebige 
ganze Zahl in kQ), welche nicht /te Potenz einer ganzen Zahl in kQ) 

i 

ist. Wenn dann die Relativdiscriminante des durch M = YP' '^nd ? 
bestimmten Kummer'schen Körpers durch tt) teilbar ist, so habe das 

Symhol | — | den Wert 0. 

Ist dagegen die Relativdiscriminante dieses Körpers k{M, tf) nicht 
durch tt) teilbar, so kann man nach Satz 148 stets eine Zahl a in kQ) 

finden derart, dass /_b* = a^/.i eine ganze, nicht mehr durch tt) teilbare 
Zahl in kQ) wird. Ist p. seihst zu vo prim, so erfüllt bereits ß = l 
diese Bedingung. Wir definiren dann, wenn m + I ist, das fragliche 
Symbol durch die Formel 

Wenn aber tt) ^ I ist, so kann, da die Relativdiscriminante von k(M, t) 

prim zu l sein soll, nach dem Satze 148 die Zahl a überdies so gewählt 

werden, dass p,* = 1 nach l' ausfällt. Ist dies geschehen, so gilt eine 

Congruenz von der Gestalt 

*̂ = i^ax', er'), 
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wo a eine bestimmte Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, . . ., /—1 bedeutet. 

Ich definire dann das Symhol j-^-f durch die Gleichung 

Wi = '̂• 
Ist n die /te Potenz einer ganzen Zahl in k(Qf) und tt) ein be­

liebiges Primideal in kQ), so werde stets • { - ^ [ • = 1 genommen. 

Auf diese Weise ist der Wert des Symbols ' l - ^ f für jede ganze 

Zahl p, und für jedes Primideal tt) in kQ) eindeutig festgelegt, und 
zwar wird dieser Wert entweder gleich 0 oder gleich einer bestimmten 
/ten Einheitswurzel. 

Ist endlich a ein beliebiges Ideal des Körpers k(Q) und hat man 
a = p q . . . U ) , wo p, q, . . ., xo Primideale in k(Qf) sind, so möge, wenn 

;«, eine beliebige ganze Zahl in kQ) ist, das Symbol 1 — f durch die 

folgende Gleichung definirt werden: 

ale in k(tf), so gilt dam 
q 

Sind a, 6 beliebige Ideale in k(Q), so gilt dann offenbar die Gleichung: 

§128. 
Die .Primideale des Kummer'schen Körpers. 

Es sei p, eine ganze Zahl in kQ), aber M^=Yp keine Zahl dieses 
Körpers. Die Aufgabe, die Primideale des Kreiskörpers kQ) in Prim­
ideale des Kummer'schen Körpers k{M, t,) zu zerlegen, wird durch fol­
genden Satz gelöst: 

Satz 149. Ein beliebiges Primideal p in kQ) ist in dem durch 
i _ 

M=YP und J bestimmten Kummer'schen Körper k{M.^) entweder 
gleich der /ten Potenz eines Primideals oder zerlegbar in / von einander 

verschiedene Primideale oder seihst Primideal, je nachdem ] - ^ i = : 0 
ip ) 

(idi'r = 1 Dller gleich einer von 1 verschiedenen /ten Ivinheilswurael 
ausfällt. 
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Beweis. Der erste Teil dieses Satzes bezieht sich auf die in der Relativ­
discriminante des Kummer'schen Körpers k(M, Q aufgehenden Primideale; 
dieselben sind nach Satz 93 ambig. Hieraus oder aus dem Beweise des 
Satzes 148 ergiebt sich für diese Primideale die Richtigkeit der Be­
hauptung. 

Wenn p ein nicht in der Relativdiscriminante des Körpers k(M, t) 
aufgehendes Primideal ist, so möge p* eine durch p nicht teilbare ganze 

Zahl von der Art sein, dass der Quotient - ^ gleich der /ten Potenz 
p. 

einer Zahl in kQ) ist. Der Körper k(M,0 'wird dann auch durch 
i 

M* = YP^ und ^ festgelegt. 

Wir untersuchen zunächst den Fall, dass :p #= I ist. Wenn dann 

| - — 1 = 1 ausfällt, so ist nach Satz 139 die Zahl î '̂  ein /ter Potenz­

rest nach p. Wir bestimmen, was offenbar möglich ist, eine ganze Zahl 

a in kQ) derart, dass 

fJi* = a', (p) und p,*^a\ (p') 

wird; alsdann bilden wir die relativ conjugirten Ideale 

gJ = iP, M*-a), 

Sfß = (p, CM*-ay 

und erhalten leicht 

Wegen 

S'-'^ = (p, C'''M*—a) 

p = ^.s^...s'-'^. 

(gj, Ä5ß) = (p, M*-a, CM*-a) = 1 

ist SSß von Sß, und folglich sind alle / Primfactoren Sß, S% . . ., S'~'^^ 
des Ideals p unter einander verschieden. Das Primideal p in kQ) gehört 
also zu der zweiten der drei im Beweise zu Satz 93 aufgezählten Arten von 
Primidealen des Unterkörpers: es zerfällt in k (M, ^) in / von einander 
verschiedene Primideale. Umgekehrt, wenn ein Primideal p des Körpers 
^Q), 'ŵ o jetzt p auch = I sein kann, in / von einander verschiedene 
Primideale «ß, ÄSß, . . ., Ä'"~'sß des Körpers k(M, C) zerfällt, so wird, 
wenn p die durch p teilbare rationale Primzahl i V ( 5 ß ) ^ p ^ und die 
Norm von Sß ist, 

N(^p) = iV(5ß)iV(Sp) . . . N(S'-' 5ß) = / , 
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und mithin ist die Norm von p, im Körper kQ) genommen, n(p), ebenfalls 
gleich j)-''. Die Gleichheit der Normen iV(P) und n(p) lässt, wie in § 57, 
die Thatsache erkennen, dass eine jede ganze Zahl des Körpers k(M, C) 
einer ganzen Zahl des Körpers kQ) nach $ß congruent gesetzt werden 
kann; setzen wir insbesondere /W* ̂  a nach Sß. wo a in X;(Q liegen 
soll, so folgt M * ' = it"* ̂  ß' nach Sß, und da fi*—u' eine Zahl in kQ) 

ist, so muss l-l* ^ ß' auch nach p sein, d. h. es gilt '̂ -̂ -—r = \ — [ = 1-

Damit ist zugleich für ein von l verschiedenes Primideal p der letzte Teil 
des Satzes 149 vollständig bewiesen. 

Was endlich das Primideal I anbetrifft, so gilt, falls die Relativ­
discriminante des Körpers X;(M, Q in Bezug auf k(i) durch ( nicht 
teilbar ist, für die Zahl p,* dem Satze 148 gemäss eine Congruenz von 
der Gestalt 

p* = a-\-aX\ (!'+'), 

wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet. Soll nun j - ^ j ^ l , d.h. 

a durch / teilbar sein, so folgt daraus eine Congruenz von der Gestalt 

p* = a'-^a*X'+\ (\'-^'y 

wo a* wiederum eine ganze rationale Zahl bedeutet. Ist hierin a* nicht 
durch / teilbar, so setzen wir ̂ i** = ft*; ist dagegen a* durch / teilbar, 
so setzen wir f.b** ^(l-\-X)'fJb''= {1 — X^)'p*, dann folgt 

1.1** = a-+-X'+'a', (!'+-). 

Demnach genügt die Zahl /(** stets einer Congruenz 

1^** = a'-{-a**X'+\ (l'+-y 

wo nun a** eine ganze rationale, nicht durch / teilbare Zahl bedeutet. 
i 

und hieraus folgt, wenn M** = Yl'"'* ""d 

gesetzt wird, für l die Zerlegung 
1 = V.S8....S'~"'l' 

Wegen 
f tt — M** a — CM 
V' X • 'x~ 

»* \ 
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ist S « von ̂ 8̂ verschieden, und daher sind auch alle / Primideale 8, 
o 8 , . . ., S 8 unter einander verschieden. 

Umgekehrt, wenn I eine Zeriegung dieser Art im Kummer'schen 
Körper k(M, f) gestattet, so stimmen nach einer oben gemachten 
und, wie dort erwähnt, auch für p = I zutreffenden Bemerkung die 
Normen von 8 in k(M, ^) und von I in kQ) überein, und es muss 
daher jede ganze Zahl des Körpers k(M,^) einer ganzen Zahl des 
Körpers kQ) nach 8 congruent sein. Da I alsdann nach Satz 93 
gewiss nicht in der Relativdiscriminante des Körpers k(M, Q in Bezug 
auf kQ) enthalten ist, so können wir nach Satz 148 ,11* ^ a^ nach 
I ß ])f* 

r setzen, und demgemäss ist eine ganze Zahl. Da 8 ein 

Primideal ersten Grades iu X(M, Q wird, so können wir diese ganze 
Zahl congruent a nach 8 setzen, so dass a eine ganze rationale Zahl 
bedeutet; dann folgt, wenn N^ als Bezeichnung der Relativnorm in Bezug 
auf X;(^) dient, die Congruenz 

w. (^^-») - ». 0), 
d. h. 

(a—aX)'—p,* = 0, (!'+'); 

es ist mithin j-i—[ ̂  l - j - ^ = 1. Diese Thatsachen beweisen auch für 

das Primideal l den letzten Teil des Satzes 149. 
Durch den Satz 149 haben wir ein einfaches Mittel erlangt, um die 

im Beweise des Satzes 93 aufgezählten drei Arten von Primidealen eines 
Körpers in Hinsicht auf einen relativ-cyklischen Oberkörper von einem 
Primzahlrelativgrade für den vorliegenden Fall der Körper X(M, ^) und 
kQ) zn unterscheiden. 

Capitel XXIX. 

Die Norraenreste und Normennichtreste des Kummer'schen 
Körpers. 

§129. 
Die Definition der Normenreste und Normennichtreste. 

Es sei, wie in § 125, p, eine Zahl des Kreiskörpers kQ), für welche 
i 

M = 'Yii nicht in kQ) liegt, und es bedeute k(M, ^) den durch M 
Jaliresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 2 6 
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und ^ bestimmten Kummer'schen Körper; für eine Zahl A in k(_M, Q 
werde die Relativnorm in Bezug auf X;(^) mit N^(Ä) bezeichnet. Es 
sei tt) ein beliebiges Primideal des Kreiskörpers kQ). und v eine belie­
bige ganze Zahl in kQ). Wenn dann v nach tt) der Relativnorm 
einer ganzen Zahl des Körpers k(M, J) congruent ist, und wenn ausser­
dem auch für jede höhere Potenz von xo stets eine solche ganze Zahl Ä 
im Körper X(M, f) gefunden werden kann, dass v^=:Nf,{A) nach jener 
Potenz von \o ausfällt, so nenne ich v einen Norraenrest des Kum­
mer'schen Körpers X(M, t,) nach tt). in jedem anderen Falle nenne 
ich V einen Normennichtrest des Kummer'schen Körpers k{M, t,) 
nach tt). 

§130. 

Der Satz von der Anzahl der Normenreste. Die Verzweigungsideale. 

Es gilt der folgende wichtige Satz: 

Satz 150. Wenn tt) ein Primideal des Kreiskörpers kQ) iit, 
das nicht in der Relativdiscriminante des Kummer'schen Körpers 
k(fM, tf) aufgeht, so ist jede zu tt) prime Zahl in kQ) JSormenrest 
des Kummer'schen Körpers k(fM, t ) nach tt). 

Wenn dagegen ti) ein Primideal des Kreiskörpers kQ) ist, das 
in der Relativdiscrim.inante des Kummer'sciien Körpers k(fM, y) auf­
geht, und e im Falle tt) =1= I ein beliebiger positiver Exponent, im 
Falle \o = I ein beliebiger Exponent > / bedeutet, so sind von allen 
vorhandenen, zu XO primen und nach vo' einander incongmenten Zahlen 
in kQ) genau der Ite Teil Nnrmenreste nach tt). 

Beweis. ViS sei zunächst xo ein in der Relativdiscriminante des 
Körpers X(M, f) nicht aufgehendes und von I verschiedenes Primideal 
des Kreiskörpers kQ); dann sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nach­
dem Xo in k(fM,^) zerlegbar ist oder nicht. Im ersteren FaUe sei S 
ein in tti aufgehendes Primideal des Kummer'schen Körpers X-(.V. C). Im 
Hinblick auf den Beweis zu Satz 1-18 können wir, ohne dadurch eine 
Beschränkung einzuführen, annehmen, es sei p uud mithin auch die 

i _ 

Relativdiscriminante der Zahl M = j/itt in Bezug auf kQ.) nicht 
durch ''ĥ  f.eilbar; es gii>l)t dann gewiss im Körper X'(M, L.) ein Systeni 
von / ganzen Zahlen A^, ... ./,, für welche die /Congruenzen 
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A^+A^M -1 h-4^M'- ' ^ V, 

A^+A.^CM -\ \-A^QMy-' = 1, 

A^+A.^C'M -h...+4(S^My-^ = 1, 

403 

A^+A,^'-' M - h • • •+A,Q'-' Mf 1, 

(SB) 

erfüllt sind. Nun ist offenbar jede ganze Zahl des Körpers k(M, f) nach 
SB einer ganzen Zahl in kQ) congruent; setzen wir 

4 = ß j , A^ = a^, . . ., 4 = «,, (SB), 

so dass ßj^, ß j , . . ., ß̂  ganze Zahlen in kQ) sind, und 

A = ß j -hß^M-l h ß , M ' - \ 

so ergiebt sich daher 

A, 1 = SA, i = s'-^A, (my 

und durch Multiplication folgt v ^ -^XA) nach SB und daher auch nach tt). 
Damit ist unter der gegenwärtigen Annahme über das Primideal BD der erste 
Teil des Satzes für den Fall e= 1 bewiesen. Um zu den Fällen e > 1 
überzugehen, nehmen wir an, es sei v E|= N^(Ä) nach XO^, und setzen dann 

= 1-hco, (tt)'), 
-A^/^) 

so dass dabei m eine ganze, durch XO, aber nicht durch tt)^ teilbare Zahl 
in kQ) bedeutet. Die ganze Zahl ß ^ ^ ( l -h /*co) , wobei /* eine 
ganze rationale, der Congruenz ll* ^ 1 nach tt) genügende Zahl sein 
soll, erfüllt dann die Bedingung v ^ N^(B) nach «3^ Durch die ge­
hörige Fortsetzung des hier eingeschlagenen Verfahrens gelangen wir 
schliesslich zu einer ganzen Zahl in k(M, Q, deren Relativnorm in Bezug 
auf kQ) der Zahl v nach einer beliebig hohen Potenz xo" congruent ist. 

Es sei andererseits ti) im Körper k(M, ^) nicht weiter zerlegbar; 
wir können es wiederum einrichten, dass p, nicht durch tt)- teilbar sei, 
und es ist dann nach Satz 149 p, jedenfalls kein /ter Potenzrest nach tt). 

n(xo)—1 
Nach den Folgerungen aus Satz 139 giebt es in kQ) genau }•= ^ 

zu tt) prime /te Potenzreste nach xo; sind diese nach tti durch q^, 

26* 
Qr 



404 Fünfter Teil. Der Kummer'sche Zahlkörper. § 130. 

vertreten, so fallen die n(vo)—1 Zahlen 

ri= 1, 2, ..., r, \ 
\g = 0, 1, 2, . . . , l - l j '^^ \ ^ = 0, 1 

sämtlich nach ttj unter einander incongruent aus, da fj, nicht /ter Pot«nz-
rest nach tt) ist, und es ist also jede zu tt) prime Zahl in X;(^) einer 
dieser Zahlen nach xo congruent. Setzen -wir pj ^ a j , ., q^^a'^ 
nach tt), so dass a^, . . ., ß,. ebenfalls Zahlen in kQ) sind, so folgt 

qy = N,(aM<'y (tt.) 

und es ist also jede zu Xo prime Zahl in kQ) der Norm einer geeig­
neten Zahl in k(M, Q nach tt) congruent; hieraus schliesst man weiter, 
ähnUch wie im vorigen Falle, dass zu jeder zu ti).primen ganzen Zahl r 
in kQ) auch in Bezug auf eine beliebig hohe Potenz XO' von tt) stets 
eine ganze Zahl des Körpers k(M, t) gefunden werden kann, deren Re­
lativnorm nach Xo" der Zahl v congruent ist. 

Wir wollen nun den ersten Teil des Satzes 150 auch für den Fall 
ID = J beweisen, dabei können wir fj, zn \ prim annehmen; wir be­
zeichnen mit XI" die höchste in ju.'~*—1 enthaltene Potenz von / , wo­
bei jedenfalls m ^ 1 sein wird, und setzen 

l—l , 1 , im /i'in+l\ 
p, = l-\-aX , (l ), 

wo a eine ganze rationale, zu / prime Zahl bedeuten soll. Ist dann a* 
eine ganze rationale Zahl mit der Congruenzeigenschaft aa*^^:—1 nach 
/, und setzen wir (i* = fj,"*^^—'''), so wird 

(72.) fl* = 1 - r , ( r + ' ) . 

Andererseits gelten die Congruenzen 

('73') l(^~^'' ) = 1 + ^ \ A'-Hri-u 

wo g eine jede positive ganze rationale Zahl und h eine jede positive 
ganze rationale zu / prime Zahl sein kann. Da die Relativdiscriminante 
des Körpers k(M, f) in Bezug auf kQ) im gegenwärtig zu untersuchenden 
Falle den Factor l nicht enthalten soll, so ist nach Satz 148 notwendig 
m > /. 

Es sei zunächst m = /. Man entnimmt dann leicht aus den Congru­
enzen (72.) und (73.), dass zu jeder beliebigen positiven ganzen ratio­
nalen Zahl g stets eine ganze Zahl a^ in kQ) gefunden werden kann derart, 
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dass die Congruenz 

fJi*ag = i — x'+x'-^', (t+^+'y 

i 

erfüllt wird. Setzen wir nun M* = 'YJi* und ferner allgemein für jeden 
Wert von g: 

l—a„M* 
£ia = 

A.g.1 

so wird jedesmal iig eine ganze Zahl in k(M, Q und 

N,(P.,) = 1 - r , ( f+ ' ) . 

Hieraus folgt unmittelbar, dass jede ganze Zahl v in kQ), die der Con­
gruenz -v = 1 nach I genügt, Normenrest des Körpers k(M, Q nach l 
ist. Die Beschränkung, die hier in Annahme i; ̂  1 nach I liegt, wird 
leicht aufgehoben. Ist nämlich v eine beliebige zu I prime Zahl, und 
wird sie nach l der ganzen rationalen Zahl a congruent, so setzen wir 
v*==a*'v, wo a* eine ganze rationale Zahl mit der Congruenzeigenschaft 
aa*^^l nach I bedeute; dann wird offenbar v'* ̂  1 nach l, und an­
dererseits werden v und v* gleichzeitig Normenrest oder Normennichtrest 
des Körpers k(M, Q nach I sein. 

Es sei zweitens in Formel (72.) m>l und mithin j - ^ | = 1; dann 

können wir, wenn g eine beliebige positive ganze rationale Zahl ist, stets 
zwei ganze Zahlen a^ und ag+i in kQ) construiren derart, dass 

\p*c^g =i^x'^'+x'^'^\ (t^'+'y 

^^^'^ \ p*a'g^i = l-i-X'^'-hX"^'-^', (ro^') 

wird. Wir setzen gemäss dem Satze 149 l ^ 8 8 ' . . . 8 , wo 8, 8', . . . 
. . ., 8''"^'* von einander verschiedene Primideale des Körpers X(M, Q 
bedeuten. Die beiden Zalilen 

1—ß,M* ^ _ 1 — ß ^ M ' * 
Ag = ^ , Ag+l —_ J , 

M * : = "j / / !* gesetzt, sind ganze Zahlen, und da N^iA^)^—X nach 
r whrd, so enthält Ag eines der in I aufgehenden Primideale, es sei dies 
etwa das Primideal 8, zur ersten Potenz und die anderen in \ auf­
gehenden Primideale gar nicht. Aus den Formeln (74.) folgt 

ag = ag+i, (1 ), 
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und wir können nun voraussetzen, dass Ug+i in der Reihe der Zahlen 

a,+i, C<^g+i, • • •, C'~' ag+i in solcher Weise gewählt sei, dass a^ ^ a,j+i 

nach V und also Ag = Ag+i nach l ausfällt. Wegen der letzteren Con­

gruenz ist auch die Zahl A^+i durch 8, aber durch keines der Primideale 

8', . . ., 8 '̂~'̂  teilbar, und da auch iy^(^^_|_,) ^ — A nach V ist, so 

ist Ag+i ebenfalls nur durch die erste Potenz von 8 teilbar. Wir können 

mit Rücksicht auf das eben Bewiesene die gebrochene Zahl ——-̂— in die 
Ag+l 

Form eines Bruches schreiben, dessen Zähler und Nenner zu I prim sind. 

Setzen wir —^^— ^ ii^ nach I''" '̂ in solcher Weise, dass Qg eine ganze 

Zahl in k(M, Q ist, so wird 

N,(A ) 

Da eine solche Formel für jeden positiven Exponenten g möglich ist. so 
zeigt sich wie vorhin, dass jede zu I prime Zahl Normenrest des Körpers 
k(M, 0 ist. 

Wir gehen jetzt zum Beweise der zweiten Hälfte von Satz 150 über. 
Es sei zunächst xo ein von I verschiedenes, in der Relativdiscriminante 
des Körpers k(M, f) in Bezug auf kQ) aufgehendes Primideal des Körpers 
kQ); wir haben dann nach Satz 149 ti3 ^ SB', wo iB ein Primideal in 
k(M, Q ist. Jede ganze Zahl des Körpers k(M, f) muss dann, wie schon 
mehrfach erwähnt wurde, einer ganzen Zahl in kQ) nach ä'o congruent 
sein. Soll nun eine gegebene, zu w prime ganze Zahl )• in X(^) nach 
va congruent der Relativnorm N^(A) einer ganzen Zahl A in X(M. v) 
sein, und setzen wir A^a nach 3B, so folgt notwendig r ^ ß' nach 
SB, und daher auch nach tt), d. h. v ist /ter Potenzrest nach w. Um­
gekehrt, wenn eine Zahl v in kQ) ein /tef Potenzrest nach ni ist. so 
ist V offenbar auch congruent einer Relativnorm JV^.(.-1) nach xo. Wir 
entnehmen hieraus, dass die /ten Potenzreste nach xo auch zugleich 
die sämtiichen Normenrostc des Körpers X(M, ^) nach tt) liefern. 

Es bleibt endlich die Behandlung des Falles übrig, dass tt) = 1 i.st 
und I in der Relativdiscriininante des Körpers k(M. f) aufgeht. Wir 
haben in diesem Falle l = 8', wo 8 ein Primideal in X'(.l./. ^) ist, und 
können es im Hinblick auf Satz 1-18 stets einriebteu. dass die Zahl /i 
entweder der Congruenz 

^ = A, (V) 
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oder einer der folgenden Congruenzen genügt: 

p = 1 + r , 0"*+'), 

wo m einen der Werte 1, 2, . . ., /—1 bedeutet. Wir wollen alsdann 
mitersuchen, welche Zahlen in kQ) es in diesen zwei Fällen giebt, die 
congruent der Relativnorm einer Zahl in k(M, Q nach l'"*"̂  bez. t sind, 
und entnehmen hieraus leicht die Anzahl der nach jeder höheren 
Potenz von I einander incongruenten Normenreste. 

Im Falle /.i^X nach V ist M durch 8, aber nicht durch 8^ teilbar, 
und es gelten die Congruenzen 

N^(l+M) = 1-hA, 

d. i . N^(l-\-M) = l-hX -hX^q,, 

N^(l-i-M') = l - h A ^ 

d . i . iV^(I-hM^) = 1-hA' +X'q„ (75.) (i'^'y 

N^(l-^M'-') = l-hX'- (0, 

wo q^, q^, 
lieh ist 

(76.) 

d.i . i V , . ( H - ^ ' ~ ' ) = l + ^ + ^ V , - i > (l ), 

., q__. gewisse ganze Zahlen in kQ) bedeuten. End-

i V , ( l - h A ' M O = 1, (1'+') 

für ! ; = 1 , 2, 3, . . . ; g = 0, 1, 2, . . . , / — 1 . Nun genügt offenbar 

jede zu 8 prime ganze Zahl A des Körpers X(M, Q einer Congruenz 

von der Gestalt 

A = a(l-hMy' ( l - h M - ) " ^ . . . ( l - h M ' - ^ ) " ' - i 

( 1 + 2 Mf'' (l-^X My'' ...(l-hX M'-'y'^-' 

aV). T2^a(.!> -.1 ™^;-K«M, 
(1+2 'M) ' '^ .^(1-^A'MY" -(H-A'M'-YJ-i, ( O , 

wo a eine bestimmte der Zahlen l, -2, . . ., l—l nnd die ( / -h l ) ( /—1) 

Exponenten a^, a^, . . . , af_^ bestimmte ganze rationale Zahlen aus der 

Reihe 0, 1, 2, . . ., /—1 sind. Wegen der Congruenzen (75.) und (76.) 

folgt daher: 

N,{A) = a'il-^X+X'qff'il + 'x'-^X'qyy"^ ... 

...(i+r'-hA'e,_/'-S (O-



408 Fünfter Teil. Der Kummer'sche Zahlkörper etc. §130. 

Der Ausdruck rechter Hand stellt, wenn a die Werte 1, 2, . . ., /—1 
und die Exponenten a , a„, . . ., «^^ unabhängig von einander je die 
Werte 0, 1, 2, . . . , l-^l durchlaufen, genau (/—1)/'^^ Zahlen dar, 
und diese sind, wie leicht ersichtlich, alle einander incongruent nach l 
Nun ist jede zu l prime Zahl in kQ), welche der Relativnorm iV^(^) 
einer Zahl il in X(M, f) congruent nach I"*"' ist, notwendig einem Aus­
druck dieser Gestalt nach l'" '̂ congruent, und umgekehrt ist auch jeder 
Ausdruck von dieser Gestalt, wie man aus (75.) entnimmt, der Re­
lativnorm einer Zahl in k{fM, ^) nach l'"*"' congruent. Mit Hülfe der 
Congruenzen (73.) erkennt man, dass zwei nach t congruente, zu I 
prime Zahlen in kQ) stets gleichzeitig Normenrest oder Normennichtrest 
nach I sind. Die Anzahl der Normenreste nach I, welche zu l prim 
und untereinander incongruent nach I*^' sind, ist also genau gleich 
( / — 1 ) / " ) d. i. gleich dem /ten Teil der nach l'"^' möglichen incongruen­
ten, zu I primen Zahlen in kQf), und dieses Resultat kann sofort auf die 
Potenzen f mit Exponenten e > /-+-! ausgedehnt werden. 

Von den übrigen möglichen Annahmen über p werde hier der Kürze 
wegen nur die einfachste behandelt; es werde nämlich p^^l-\-X nach 
P zu Grunde gelegt. Setzen wir dann ii = M — 1 , so ist ii eine 
durch 8, aber nicht durch 8^ teilbare ganze Zahl in X(M, tf), und wenn 
wir berücksichtigen, dass N^(fii)^X nach P wird, so erkennen wir 
durch eine leichte Rechnung die Richtigkeit der Congruenzen 

(77.) . 

'WO p , , ^ , , . 

haben ferner 

iV^(l+ß) = 1-+-Ä, 

d.i. iV,Xl-hi3) = 1 + A H - 1 > ^ , 

Nf^i+ii) = i+x\ 
d. i. NJil^ii) = i+t+X\,^, 

iV,(l + ß'-^) = l-hA'-2, 

0 )̂-

0'). 

(!'), 

0')-

(!'-'). 
-.1-2 , ,(—1 d.i. JV^(i-t-i3'-) = l-FA'-^+A*-V,_„, (0, 

., p^_2 gewisse ganze Zahlen in X'(:;:) bedeuten. Wir 

wo zur Abkürzung 
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3 , = ii'-'+(Sii)'-'-i-..,.+(S'-'ii)'-\ 

2.^ = ii'-\Sii)'-'+ii'-\s'ii)'-'-i-..-{-(S'-'ii)'-\S'-'ii)'-\ 

2.^ = ii'-' (iSii)'-\S'ii)'-'+... - ^ (S'-'ii)'-' (S'-'ii)'-' (S'''ii)'-\ 

gesetzt ist. Nun ergiebt sich sofort 2 = l. Die einzelnen Sum­
manden in den Ausdrücken für 2^, 2^, . . ., 2^_.^ sind sämtlich jeden­
falls durch 8 teilbar, sie lassen sich ferner in Aggregate von je / Sum­
manden zusammenfassen, die aus einem beliebigen unter ihnen durch die 
Substitutionen 1, S, S', . . ., S~ hervorgehen; setzen wir nun ein be­
liebiges Glied in der Gestalt X^ an, so bedeutet ^ eine ganze Zahl in 
X(M. Q und kann daher, wie aus dem Beweise des Hülfssatzes 23 her­
vorgeht, als ganze rationale Function von ii und mithin auch von M 
dargestellt werden, deren Coefficienten ganze oder gebrochene Zahlen in 
kQ) mit lauter zu I primen Nennern sind. Setzen wir dementsprechend 
$ = F(fM), so lässt sich das betreffende Aggregat von / Summanden 
in die Form 

X\F(iM)-[-FQM)^FQ^ M)^ \-FQ'-'M)\ 

bringen; die hier in der Klammer stehende Summe fällt, wie leicht er­
sichtlich, stets congruent 0 nach / aus; danach müssen nun die Zahlen 
• V 

^ 2 ' 
•5'- j • • • 5 -^ _i sämtlich congruent 0 nach t sein, also wird 

(78.) N^(fl+ii'-')=l + l+X''' = l, (!'). 

Endlich ergeben sich leicht die Congruenzen 

(79.) N,{l+X'ii')=l, (t) 

für t = l , 2, 3, . . . ; g=l, 2, 3, . . . , l—l. 

Nun genügt offenbar jede zu 8 prime ganze Zahl in X(M, Q einer 

Congruenz von der Gestalt 

A=aii-\-iiy' ii-^iiy'' ...{i+ii'-T'"-

{l-^Xii)"'' {1+Xii')^'^ ...ii+xii"')''-\ 

(iH-A-^ß)"'"'(i-hA'-i2^)"^'...(1 - h A - ' ß ' - ) " - ' , (ty 

wo a eine der Zahlen 1, 2, . . ., l—l, und wo die 1(1—1) Exponenten 
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a , a„, . . ., «ĵ Ti bestimmte Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, . . ., /—1 
sind. Wegen der vorhin aufgestellten Congruenzen (77.), (78.), (79.) 
folgt hieraus: 

N,(A)^d(i+x-^x\ff'(i+t-^x'qyf'^... 

..•(\+r'^yr'q^yf^-\ (iy 

Der hier rechts stehende Ausdruck stellt nun, wenn a die Werte 1,2, . . . 

. . ., / — 1 , und wenn die Exponenten a^, a^, ..., a^_^ unabhängig von 

einander die Werthe 0, 1, 2, . . . , l—l durchlaufen, (l—\)t~^ Zahlen 

dar, und diese sind sämüich zu 1 prim und einander incongruent nach l . 

Mit Benutzung der Congruenz N^(l-]-XM)^ l-^-'f' nach l'"^' und 

weiter der Congruenzen (73.) schliessen wir hieraus, dass genau der /te Teil 

aller zu l primen und nach f einander incongruenten Zahlen Normenreste 

des Körpers k(M, Q nach I liefert, und übertragen dann dieses Resultat 

sogleich auf den Fall der Potenzen f mit Exponenten e = / - h l bez-

e > / - h l . 
Das nämliche Resultat ergiebt sich durch entsprechende Rechnungen 

auch dann, wenn fx^l nach V genommen wird, und damit ist der 
Satz 150 in allen Teilen bewiesen. Es sei jedoch bemerkt, dass wir 
es in unseren späteren Entwickelungen so einrichten können, dass der 
Satz 150 lediglich für den oben ausführlich be'sviesenen Fall ft ^ 1-hA 
nach P zur Verwendung gelangt. 

Der Satz 150 bringt eine neue, tief eingreifende Eigenschaft der in 
der Relativdiscriminante des Körpers k(M, Q in Bezug auf kQ) auf­
gehenden Primideale ti) zum Ausdruck. Diese Eigenschaft entspricht 
gewissermassen dem bekannten Satze über die Verzweigungspunkte einer 
Riemann'schen Fläche, wonach eine algebraische Function in der Um­
gebung eines Verzweigungspunktes /ter Ordnung den Vollwinkel auf den 
/ten Teil desselben conform abbildet. Infolgedessen nenne ich die in der 
Relativdiscriminante von k(M,Lf) in Bezug auf kQ) aufgehenden Prim­
ideale ti) auch Yerzweigimgsideale für den Körper k(M.!f): OS be­
deuten hier also „Primfactor der Kelativdiscriminante" - ..ambiges Prim­
ideal", „Verzweigungsideal" den nämlichen Begriff'. 
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§ 1 3 1 . 

Das Symbol {-^^}-

Der Satz 150 weist uns auf die Möglichkeit hin, die nach einer 
Potenz tt) (e>l im Falle ti) = I) vorhandenen, einander incongruenten 
Zahlen des Körpers k(0 in / Abteilungen zu sondern, die sämtiich gleich 
viele Zahlen enthalten, und von denen eine die Normenreste nach ti) umfasst. 
Um diese Sonderung in übersichtlicher Weise vornehmen zu können, führe 

ich ein neues Symbol | ' ^ \ ein, welches zwei beliebigen, von 0 ver­

schiedenen ganzen Zahlen v, p. des Körpers k(Q in Bezug auf ein be­

liebiges Primideal tt) in X'(f) jedesmal eine bestimmte Ite Einheitswurzel 

zuweist, und zwar geschieht dies in folgender Weise: 

Es sei zunächst xo ein von I verschiedenes Primideal. Ist dann v 

genau durch tt) und p, genau durch Xo" teilbar, so bilde man die Zahl 

v" g 
x=—^ und bringe x in die Gestalt eines Bruches -^-, dessen Zähler 

(i ff 

q und Nenner c nicht durch ti) teilbar sind. Das Symbol \—'-^\ werde 

dann durch die Formel 

' v,p, 'i-HlM ti)j iti) 

definirt. Es ergeben sich hieraus unmittelbar für dieses Symbol die 
einfachen Regeln: 

(80.) 

ti) J l tt) J l tt) r 

IffjjfJfxX _ {'}fjfA [f^zjfA 
l tt) J ~ l tt) J l tt) ] ' 

wo V, V,, V.,, p, I«,, p.2 beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen in 

k(Q bedeuten können. 

Um das neue Symbol für den Fall K) = 1 zu definiren, stellen 

wir folgende Ueberlegungen an: 
Wenn eine beliebige ganze Zahl co in X;(̂ ) vorgelegt ist, welche 
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der Congruenz w = 1 nach l genügt, und wenn wir setzen 

0) = c-hc,£- | \-c,_,^~', 

so dass c, Cj, . . ., ĉ _2 ganze rationale Zahlen .sind, so genügen diese 

notwendig der Congruenz 

c-hCj-l h c , _ 2 = l , (/). 

Setzen wir dann 

}(x) = c-\-c^x-\ l-c^_2«' 1-2 

C-hCjH hc,^^2—1 
i - l s (l-h^H h^ ) / 

so stellt m(x) eine ganzzahlige Function (/—l)ten Grades dar, und es wird 

a ) ( l ) = l und co(C)==(o. 

Diese Function heisse die zur ganzen Zahl co gehörende Function. 
Wir schreiben ferner 

(81.) \ l } ^ - \ =!(.)(„), 

(g = l, 2, . . . , l-l) 

welche Verbindungen von Kummer mit Vorteil zur Abkürzung gewisser 
Rechnungen eingeführt sind. [Kummm^'^.] 

Wird die Zahl co mit der Congruenzeigenschaft co ̂  1 nach I auf 
irgend eine Weise in die Gestalt 

CO = a-haj^H ha ,C 

gebracht, wo a, a^, . . ., a^ ganze rationale Zahlen bedeuten, so 
stellt 

m(x) = a-hßj.i 'H h«,.i'' 

eine ganzzahlige Function t-ten Grades dar, welche im allgemeinen nicht 
der Gleichung Ö J ( 1 ) ^ 1 , aber jedenfalls der Congruenz 

m(l)=l, CO 

Genüge leistet und also für , ) : = 1 zu / prim ausfällt. Zwischen den Dift'e-

rentialquotionten von logöj(o") für (' = 0 und den soeben eingeführten 
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Differentialquotienten (81.) bestehen folgende Congruenzen: 

d '̂logroCe") 

Jl 
( ! 7 = 1 , 2, . . . , 1-2), 

, (0-

413 

rd^iog^e^l ^ , . - i ) (^3^1-Ki ) 
/ 

Die Richtigkeit dieser Congruenzen erkennen wir leicht wegen 

co(^) = z!,(x)-h^~^^(l-hx-{ H^' ' ' ) -hO(*)(*^-l) , 

m(e ) = ts(e ) - \ 1 ' ' " ' (0 ; 

in der ersten Formel bedeutet 0(x) eine bestimmte ganzzahlige Function 

von X, nnd die zweite Formel soll besagen, dass in den Entwickelungen 

der beiden Seiten dieser Congruenz nach Potenzen von v die Coefficienten 

von 1, V, V, ,.., v~ nach / congruent ausfallen. 

Sind V, fl irgend zwei ganze Zahlen in X(Q mit der Congruenzeigen­

schaft v^ 1, fi^ 1 nach I, so definiren wir das Symbol | ' | -wie folgt: 

(82 ) ( ' ^ ' ^ 1 = ^(0(„)l('-l)(^)-l(2)(r)l(«-2)(^)-h...-l('-l)Ml(l)(/.) 

Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Regeln: 

(83.) J | ^ ^ i ^ } _ | ^ } { J ^ } , 

wo V, -Vj, v^, fl, fi„ ;U.2 beliebige ganze Zahlen = 1 nach I in kQ) 
bedeuten können. Bezeichnet»- eine. Primitivzahl nach / und s = (^:C) 
die entsprechende Substitution der Gruppe des Kreiskörpers k(Q, so gilt, 
•wie leicht ersichtlich ist, die weitere Formel 

(84.) 
[sv^jji] _ I-v,jttr 
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Sind V, fl beliebige zu I prime ganze Zahlen des Körpers k(P, 

so definire ich das Symhol | ' | durch die Formel 

i%_fi\ _ fv'-',f.c'-'{ 

Für den Fall, dass eine der Zahlen v, fi oder beide durch l teilbar 
sind, vergleiche man die Bemerkungen gegen Schluss des § 133. 

§132. 

Einige Hülfssätze über das Symbol {-̂ y—[ und über Normenreste nach dem 

Primideal I. 

Hülfssatz 24. Wenn co eine ganze Zahl in k(0 mit der Con­

gruenzeigenschaft CO ^ 1 nach I ist, so gilt für die Norm n(u}) von m in 

k(C) die Congruenz 

i<'-«(c„)^i=:f^, (/). 
[Kummer^".] 

Beweis. Es bedeute co(.2;) die zu c» gehörende Function, und es 
werde 

F(x) = nw{l-i-x(C'—l)) 
(9) 

gesetzt, wo das Product über die Werte g = 0, 1, 2. ., / — 1 zu 
erstiecken ist. Der Ausdruck F(x) stellt eine ganzzahlige Function von 
X dar, und die Coefficienten aller durch x teilbaren Glieder dieser 
Function sind offenbar durch X und folglich wegen der Rationalität der 
Coefficienten auch durch /''' teilbar. Durch Entwickelung nach Potenzen 
von X ergiebt sich nun: 

^•. -.^^ ? — 1 r d logco(« ) 1 

logco(l+.(S-l)) = - ._^ . |__ - |_1ZJ^^_ 
(5—1) ' .. r d-loga)(.r) I 

(85.) 2 ! •'' 

..l—l 

(i-_iy-^ rd'-'iogco(.0] 

Setzen wir erstens in dieser Entwickelung der Reihe nach 

? = 1, f, C, • •- ? '" ' 

ein und addiren die heli'ell'enden Formeln, so entsteht unter Berück-



§ 182. Capitel XXIX. Die Normenreste und Normennichtreste etc. 415 

sichtigung von 

(^-iy-^(^'-iy-i-...+(C'-'-iy = (-lyi 
(.9 = 1, 2, . . . , l-l) 

die Gleichung: 

1 IT/ \ i\ ^ r<llogco(«)l 

logir(.) = /{_-_|^^_L^J^^^ 
x' rdMoga)(a;)1 

"^ITL d̂ ^ J^=i (86.) 

-h 

(87.) 

wobei x' G das Aggregat der durch a^ teilbaren Glieder der Entwickelung 
andeutet. 

Setzen wir zweitens in der Entwickelung (85.) § : = e" ein und 
bilden den ( /—l) ten Differentialquotienten nach v, so wird derselbe für 
v = 0: 

rd'~'logco(l-ha;(e°—1))"] _ x_ Välogmf^l 

L d^^^ J„=o ~ IT L d^ J,^=i 
, 2 ' -^ -2 .1 ' -^ j dnogoK^i 

~^ 2! "̂  L dx' J.=i 

1'-' 3rdnogco(4] 
"̂  L d̂ ^ J 

3'"'—3.2'~^-h3.:''~' 
3! 

(l-l) (^-1)1 
/—1! 

ix^ Ja^l 
l-l r^i-li rd'~'logco(a;)| 

L d,»'-! J ,=i 
_ X rdlogaj(,g)"l a;Td^loga)(a;)"] 

= l T L ~ d ^ Ja:=l 2!L dx> \ ^ l " 
l—l r j'—1 [älogm(x)'\ j 

1! L""d^>~J.=i' ^̂ •̂ 

Durch Vergleichung der beiden Formeln (86.) und (87.) ergiebt sich 

log 
_ r d'~'logco(l-h^(e''—1)) 

F(x) = -l]^ 
dv^ 1 

J<!=0 
, (n. 

d. h. die Coefficienten von x, x'', ..., « "* auf der linken Seite sind 
den entsprechenden Coefficienten rechts nach P congruent, und wenn 
wir beide Seiten dieser Congruenz in den Exponenten von e setzen, so 
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erhalten wir zunächst in demselben Sinne, dann aber mit Rücksicht auf 
die zu Beginn dieses Beweises gemachte Bemerkung auch vollständig die 
Congruenz der zwei ganzzahligen Functionen: 

F(x)^i-i[l~'"'^"'^l±^-'^^ , (py 

und folglich für x-=l: 

n(of) = l—l.\^'-'\my (P), 

womit der Hülfssatz 24 bewiesen ist. 
Hülfssatz 25. Wenn die ganzen Zahlen v, fi in k(^) die Con­

gruenzeigenschaften v ^ 1 nach I und fx^l-'rX nach I' besitzen, und 
wenn ausserdem v congruent der Relativnorm einer ganzen Zahl A des 

i 

durch M : ^ ] / ^ bestimmten Kummer'schen Körpers k(M,C) nach 1 ist, 
so existirt eine ganzzahlige Function f(x) vom (/—l)ten Grade in x. 
derart, d a s s / ( l ) > 0 ist und die Congruenzen 

n(fQ)) = l, (P) 
und 

v = f(f,y (t) 
erfüllt sind. [Kummer^''.] 

Beweis. Nach dem Beweise des Hülfssatzes 23 ist jede ganze 
Zahl A in k(M, Q in der Gestalt 

y + y^(M-l)+...+y^_^(M-l)'-' 
A = -^ 

und folglich auch in der Gestalt 

ß-hß,M-]—\-ß,_,]yi'-' 
A = 

6 
darstellbar, so dass y, y^, . . . , y^_j, d und ß, ß^, . . ., (S,_, ganze 
Zahlen in X(Q sind und überdies S zu 1 prim ausföllt. Infolge des 
letzteren Umstandes können wir 

A :L..r ß-hßiM-t hß/_i M'~\ ( l ') 

setzen in solcher Weise, dass a, a^, . . ., ß,_j ganze Zahlen in X'(t.') siud. 
Es sei nun 

a = a*, ßi = «*, . . ., ß,_j = a*_,, (I), 

wo a*, (I. . . , rt*_j ganze rationale positive Zahlen bedeuten .sollen; wir 



§132. Capitel XXIX. Die Normenreste und Normennichtreste etc. 417 

setzen 

f*(x) = a*-ha*x-\ \-a*_^x'--^. 

Da in k(M,Q sich l = 8%nd M = l nach 8 erweist, so folgt 

^ = a - h ß i H hß,_i = a*-ha*H \-a*_^, (8). 

Ist nun A die vorausgesetzte Zahl, für welche Nk(A) = v nach \' 
'wird, so erhalten wir weiter 

V = N^(A) = a*-ha*-i ha*_j = 1, (8) 

also auch 

(88.) a*+a*-^-...-i-al^ = 1, (/). 

Folglich istf*(t,) eine Zahl in k(C) mit der Congruenzeigenschaft/*(^ = l' 
nach I. Wir finden nun mit Rücksicht hierauf leicht eine ganze ratio­
nale positive Zahl b derart, dass die Norm der Z a h l / ( ^ ) = / * ( 0 - h / 5 im 
Körper k(^) der Congruenz 

(89.) n(fQ)) s 1, (f) 

genügt; dann erfüllt die ganzzahlige Function 

/(•«) =f*i^)-hii = a-\-a^x-{ \-a^_^x'-^ 

die Bedingungen des zu beweisenden Hülfssatzes 25. Denn es Ist offen­
bar A=f(M)-^XB, wo B eine ganze Zahl in k(M, ^) bedeutet. 
Hieraus ergiebt sich leicht durch eine ähnliche Betrachtung wie auf S. 409: 

(90.) v = N,(A) = N,(f(M)y (f). 

Andererseits erkennen wir unter Berücksichtigung der Congruenzen 

a'= a, a[ = a^, . . ., «j_i = a,_i, ( /) , 

dass identisch in x eine Gleichung 

(91.) / ( ^ ) / ( S ^ ) • • -fli'-'^) = f(^')+lF(x') 

gilt, wo F(x') eine ganzzahlige Function von x' bedeutet. Diese Glei­

chung liefert für x ^ l mit Rücksicht auf (89.) die Congruenz 

/ ( i ) = / ( i ) - h / i ^ ( i ) , ( n d . h . i ^ ( i ) = o , (/). 

Wenn in der Gleichung (91.) x = M genommen wird, so ergiebt sich 

N^(f(M)) = f(p,)-i-lF(p) 

nnd hieraus, da F(pi) ^ 2^(1) ^ 0 nach l ausfällt, 

N,(f(M)) = fQjiy (ty 

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 2 7 
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d. i. wegen (90.) 

v=f(fiy (i'y 
Damit und in Anbetracht von (89.) ist der Hülfssatz 25 vollständig 
be'wiesen. 

Hülfssatz 26. Wenn v, fi ganze Zahlen in X(f) mit den Congruenz­
eigenschaften v ^ l nach l und ;«. = l-h/l nach V bedeuten, und wenn 

i 

ausserdem v Normenrest des durch M=YP' bestimmten Kummer''schen 
Körpers k(M, J) nach I ist, so wird stets 

{ ^ 1 = '• 
[Kummer''".] 

Beweis. Aus der bekannten Lagrange'schen Formel für die üm­
kehrung einer Potenzreihe entnimmt man unmittelbar die folgende Identität: 

dabei stelle man sich unter F(v) eine beliebige Potenzreihe von v, femer 
unter g)(v) eine Potenzreihe vor, deren constantes Glied von 0 ver­
schieden ist, und denke sich den Zusammenhang der Variabein v und F 
durch die Gleichung V^(v)—v = 0 vermittelt. 

Es seien nun v(x) und fi(x) die zu den Zahlen v nnd jti gehö­
renden Functionen. Da v Normenrest des Körpers k(M, t) nach I sein 
soll, so giebt es nach Hülfssatz 25 eine ganzzahlige Function (/—l)ten 
Grades f(x) derart, dass 

(93.) n(m) ~ 1, (Py 

(94-) V = f(fby (I') 
u n d / ( l ) > 0 wird. 

Wir setzen nun 

F(v) = logf(p(e% 

V = log;((e"'), 

diese Functionen werden nur an der Stelle v = 0 betrachtet werden und 
es sollen die Logarithmen so genommen werden, dass sie für « = 0 
reell sind. 
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Ersetzen wir die Zeichen co, ro(«), v in der zweiten Formel auf 
S. 413 oben bez. durch f(C), f(x), V, so wird aus derselben 

[^^^^L. - ."(/(0)+-i-p, (/). 

Aus Hülfssatz 24 ergiebt sich unter Berücksichtigung von (93.) die Con­
gruenz 

i^'-'\f(0) = 0, (0 
und folglich 'wird 

jZ—1 E'/. . .^ 1 r -,!—ll 
(95 ^ [ i Z Z R l _ rd ' -Mog/ (en- | _ 1-/(1) 
^''•^ L äV'-' J r = o ~ L dF^^ J r = o = ^ ~ 

Andererseits gilt mit Rücksicht auf (94.) die Congruenz 

f(fi(e^)) = ^ (e ' ' )H-Äit±^«- i , (Q, 

(/). 

'^ ^ ' / 
welche so aufzufassen ist, dass in den Entwickelungen nach Potenzen 
von V die Coefficienten von 1, v, ..., •M'~I auf den beiden Seiten ein­
ander nach / congruent sind, und hieraus ergiebt sich die Entwickelung 

(96.) 

dF(v) 
iv 

^f\v)+f\v)^+f\v)^+..-

. . . + ^1 (^)-,_ _ jjj^^, (T), 
( / - 2 ) ! 

welche so aufzufassen ist, dass die Coefficienten von 1, v, . . ., »'^^ 
auf den beiden Seiten einander nach / congruent sind. 

Endlich betrachten wir die Function (p(v). Wegen fi^l-{-X nach 
y wisd (p(v) eine Potenzreihe, deren constantes Glied = — 1 nach l ist. 
Ferner folgt leicht 

(q>(v)y = cp(^) = q>(0) = - l , (l) 
in dem Sinne, dass die Coefficienten von 1, v, . . ., »''"^ auf den beiden 
Seiten einander nach / congruent sind. Es gilt daher weiter in demselben 
Sinne 

—((f(v)) = , (/), 

und es folgt hieraus endlich in eben demselben Sinne die Entwickelung 

(97.) 

-(g>(v)f ,(2) (3)/ 
nf^)+l'''(!^)^+l'"(f-'')jT+-

•+l'-''(ß) 
„!-2 

( / - ! ) ! ' 
27* 

(/). 
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Die Zusammenstellung der Congruenz (95.) und der beiden Ent­
wickelungen (96.), (97.) mit (92.) liefert, wegen l"^(^) = —1 und 
( / _ ^ ) ! ( ^ _ 1 ) ! = (—1)'' nach / für ,9 = 1, 2, . . ., / — 1 , die folgende 
Congruenz: 

l'-'(v)l^'\fi)-l^'-'\v)f\fx)^ f\v)l^'-'\ti) = 0, (/), 

d. i. nach der Definition (82.) des Symbols J A ^ l in § 131: 

\1IPL\ _ 1 

und hiermit ist der Hülfssatz 26 bewiesen. 

§133 . 

Das Symbol •{ ' [ zur Unterscheidung zwischen Normenresten und Normen-

nicbtresten. 

Wir sind jetzt in den Stand gesetzt, soweit die betreffenden Sym­
bole bereits definirt sind, die Richtigkeit der folgenden Behauptung ein­
zusehen: 

Satz 151. Wenn v, fi zwei beliebige ganze Zahlen in k(0 sind, 
i_ 

nur dass YP- nicht in k(^) liegt, und wenn ti) ein beliebiges Primideal des 
Kreiskörpers k(^) bedeutet, so ist v Normenrest oder Normennichtrest des 

i _ 

durch M = ] / j i i bestimmten Kummer'schen Körpers k(M. L.) nach XD, 
je nachdem 

m = 1 oder ={= 1 

ausfällt. 

Beweis. Es sei zunächst das Primideal tt) von l verschieden und 
gehe nicht in der Relativdiscriminante des Körpers X-(3/. ^) auf. Ist ,<('' 

eine ganze Zahl in k(^) derart, dass -i— die /te Potenz einer Zahl in 
fl 

k(C) ist, so gilt stets |—?- '-> = | - ' ' - | ; danach und mit Rücksicht 

auf Satz 148 können wir hier annehmen, dass ft. nicht durch tt) teilbar 
ist. Wir unterscheiden zwei Fälle, je nachdem xo im Körper k.(?[. L.) 
;ds Product von / Primidealeu 'iis , . . . 'il\ darstellbar wird oder in 
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k(M, Q Primideal bleibt. Nach Satz 149 ist im ersteren Falle | - ^ | = 1, 

im letzteren | - ^ | ={= l und 4= 0. 

Im ersteren Falle bestimmen wir eine ganze Zahl A in k(M,^), 
welche durch a?^, aber nicht durch SB̂  und auch nicht durch eines der 
Primideale SB.,, . . . , Sß̂  teilbar ist; dann geht in der Relativnorm a=N^(A) 
das Primideal tt) genau zur ersten Potenz auf. Ist nun Xo'' die in v ent-

haltene Potenz von xo, so lässt sich x^—r- als ein Bruch schreiben, 
ß'' ' 

dessen Zähler und Nenner zu tt) prim sind, und folglich sind Zähler und 
Nenner dieses Bruches nach Satz 150 Normenreste des Körpers X;(M, f) 
nach tt). Das Gleiche gilt also auch von v. Da nach der Definition in 
§131 

m-i-tr-' 
ist, so erweist sich im ersteren Falle der Satz 151 als richtig. 

Im zweiten FaUe ist die Relativnorm einer ganzen Zahl A in k(M, J) 
jedesmal genau durch eine solche Potenz von Xo teilbar, deren Exponent 
ein Vielfaches von / ist. Es sei wiederum tt)' die in v enthaltene Potenz 
von Xo; ist dann b kein Vielfaches von /, so kann also v nicht Normenrest 
nach Xo sein; in diesem Falle 'wird andererseits i—^-^[ = ]-C—} i i. 

l tt) J l tt) J 
Ist dagegen b ein Vielfaches von /, und bedeutet ß eine ganze durch ti), 

aber nicht durch ö)' teilbare Zahl in X;(n, so setzen wir z=—r- und 
a" 

erkennen, wie im ersteren Falle v als Normenrest nach xo; andererseits 
ist jetzt 

m-{̂ r" 1. 

Damit ist der Satz 151 auch für den zweiten Fall bewiesen. 
Wir nehmen jetzt an, es sei die Relativdiscriminante des Körpers 

k(M, Q durch das Primideal xo teilbar; xo soll dabei von l verschieden 
sein. Es gehe tt) in r genau zur bten und in fi genau zur «ten Potenz 

v" 
auf; dann ist a jedenfalls kein Vielfaches von /. Die Zahl x = —^ 

fl 

lässt sieh in die Gestalt eines Bruches — setzen, dessen Zähler q und 
c 

dessen Nenner o zn xo prim sind. Die Zahl q(^'' ist eine nicht durch 
tt) teilbare ganze Zahl; nach dem Beweise des Satzes 150 auf S. 406 ist 
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eine solche ganze Zahl dann und nur dann Normenrest des Körpers k(M, ^) 
f (/~^1 

nach Xo, wenn sie /ter Potenzrest nach xo ist, d. i. hier, wenn \- < = 1 
' l tt) J 

und also |—^-C—1^1 ist; damit ist für den gegenwärtigen Fall wiederum 

der Satz 151 als richtig erkannt. 
Es sei endlich ti) = l. Wir fassen lediglich den Fall ins Auge, 

dass j n ^ l - h A nach X' ist: es ist dies der einzige Fall, für den wir 
die betreffenden Sätze späterhin brauchen werden; die anderen Fälle ge­
statten übrigens eine ähnliche Behandlung. Beim Beweise machen wir 
noch die nicht wesentlich einschränkende Annahme v ^ 1 nach 1. Wegen 
der Annahme jU.^ 1-hA. nach V kann man laut Satz 150 genau / " Normen­
reste V* des Körpers k(M, tf nach l bUden, welche congruent 1 nach I 
ausfallen und unter einander nach I incongruent sind. Andererseits 
muss ein jeder Normenrest v* von k(M, tf) nach I, für den man v*^l 

nach t hat, laut Hülfssatz 26 die Bedingung \—T^\ = 1 erfüllen. 

Wegen 

1«(^) = - ] , 

l « ( l - / ) = 0, f \ l - l ) = 0, . . . , i ( ' - 2 ) ( i _ / ) = 0, ^i^ 

f-'\l-l)= ^ - < ^ - ^ ) = - l , 

ergiebt sich nach (82.) 

(98.) {i^} = r. 
Es sei nun a irgend eine erste ganze Zahl in X(f) mit der Congruenz­

eigenschaft ß ^ 1 nach l, und es werde \ ' \ = f" gesetzt, wo a eine 

Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, . . ., /—1 bedeuten soll; dann ist offenbar 
(a(l—l)'',fi\ ^ , ^.„^ . , r a ( l — / ) " , / ( \ _ ^ ^ 
1 -^——} = 1; dagegen fallt jedesmal {-^ p — — i + 1 aus, 

wenn x eine von a. verschiedene Zahl aus der Reihe 0, 1, 2. . . ., /—1 be­
deutet. Wählen wir ferner eine ganze Zahl ß' in k(i^), welche ebenfalls con­
gruent Inachl, aberkoinor der/Zahlen«, «(!•—/), «(1—/) ' , . . . ,ß( l—1) '~ ' 
nach l'"*"̂  congruent ist, so sind auch die / Zahlen a', ß ' ( l — / ) , ß ' ( l — / ) ' , 
. . ., a ' ( l — l ) ' - ' nach l'"'"' sämtlich unter einander incongruent uud zu­
gleich keiniM' der erst(>ren / Zahlen congruent: unter den letzteren /Zahlen 
giebt es wogen (98.) offenbar eiuo und nur eine Zahl — es sei dies 
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etwa ß ' ( l—/)" • — von der Art, dass | « ' ( 1 - 0 % ^ | ^ ^ \^^^ ^^1^^^^^ 

wk in dieser Weise fort, so erkennen wir, dass die Anzahl der vorhan­
denen nach l'"^' incongruenten Zahlen v, die congruent 1 nach I sind 

und der Bedingung | - ^ \ ^ | = 1 genügen, genau gleich l'~' ist, und 

aus der Uebereinstimmung dieser Anzahl mit der oben gefundenen für 

die Normenreste v* ist ersichttich, dass umgekehrt auch jede Zahl v mit 

diesen zwei Eigenschaften Normenrest des Körpers k(M, ^) nach l ist. 
Durch die bisherigen Ueberlegungen ist der Satz 151 in allen Teilen 

bewiesen; für den Fall ti) = I allerdings nur soweit, als für die Zahlen 
T, ,(( die Congruenzeigenschaften - v ^ l nach l und fb^l-hX nach V 
erfüllt sind. Die v betreffende Einschränkung ist offenbar leicht auf­
zuheben. 

Aus dem Satze 151 folgt, bei Benutzung der ersten Formel in 
(80.) und (83.), die Formel 

jvv*,fJ'\ _ Jv, P'l 
l XO J ~ l W J ' 

wo ti) ein beliebiges Primideal in k(t) bedeutet und v* ein Normenrest 
des Körpers k(M, ^) nach xo sein soll. 

Um nun das Symbol \ \ \ auch für den Fall zu definiren, dass 

eine der beiden Zahlen v, fi oder beide durch I theilbar sind, braucht 
man nur die allgemeine Gültigkeit der Formeln 

festzusetzen, wobei v* ein betiebiger Normenrest des Körpers k(Yfi,, t) 
nach I bedeuten soll. Bei dieser Festsetzung folgt dann insbesondere 

/ l-hal\ X \ ^ 1 l-haX'\ ^ ^a 

Wir können überhaupt die Definition des Synihols j—^^—\ auf die> 

Formeln 

{^) = i, {:^}{i^}^i 
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gründen, wo ß eine zu l prime ganze Zahl in k(^), v* ein Normenrest 

des Körpers k(Yfi, ^) nach I und v, v,,v^, p, beliebige ganze Zahlen in k(Q 
sein sollen (vgl. § 166). Ich habe jedoch gegenwärtig die obige Definition 
(82.) gewählt, welche unmittelbar an die Entwickelungen von Kummier 
anknüpft. 

Schliesslich sei hier bemerkt, dass nunmehr das zu Anfang des § 131 
gesteckte Ziel erreicht ist; wenn nämlich xo' eine beliebige Potenz eines 
Primideals ti) bedeutet, wobei im Falle Xo^l der Exponent e > / sei, 
so kann offenbar ein vollständiges System zu xo primer und nach U)̂  in­
congruenter Zahlen v in X;(̂ ) mit Rücksicht auf die Werte, die das Symbol 

I ' [ annimmt, in /Abteilungen von gleich vielen Zahlen gesondert 

werden, von denen die eine Abteilung die sämtlichen im System be­
findlichen Normenreste des Kummer'schen Körpers k(M,^) nach tt) 
darstellt. 

Capitel XXX. 

Das Vorhandensein unendlich lieler Primideale mit vorge-
schriehenen Potenzcharakteren im Kummer'schen Körper. 

§134. 
Der Grenzwert eines gewissen unendlichen Productes. 

Nachdem wir in § 128 die Primideale des Kummer'schen Körpers 
sämtlich aufgestellt haben, sind wir im Stande, diejenigen Untersuchungen 
für den Kummer'schen Körper durchzuführen, welche den in § 79 und 
in § 80 für den quadratischen Körper behandelten Fragen entsprechen. 
Wir leiten vor allem die folgende wichtige Thatsache ab: 

Hülfssatz 27. Bedeutet / eine ungerade rationale Primzahl und a 
2ui 

in dem durch J = = e ' bestimmten Kreiskörper X(t;) eine beliebige ganze 
Zahl, nur nicht die /te Potenz einer in k(t) liegenden Zahl, so ist der 
Grenzwert 

L nn 7 — ^ — — 
»=i(tt(»o i_|jLj"„(p)-. 

stets eine endliche und von 0 verschiedene Grösse; dabei soll das Pro­
duct n über alle Primideale p des Körpers X(t) und das Product II 

(V) " (»0 
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über alle Exponenten m aus der Reihe 1, 2, . . . , /—1 erstreckt werden. 
[Kummer^".] 

i _ 

Beweis. Fassen wir den durch Ya und ^ bestimmten Kummer'schen 

Körper K= X(]/ß, ^) in's Auge und bezeichnen wir die dem Satze 56 
gemäss gebildete Function ^(s) für denselben mit ^^(.(s), so ist nach § 27 

wo das Product über alle Primideale 5]} in Ä^ zu erstrecken ist und N(fß) 
die in K genommene Norm von Sp bedeutet. Ordnen wir dieses Product 
nach den Primidealen p des Körpers X(Q, aus welchen die Primideale Sß 
herstammen, so gehört, wie man aus Satz 149 schliesst, zu einem be­
liebigen Primideal p in dem Producte das Glied 

oder — ^^— oder 
(l — n(p)-'y l—n(p)-' 1—w(p)-'» ' 

je nachdem •! — [ = 1 oder = 0 oder ={=1 und =|= 0 ausfällt. Wir 

schreiben diese drei Ausdrücke in der ihnen gemeinschaftlichen Form 

1 „ 1 
• J I p r (»1 = 1, 2, . . . , i -1) 

und erhalten so 

(99.) tJs) = n- 7-^^ri n ^^^- ; 
^ ^ (rt 1—«(P) ' cw(«) i _ | _ ^ \ „(:p)-.v 

darin zeigt das Product JZ an, dass der Exponent m jeden der Werte 

1, 2, . . . , / — 1 durchlaufen soll, und es sind die beiden Producte JZ 

(W 

über alle Primideale p in X ( Q zu erstrecken. Nun stellt jeder der beiden 

Ausdrücke 

L (s-l)n ^ J , . , , L(s-l)tj,(s) 
s = l (W 1 — « ( W s = l 

eine endliche und von 0 verschiedene Grösse dar, wie wir erkennen, 
wenn wir den Satz 56 einmal auf den Kreiskörper X(Q und dann auf 

t 

den Kummer'schen Körper Z = X ( l / ä ' , Q anwenden. Durch Multipli-
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cation der Gleichung (99.) mit * — 1 und Uebergang zur Grenze für s = 1 
ergiebt sich dann, dass auch der im Hülfssätze 27 angegebene Ausdruck 
eine endliche und von 0 verschiedene Grösse besitzt. 

§135. 
Primideale des Kreiskörpers i(f) mit vorgeschriebenen Potenzcharakteren. 

»Säte 152. Es seien a^, . . ., a^ irgend / ganze Zahlen des Kreis­
körpers X(5), welche die Bedingung erfüllen, dass das Product 

a'fu'y...af', 

wenn man jeden der Exponenten m^, m^, . . ., m^ die Werte 0, 1. 
2, . . ., /—1 durchlaufen lässt, jedoch das eine Wertsystem m^ = 0, 
7M — 0, . . . , m^ = 0 auss'chliesst, dabei niemals . die /te Potenz einer 
Zahl in k(^) wird; es seien lerner y^, y,,, . . . , y^ nach Belieben vor­
geschriebene /te Einheitswurzeln: dann giebt es im Kreiskörper X(Q 
stets unendlich viele Primideale p, für die jedesmal bei einem gewissen 
zu / primen Exponenten m 

wird. [Kummer'"'.] 
Beweis. Wir haben, so lange s > 1 ist, 

(100.) 

l o g ^ - ^ r r - = 2l0g-
\i) «(i> (W l — n(p)-' (7) n(py 

S = it2— uxv ^ 
(W n(py-' \,, «(p): '•^Z «.rll^3^ 

wo ü über alle Ideale j und .5' jedesmal über .alle Primideale p des 
ü) (V) 

Körpers k (t) zu erstrecken ist. Da der Ausdruck ^'. wie in § 50 ge­
zeigt worden ist, für s = 1 endlich bleibt, so folgt aus (100.), indem die 
linke Seite für s = 1 unendlich wird, dass die über alle Primideale p 
des Körpers X(^) ersti-cckte Summe 

bei Annäherung von .s an 1 über alle Grenzen wächst. Ist ferner ß 
eine beliebige ganze Zahl in k(t), so gilt ähnlich für *• > 1 stets 
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1 

(101.) 

logn ^— = J){y}^+^^")' 

1 ' ' \)\pi n(py^ • ̂ idpl n(p)^^ ' '(W 1-13-1 n(py' ' \7)^^i n(P)^ 
und hier bleibt wiederum S(a) für s=l endlich. Es sei jetzt m eine 
der Zahlen 1, 2, . . ., / _ i . Wir setzen in (101.) 

ß ^ ß™ ^ ß™"'ß';™'^..ß''«'« 
» 1 2 t 

und multiplich-en die entstehende Gleichung noch mit dem Factor 
y7"')7''=...Xr'' '; "™̂  erteilen dann jedem deriExponenteuM^, u^, ..., u^ 
nach einander alle die /Werte 0, 1, . . . , / — l , . jedoch so, dass das 
eine Wertsystem M^ = 0, u^ = 0, . . ., M, = 0 ausgeschlossen bleibt. 
Werden die auf diese Weise hervorgehenden /'—1 Gleichungen sämtiich 
zu (100.) addüt, so entsteht die Beziehung 

2 —y---hS-i- 2 y-»i...vr"<logn 
l - | - ^ ^ j n(p)-^ (102.) 

(W n(py 
-S-h 2 y p ) ' p . . . j ' r " " S ( ß j ) , 

(K, , . . . ,M(^ 

wo für den Augenblick 

™ = -('.-{t}>(^'{l)7-"'-(^r'{i}7"'. 
:,=i^(;,.{t}>(.-{tr)'-'"-('.-{tn'"'. 

gesetzt ist; ausserdem ist in S(a^) für a"' der oben angegebene Aus­
druck einzusetzen. Wenn wir nun in der ersten Summe rechter Hand 
in (102.) von denjenigen Gliedern absehen — ihr Aggregat möge G^ 
heissen —, die den in ß , . . ., a, X aufgehenden Primidealen p ent­
sprechen und die nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, so hat der 

übrige unendliche Teil dieser Summe offenbar den Wert 1'2—r^xr, '^^ 
(q) n(qy 

q nur alle diejenigen unter den Primidealen p des Körpers k(t) durch-
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läuft, für welche die t Bedingungen 

('»'•) ( t r - ' . - •••• m-r. 
sämtlich erfüllt sind. Bilden wir nun die Gleichungen (102.) nach ein­
ander für m = 1, 2, . . . , /—1 und summiren die entstehenden P'ormeln, 
so erhalten wir 

• (l-l)2-^-^(l-l)S 
(W n(py 

(104.) 
-{- 2 y K..y 'iogUn 

(«i,-,«0 ' ' (WW f «"'•••«r'1"' . ^-. 

= / ' i : ^ + - G . „ - h ( / - l ) Ä - h ^ yf'"...y:'''2S(a-y, 
Ci') m(r ) (m) (»1-,!»,) (»0 

hierbei hat in dem ersten Summenausdruck rechter Hand r alle Prim­
ideale p in k(Jf) zu durchlaufen, w êlche irgend einem von den /—1 Be­
dingungssystemen genügen, die aus (103.) entstehen, wenn man darin 
m = l , : = 2 , . . . , ^ / — 1 einführt; für y, = 1, . . ., y, = 1 shid 
diese Bedingungssysteme identisch und die betreffenden Primideale /—1 mal 
zu nehmen. Gehen wir nun zur Grenze für s=l über, so wird die 
erste Summe 2 linker Hand in (104.) nach den Ausführungen zu 
Beginn des Beweises über alle Grenzen wachsen, und die zweite 
Summe 2' linker Hand bleibt auf Grund von Hülfssatz 27 für s = l 
endlich. Da auch die Summen S und Ä(ß™) sämtHch endlich blei­
ben, so folgt dann, dass der Ausdruck 2' für s = l über 

n(xy 
alle Grenzen wächst, und also sind die betreffenden Primideale r in 
unendlicher Anzahl vorhanden; diese Primideale r erfüllen hinsichtiich 
ihrer Potenzcharaktere genau die Forderungen des Satzes 152. 

Capitel XXXI. 

Der reguläre Kreiskörper. 
§ 136. 

Die Definition dos regulären Kreiskörpers, der regulären Primzahl und dos 
regulären Kummer'schen Körpers. 

Es bedeute /eine ungerade Primzahl und k(Q den durch ^ = e ' 
bestimmten Kreiskörper: dieser Kreisk"i"per kQ) heisse ein l'egulärer 
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Kreiskörper und die Primzahl / eine reguläre Primzahl, wenn 
die Anzahl h der Idealklassen des Körpers k(t) nicht durch / teilbar ist. 
Die weiteren Capitel werden lediglich von regulären Kreiskörpern und 
von solchen Kummer'schen Körpern handeln, welche aus regulären Kreis­
körpern entspringen, nnd die ich daher reguläre Kummer'sche 
Körper nennen wül; für dieselben können wir sofort folgende ein­
fache Thatsache beweisen: 

«Safe 153. Es sei X(Q ein regulärer Kreiskörper und K ein aus 
k(lf) entspringender Kummer'scher Körper: wenn dann ein Ideal \ des 
Körpers k(lf) in dem Körper K Hauptideal ist, so ist das Ideal j auch 
in dem Kreiskörper X;(^ selbst ein Hauptideal. 

Beweis. Setzen wir \^(A^, wo A eine ganze Zahl in K be­
deutet, so folgt, indem wir die Relativnorm bilden } == (N^(A)), d. h. 
es gilt in k(t) die Aequivalenz j e-* 1. Andererseits ist auch | * ( - J 1, 
wobei h die Klassenanzahl von X(Q bedeutet. Bestimmen wir nun 
zwei ganze rationale positive Zahlen a und b, so dass al—bh=l 
•wird, so folgt j " ^ " " ' * ^ i^ d. j , . es ist j in X;(^) ein Hauptideal. 

Es entsteht weiter die Aufgabe, ein Kriterium zu finden, durch 
welches sich auf leichte Weise ermitteln lässt, ob eine Primzahl / regulär 
ist. Es sollen zunächst zwei Hülfssätze entwickelt werden, die zu einem 
solchen Kriterium führen. 

§ 137. 
Ein Hülfssatz über die Teilbarkeit des ersten Factors der Klassenanzahl m von k\e / durch l. 

Hülfssatz 28. Ist / eine ungerade Primzahl und k(^) der Kreis­
körper der /ten Einheitswurzeln, so ist der erste Factor der Klasseu­
anzahl von k(^) dann und nur dann durch / teilbar, wenn / im Zähler 

l 3 
einer der ersten l*^—-— Bernoulli'schen Zahlen aufgeht. [Kummer^, 

Jl 

Kronecker ^.] 
Beweis. In Satz 142 ist die Klassenanzahl h des Körpers k(^) 

als Product von zwei Factoren dargestellt; wir betrachten den dort 
angegebenen Ausdruck für den ersten Factor dieser Klassenanzahl. Zur 

2OT 

Abkürzung werde Z = e ' - i ' gesetzt; femer denken wir uns die zu 
Grunde gelegte Primitivzahl r nach / speciell derart angenommen, dass. 
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l-l 

y 2 _|_j jjuj durch die erste Potenz von / teilbar ist. Es sei endlich, 
wie in § 108 und § 109, allgemein r. der kleinste positive Rest von r ' 

rr^—n j 
nach / und q^'^— , 

Der erste Factor der Klassenanzahl h stellt sich in Satz 142 als 

ein Bruch dar, dessen Nenner den Werth (21)'' hat, und dessen Zähler 

von der Gestalt 

(105.) f(Z)f(Z')f(Z')...f(Z'-') 

ist, wo zur Abkürzung f(x) die ganzzahlige Function 

f(x) = T^-\-r.^x-^r^x-A l-V2^'"^ 

bezeichnet. Wird ferner 

9(ß) = g'o-l-?i^+5'2'»^-f ^-?^-2• '̂~^ 

gesetzt, so ergiebt sich leicht 

(rZ-l)f(Z) = lZ.g(Zy 

und da infolge der Wahl von r das Product 

(rZ—l)(rZ^—l)...(rZ'-^—l) = (—1) -' (r -' -hlj 

genau durch die erste Potenz von / teilbar ist, so folgt, dass der Zähler 
l—l 

(105.) des ersten Factors von h nur dann durch / ' = f'^' teilbar 
ist, wenn die Zahl 

g(Z)g(z')g(z')...g(z'-') 
durch / teilbar ist. Nun ist i = (l,Z—r) ein in / aufgehendes 
Primideal des Körpers k(Z), und da offenbar Z ^ r nach S aus­
fällt, so ist 

g(Z)g(z')...g(Z'-') = g(r)g(r'y..g(r'-y («); 

folglich ist der erste Factor der Klassenanzalü h nur dann durch / teil­

bar, wenn mindestens eine der —--— Congruenzen 

0=.,.s....^i:^) 
erfüllt ist. 
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Es bedeute nun t eine der Zahlen 1, 2, 3, . . ., ~ • Er-

heben wir dann die Identität 

rr. = r.,.-\-(rr.—r ) 
% i+l ' V 'i 'i+lJ 

in die (2!;)te Potenz und bedenken, dass rr.—r. , durch / teilbar ist, 
SO ergiebt sich die Congruenz 

% 

oder 

2t(rr.-r.^f)r^-f = r^Hf-rf_^^, (F) 

und da offenbar 

(^^i - n + i ) ' m ' = (r r . - r ,^J r ' (+ i )C2 ' - ' ) , (/') 

ist, so folgt 

2t(rr r )r^>-t-i)&t-i) ^ r^'r^i — r^t (p\ 

Diese allgemeine Congruenz ergiebt bei Summation über die Werte 
« • = 0 , 1, 2, . . . , 1—2 

2tlr^'-'^2q.r'(^'-^1 = 7-^'2r^^—2r^i,, (P). 
& ' (0 ' » '"^ 

Da nun 

2r^' = 2r?^, = l^'-h2^'-h3^'-) h( /—1)^ ' 

ist, so folgt, dass die Zahl g(r^'~') dann und nur dann durch / teilbar 
ist, wenn die Zahl 

(106.) (r2'—l)(l^'-h2^'H-3^*-1 h(/—1)^'^ 

durch P teilbar ist. Wegen der über die Primitivzahl r gemachten An­

nahme ist nun der Ausdruck (106.) für t = —^— sicher nicht durch 

l 3 
/^teilbar. F ü r / : = 1 , 2, . . . , — - — gilt auf Grund der Bernoulli'schen 

Summenformel jedesmal die Congruenz 

i 2 ' + 2 ' ' - h 3 ' ' - h - + ( / - i ) ' ' = ( - l y ' ' ' ^ . ^ , (1% 

wo -Bj die /te Bernoull i 'sche Zahl bedeutet, und somit erkennen 
wir, dass die Teilbarkeit wenigstens einer der Zahlen (106.) für 

/ — 3 
t = 1, 2, . . ., „ 
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/ -
durch P mit der Teilbarkeit wenigstens eines der Zähler der —^— ersten 

Bernoulli'schen Zahlen durch / gleichbedeutend ist. Der Beweis des 
Hülfssatzes 28 ist dadurch erbracht. 

§138. 

fc(e ' ) fu für den Fall, dass Ein Hülfssatz über die Einheiten des Kreiskörpers k 
1 — 3 

l in den Zählern der ersten —g— Bernoulli'schen Zahlen 

nicht aufgeht. 

Hülfssatz 29. Wenn / eine ungerade Primzahl bedeutet, welche 
/ .3 

in den Zählern der ersten l* = — - — Bernoulli'schen Zahlen nicht auf-
il 

geht, so lässt sich aus den Kreiseinheiten des Körpers hQ) der /ten 
Einheitswurzeln stets durch Bildung geeigneter Producte und Quotienten 
ein System von solchen /* Einheiten £ , . . ., g ableiten, für welche 
/•* Congruenzen von der Gestalt 

^,= l+a^X\ (ty 

^ 3 = l - h « 3 A ^ ( 0 , 
(107.) 

£ , .EEl + a^A'-^ 0 ' - ' ) 

gelten, wo a,, a^, . . . , a^, ganze rationale, durch / nicht teilbare Zahlen 
bedeuten; dabei ist A = l — ^ , I = (/l) gesetzt. [Kummer'"-.] 

Beweis. Wir gehen aus von der Kreiseinheit (vgl. § !is) 

und 

(108.) e=l/il=ÄL-Q, 
\ ( i -ö ( i - r ' ) 

wo r eine Priiniüvzahl nach / bezeichnet. Wir setzen dann v^ = , 

(109.) ^, = ^(''̂ -»)('"'-')C'''̂ -ä)...(»'̂ <-^-»)(r2'-^--»)(rä'-M_,)...(,./-S_,) 

für / = : 1 , 2, 3, . . . , P, wo s^={Q:'Cf) im Exponenten symbolisch 
zu vorstehen ist. 

Die Einheit ri ist als (/—l)te Potenz einer ganzen Zalil in kQ) 
notwendig : 1 nach l, und das Gleiche gilt dann auch von jeder der 
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Einheiten ê . Wir denken, uns nun allgemein bei jedem Werte t die 
zur Einheit s^ gehörende Function e^(x) gemäss § 131 gebildet; dann 
gelten für die rationalen Zählen 

lO) 
1 '̂̂ («.)> l'^^(^<), i ( ' - : l'-\e^). 

d. h. für die Werte der ersten / — 2 Differentialquotienten des Logarithmus 
von £j (e") an der Stelle w = 0, die Congruenzen: 

(110.) 

l^%f) = 0, (/,) 
(K = 1, 2, 3, . . . , 2(—1, 21+1, ..., 1—3, 1-2), 

l(2') r"(e) = (-1)' ,t+p 
B, 

itr ' 
(0 

(« = 1 , 2 , ...,l'). 

Um dies zu beweisen, bedenken wir, dass nach der ersten Formel 
S. 413 oben bei der Berechnung der ersten /—2 Differentialquotienten 

(3)/ i'^'iv), ^'"(v), 
(1-2) 

(Jl) 

in Bezug auf die Zahl î  an Stelle der zu -ĵ  gehörenden Function direct 
die folgende ganze Function 

( (l-x-)(l-x-'-) \ 
''("̂  = l (1-.)(1-.-^) j (l—x)(l—x--^) 

genommen werden darf. Nun gilt bekanntlich die Entwiciielung 

log-
e"—1 B, 1 

2 ^ 2 .2 ! 
^—V-\ ^— 

4 . 4 ! ^ 6 .6 ! 
wo B^, B^, B^, . . . die Bernoulli'schen Zahlen bedeuten, 
nutzung dieser unendlichen Reihe folgt 

Mit Be-

(111.) 

log^(e'') = (l-l)^ogr-\-(r'-l)-^ 

<'r'-l)-~AT^'+(r'-^) — 4 . 4 ! 6.61 '") 

Von derselben Verwendbarkeit wie ^(e") in Bezug auf die Zahl T] ist 

die Function ^(e''") in Bezug auf die Zahl STJ, ^(e'''") in Bezug auf 

••i'^'q u. s. f. Ersetzen wir dann nach Entwickelung des Ausdrucks (109.) 

von St darin rj, srj, s \ . . . durch ^(e"), •fj(e''''), rKe"""), . . ., so ent­

steht eine Function «((e"), welche nach den Ausführungen auf S. 413 

bei Bildung von l'' '(£,), l^^\ef), . . . , ] '̂~^^(fi,) die Stelle der Function 

Jahre.ibericht der Deutschen Maaem.-Vereinigtmg. IV. 28 
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*i(®°) vertreten kann. Aus (111.) ergiebt sich: 

log?^(e'') = (l—l)ic+(—l)'(r'—r^')(^—^^')--

. . . (, .2<-2_ ,.2<')(̂ 2(-4-2 _ ^ 2 « ) ( ^ 2<-t-4_.,.'2/) .1.. ( y « - 3 _ ^ ( ^ ( l _ ^ 2 Q .^ ' ^ v" \ 

-hC,_i« +C^^iV +•••, 

wo C, C _ , C, ., . . . gewisse Constanten bedeuten. Das ausführlich 
geschriebene Product in dem Coefficienten von v'^' ist 

. | - d ( ^ _ l ) ( ^ _ ^ ^ ) . . . ( ^ - r ' - ^ ) 1 

*- ^ L dx J(:^^') 
l-l 

und die hier zu differentürende Function ist ^ x ^ —1 nach /. Aus 
dieser Entwickelung folgt nun unmittelbar die Richtigkeit der Con­
gruenzen (110.). 

Da nach Voraussetzung die Zähler der ersten /* Bernoulli'schen 
Zalilen S^, . . ., B^, nicht durch / teilbar sein sollen, so sind nach 
(110.) die l* Differentialquotienten l'^'^e,) für ; ; = 1, 2, . ., /* sämtUch 
der Null incongruent. nach /. Aus dem letzteren Umstände schliessen 
wir zunächst, dass keine der Einheiten e , . . . , t^. nach / der Zahl 1 
congruent ausfällt. Setzen wdr daher 

(112.) 

e, = i-ha,r, (r'+^ 

[e,. = 1-haX, O''*^') 

mit solchen Exponenten e^, . . ., e^, dass dabei a^, . . ., a,. ganze 
rationale, nicht durch / teilbare Zahlen bedeuten, so sind diese Ex­
ponenten öj, . . ., e^, sämtlich < ; / — 1. Nun erhält man aus den 
Congruenzen (112.), da die Entwickelung eines Ausdruckes (1—e")" 
nach Potenzen von v mit dem Gliede (—l)'iv' beginnt, für die Einheit 
£^ die Congruenzen 

f\e)=0, 1 % ) = 0, . . . , l"'-\e,) = 0, (ly 

f\ej ~ ( - 1 ) \ , . . , K (/) , 

und da a^ nicht durch / teilbar sein soll, so ergiebt sieh mit .Rücksicht 
auf die vorhin bemerkte Folgerung ans den Congruenzen (110.) c ^2t. 
womit der llülfssa,lz 29 bewiesen ist. 
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§ 1 3 9 . 

Ein Kriterium für die regulären Primzahlen. 

Der folgende Satz liefert ein einfaches Kriterium für die regulären 
Primzahlen /: 

Satz 154. Eine ungerade Primzahl / ist dann und nur dann re-
l 3 

gulär, wenn sie in den Zählern der ersten /* = — - — Bernoulli'schen 

Zahlen nicht aufgeht. [Kummer^.] 
Beweis. Der Hülfssatz 28 zeigt, dass, wenn / im Zähler wenigstens 

einer der ersten /'" Bernoulli'schen Zahlen aufgeht, die Klassenanzahl h 
des Körpers k(tf) jedenfalls durch / teilbar ist. Sind hingegen die 
Zähler der ersten /'* Bernoulli'schen Zahlen sämtUch zu / prim, so 
zeigt der nämliche Hülfssatz 28, dass der erste Factor der Klassen­
anzahl zu / prim ist. Es bedarf also nur noch des Nachweises, dass 
auch der zweite Factor der Klassenanzahl h nicht durch / teilbar ist, 
wenn die Zähler der ersten /* Bernoulli'schen Zahlen sämtlich zu / prim 
smd. Diesen Nachweis führen wir in folgender Weise: 

Es sei y , . . ., y,. ein System von reellen /* Grundeinheiten des 

Körpers kQ), -wie ein solches nach Satz 127 stets. existirt; dann können 

wir setzen: 

F^itJ^it JHH (113.) s*£ = y;""y7'...y; V 

für i = 0 , 1, 2, . . . , P—1, wo die Exponenten m^^, m^^. . . . , m^^ 
ganze rationale Zahlen sind und s die in Formel (108.) definirte Kreis­
einheit bedeutet. Aus (113.) erhalten wir: 

(114.) log|s'£| = m^logl/jl-hwig^loglrsl-l \-m^,fog\y^,\ 

im t=0, 1, 2, . . ., l*—l, wo unter den Logarithmen deren reelle 

Werte verstanden werden sollen. Andererseits bringen die Deflnitions-

gleichungen (109.) der Einheiten £j, . . . , £,„ ein Gleichungssystem von 

der Gestalt 

(115.) £, = £""(S£)"^^ . . ( / -^«)"" 
( i = l , 2, ..., P) 

mit sich. Von demselben gehen wir zu den Gleichungen 

(116.) löge, = w„log |£ | -h%log |s£ | - i l -«„ log | s '~ '£ | 

(( = ] , 2, . . . , P) 

2?,* 
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üher, wo für die Logarithmen wieder die reellen Werte eintreten sollen, 

und vermöge (114.) wird hieraus 

(117.) log£^ = M^fog\y^\-{-M^fog\y^\-\ hV^.,log|y,.|, 
(t = l, 2, . . . , /•) 

wo M^^, iV/gj, . . . , -/!/,., die bekannten bilinearen Verbindungen der 
21*^ ganzen rationalen Zahlen w^j, n^^, . . . , n^, ^.; m^^, m^^, . . . 
• • •, m^ ^._j bedeuten. Aus den Gleichungssystemen'(113.) und (115.) 
entspringen jedesmal P—1 weitere Gleichungssysteme, wenn wir auf 
die darin vorkommenden Einheiten die Substitutionen s, s , . . ., s 
anwenden. Indem wir dann wieder die betreffenden Logarithmen nehmen, 
erhalten wir diejenigen Gleichungssysteme, die aus den Gleichnngs-
systemen (114.), (116.) und (117.) hervorgehen, wenn man auf die 
darin vorkommenden Einheiten der Reihe nach durchgehends die Sub­
stitution s, bez. ŝ , . . ., bez. s''—^ anwendet. 

Setzen wir nun 

d = 

d = 

so ergiebt eine Anwendung des Multiplicationssatzes der Determinanten 

yi/„, -H„ . 

(118.) d^ 
R d ' R 

Ky K. 
•H-, ! 

M.. 

i / „ , /l/„,, . ., M.^. i 

Die nudits stehende netenuinante ist eine ganze rationale uud überdies 
eine zu / prime, Zahl, Wän^ nämlich diese Delerniiuaiite durch / teil-
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bar, so würde man im Stande sein, l* ganze rationale Zahlen 
iV^, . , ., iV ,̂ zu finden, die nicht sämtiich durch / teilbar sind, während 
die aus ihnen gebildeten Ausdrücke 

(t) w ' -' (0 
(t = i, 2,..., i*) 

sämtlich durch / teilbar ausfallen. Durch Berücksichtigung dieses zweiten 
Umstandes ergiebt sich aus (117.) eine Gleichung von der Gestalt 

A^JogEj-hiVgloge^H hiV^,log£,, = /log.E, 

in welcher E eine gewisse positive Einheit des Körpers kQ) bezeichnet. 
Setzen wir beide Seiten in den Exponenten von e, so haben wir 

(119.) s'^'s^K..sff = E'. 

Es ist nun das Bestehen einer solchen Gleichung (119.) un­
möglich. Denn es würde zunächst E^E'^1 nach I folgen; denken 
wir uns die zu E gehörende Function E(x) eingeführt und betrachten wir 
die Werte der ersten / — 2 Differentialquotienten von log£(e'') an der 
Stelle v = 0, so würden aus (119.) unter Verwendung von (110.) die 
Congruenzen 

( - l y - ^ ' - i ^ * = 0' (0, (t=i,2,..., p) 
itr 

folgen. Es sollen aber die Bernoulli'schen Zahlen B^, B^, ..., B^, 
sämtlich zu / prim und andererseits die Zahlen N^, . . ., iV .̂ nicht 
sämtlich congruent 0 nach / sein; wir erhalten damit einen Widerspruch. 

Hiernach ist die Determinante rechts in (118.) nicht durch / teilbar. 

Da andererseits ihre Factoren - - und ̂  beide ebenfalls als ganze 
d i l 

Zahlen erscheinen und ^ den zweiten Factor der Klassenanzahl h 
R 

darstellt, so ist auch der zweite Factor der Klassenanzahl nicht durch 
/ teilbar. Damit ist der Beweis des Satzes 154 vollständig erbracht. 

Auf Grund des Satzes 154 findet sich aus den Werten der ersten 
47 Bernoulli'schen Zahlen, dass ausser den drei Primzahlen 37, 59, 
67 die unterhalb 100 liegenden Primzahlen sämtlich regulär smd. Wie 
sich femer durch Rechnung findet, sind die Klassenanzahlen h der 

/ 2in\ 

Kreiskörper k\e^^l für / = 3 7 , 59, 67 nur durch die erste und nicht 
durch eine höhere Potenz von / teilbar. [Kummer^': ss.j 
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§140 . 

Ein besonderes System von unabhängigen Einheiten 
im regulären Kreiskörper. 

Wir haben in § 139 die Mittel zur Aufstellung eines Systems von 
Einheiten des regulären Kreiskörpers gewonnen, welches für die weiteren 
Entwickelungen von Nutzen sein wird. 

Satz 155. Ist / eine reguläre Primzahl, so giebt es im Kreis-
l 3 

körper der /ten Emheitswurzeln stets ein System von /* = — - — un-

abhängigen Einheiten s.^, • • •, s^, von ( 
Congruenzen 

£j = 1+-X\ 

£3 = l -hA^ 

1er Art 

0'), 
cn 

£,. = l+X'-\ (l'-') 

erfüllt sind; dabei ist X=l—t, I = W gesetzt. 
Beweis. Da der Kreiskörper k(t) regulär sein soll, so sind in 

Anbetracht von Satz 154 die Zähler der ersten /'* Bernoulli'schen 
Zahlen sämtlich zu / prim, und folglich giebt es nach Hülfssatz 29. 
l* Einheiten s^, . . ., £ ,̂, welche die in (107.) ausgedrückten Con­
gruenzeigenschaften besitzen. Da dort die Coefficienten «^, . . ., a^ 
sämtlich zu / prim sind, so können 'wir l* ganze rationale Zahlen 
b , . .., J,, bestimmen derart, dass 

a^b^ = l, . . ., rt,.6^,= l, (/) 

wird. Setzen wir dann 

S, = sf, . . ., £,. = £,.', 

SO erfüllen diese Einheiten £ ̂ , . . . , e^. jedenfalls die in Satz 155 ge­
forderten Congruenzbedingungen. 

Ferner bilden s^, ..., s ein System von einander unabhängiger 
.Fyinheiton, weil die in § 138 bestinimlen Einheiten £,, . . . . f ein solches 
waren. Um letzteres einzusehen, nehmen wir im Gegenteil an, dass eine 
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Gleichung von der Gestalt 

(120.) slK.-s"^ = 1 

bestehe, wo die Exponenten e^, . . ., e^, ganze rationale, nicht sämtlich 
versch'windende Zahlen sind; dann können wir weiter die Annahme 
machen, dass diese Exponenten e^, . . ., e„ nicht sämtlich durch / teilbar 
seien, da im engegengesetzten Falle offenbar sofort 

P i p t — 1 

folgen würde. Unter der Annahme, dass in (120.) die Exponenten 
e^, . . ., e^ nicht sämtlich durch / teilbar sind, ist aber (120.) von 
der Gestalt der Gleichung (119.), und dass eine solche Gleichung un 
möglich ist, haben vrir bereits in § 139 erkannt. 

§ 1 4 1 . 

Eine charakteristische Eigenschaft für die Einheiten 
eines regulären Kreiskörpers. 

Satz 156. Wenn / eine reguläre Primzahl bedeutet und im 
Körper X(Q der /ten Einheitswurzeln eine solche Einheit E vorliegt, 
welche einer ganzen rationalen Zahl nach / congruent ist, so ist sie 
notwendig die /te Potenz einer Einheit dieses Kreiskörpers. [Kummer l ] 

Beweis. Wir denken uns ein System von Einheiten s^^ . . ., s^. 
gemäss Satz 155 bestimmt; da dieselben ein System unabhängiger Ein­
heiten bilden, so giebt es ganze rationale, nicht sämtlich verschwindende 
Exponenten e, e^, ...,e^, so dass 

(121.) E' = £f . . . s f 

wh-d, und wir können, 'wie sich sofort zeigt, noch annehmen, dass 
e, e^, . .., e, nicht sämtiich durch / teilbar sind. Wäre dann e durch 
/ teilbar, so hätte die Gleichung (121.) die Gestalt (119.), und dass 
eine Gleichung von dieser Gestalt nicht statthaben kann, haben wir 
bereits erkannt. Wäre andererseits e nicht durch / teilbar, so würde 
jedenfalls £* EE^ 1 nach l und also = 1 nach / sein; wir bilden dann 
für beide Seiten der Gleichung (121.) die logarithmischen • Differential-
quotienten der zu ihnen gehörenden Functionen. Da wegen E" ^^1 nach 
/ die Zahlen 1^^\E') für g <l—l sämtlich congruent 0 nach / sind, 
so folgt, wenn wir dies insbesondere für g = 2, 4, . . ., 2 /* in An-
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Wendung bringen und die Werte der Zahlen (l.^^\sf), . . . , 1 (£^) 
in Rücksicht auf (110.) einsetzen, der Reihe nach ê  ̂  0, . . ., e^ = 0 

nach /; es wird dann also £"=11', wo H eine gewisse Einheit des 
Kreiskörpers bedeutet, während e nach Voraussetzung eine nicht durch 
/ teilbare ganze rationale Zahl ist. Bestimmen wir nun zwei ganze 
rationale Zahlen a und b, so dass ae-\-bl= 1 wird, so folgt 

E = (H^E")', 

und hiermit ist der Beweis des Satzes 156 vollständig erbracht. 
Ein wesentlich hiervon verschiedener Beweis des Satzes 156 beruht 

auf folgender Ueberiegung. Wäre E nicht die /te Potenz einer Einheit 
in X(Q, so könnte auch die Einheit H^E~' nicht die /te Potenz 
einer Einheit sein, wie leicht aus dem Umstände ersichtlich ist, dass 

1—s und l-h*-l h s ~ zwei ganzzahlige Functionen von s sind, 
die im Sinne der Congruenz nach / keinen gemeinsamen Factor haben. 
Nun wird aber, wenn wir E congruent einer ganzen rationalen Zahl 
nach / annehmen, H^l nach l', und hieraus würde nach dem zweiten 

i 

Teile von Satz 148 folgen, dass der Kummer'sche Körper X ' (1 /H, t) die 
Relativdiscriminante 1 in Bezug auf X(^) besitzt. Da femer dieser 
Kummer'sche Körper relativ-Abel'sch vom Relativgrade / in Bezug auf 
k(t) ist, so würde endlich aus Satz 94 folgen, dass die Anzahl der 
Idealklassen des Kreiskörpers X(Q durch / teilbar sein müsste, was der 
Annahme, dass k(i^) ein regulärer Kreiskörper ist, widerspräche. 

§142 . 

Der Begriif der primären Zahl im regulären Kreiskörper. 

Eine ganze Zahl a des regulären Kreiskörpers k(^) heisst primär, 
wenn sie ers tens semiprimär ist (s. S. 368), und wenn sie zweitens 
die Eigenschaft besitzt, dass ihr Product mit der conjugirt imaginären 

Zahl, also mit s ^ ß, einer ganzen rationalen Zalil nach / = l'~' con­
gruent wird. Eine primäre Zahl ist also stets zu I prim und hat die 
Congruenzen 

a ^ a, (Vy 
l-l 

« . /" « - b, (l'^') 
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so zu erfüllen, dass a und b ganze rationale Zahlen sind. [KumTner".] 
Es gilt die Thatsache: 

Satz 157. In emem regulären Kreiskörper X(Q kann eine be­
liebige zu I prime ganze Zahl a stets durch Multiplication mit einer 
Einheit in eme primäre Zahl verwandelt werden. [Kummer'^^.] 

l—l 

Beweis. Bilden wir aus a die Zahl ß^a.s^~a, so ist dieselbe 

offenbar eine Zahl in dem Unterkörper vom Grade des Körpers 

X;(Q und genügt daher einer Congruenz ß ^ a nach V, wo a eine 
ganze rationale, nicht durch / teilbare Zahl bedeutet. Es seien f̂ , s^, ..., s^, 
die /* in § 140 bestimmten Einheiten. Ist nun etwa ß^a-+-a^X^ 
nach 1*, wo a^ eine ganze rationale Zahl bedeute, so bestimme man 
eine ganze rationale Zahl u^ so, dass 2 a M , - h a j ^ 0 nach / wird; 
dann ist notwendig 

2M, 

ße, = a, ( I ^ . 
_2MI 

Ist ferner etwa jSfî ^ ^a-\-a^X'^ nach l", wo «^ wdeder eine ganze 
rationale Zahl bedeute, so bestimme man eine ganze rationale Zahl u^ 
derart, dass 2au^-\-a^ ^ 0 nach / wird; dann ist 

2ui 2u.i 

ßs,'sy = a, ( f ) . 

Faliren wir in der begonnenen Weise fort und setzen am Ende. 

so vrird ßf^a nach l'~^. Ist andererseits tf' eine solche Potenz von 
t, dass t,*a semiprimär wird, so ist offenbar ^'*£ß eine primäre Zahl. 

Eine reelle primäre Zahl ist stets einer ganzen rationalen Zahl nach 
/ = l ' " ^ congraent. Aus Satz 156 folgt leicht, dass eine primäre Einheit 
in kQ) stets die /te Potenz einer Einheit in k(^) ist. 

Wir erörtern noch kurz einen Hülfssatz über primäre Zahlen, 
welcher uns später von Nutzen sein wird. 

Hülfssatz 30. Wenn v, p zwei primäre Zahlen des regulären 
Kreiskörpers kQ) sind, so ist stets 

{-ij = 1. 
Beweis. Wir dürfen annehmen, dass die Zahlen v, p^ beide = 1 

nach I ausfaUen, da sonst ihre ( /—l) ten Potenzen sicher dieser Be-
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dingung genügen und wir mit Rucksicht auf |—-—i = ^ j j 

(vgl. S. 414) diese an Stelle der Zahlen v, fi, selbst betrachten können. 

Nach (83.) ist 
l-l l-l 

\v,fi'\\v,s'^fi\ ^ \v,ti.s ^ fl\ 

l—l 

und da bei unserer Annahme fi.s ^ / i = 1 nach t~^ und - ^ = 1 nach 
V ausfällt, so folgt aus der allgemeinen Definition (82.) des Symbols 

[ Z l ü j in § 131 unmittelbar |'^.M-S ' j i j ^ i , und daher wird 

Entsprechend beweisen 'wir, dass 
;—1 l-l 

2 fv,s^p,Us^v,s^fi\ _ ^ 

ist. Aus Formel (84.) ergiebt sich ferner: 
i - i l—l 

Die drei letzten Gleichungen zusammengenommen liefern: 

{^J==l, d.h. {-^} = 1. 
und damit ist der Hülfteatz 30 bewiesen. 

Capitel XXXII. 

Die amhigen Idealklassen und die Geschlechter 
im regulären Kummer'schen Körper. 

§ M;!-
Der Begriff der Kinheitenschar im rc!>ulärea Ivieisköi-per. 

2iJl 

Es sei / eine reguläre ungerade Primzahl, und in dem durch t = e ' 
bestimmten regulären Ki'oiskörper k(t) sei c-in solches System E von 
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Emheiten vorgelegt, in welchem die /ten Potenzen aller Einheiten des 
Körpers X'(^) enthalten sind, und welchem überdies die Eigenschaft zu­
kommt, dass das Product und der Quotient von irgend zwei Einheiten 
des Systems stets wieder dem Systeme angehört. Ein solches System 
E nenne ich eine Einheitenschar des Kreiskörpers k(l;). Man 
kann in einer jeden Einheitenschar E stets eine gewisse Anzahl m von 
Einheiten s^, ..., e^^ bestimmen von der Art, dass man jede Einheit 
der Einheitenschar und jede nur einmal erhält, wenn man in dem 
Ausdruck 

£"l£,"2...£''™?^ 1 2 m ^ 

einem jeden der Exponenten u^, . .., u unabhängig von den übrigen 
alle Werte 0, 1, . . . , /—1 erteilt und für g eine jede Einheit in kQ) 
einsetzt. Ein System von Einheiten £j, . . . , e dieser Beschaffenheit 
nenne ich eine Basis der Einheitenschar E. Es ist klar, dass 
für die Einheiten s^, .. ., e einer Basis von E niemals eine Relation 
von der Gestalt 

s'f...e''" = s 
1 m 

stattfinden kann, wo e,, . . . . e ganze rationale, nicht sämtlich 
durch / teilbare Exponenten sind und £ eine Einheit in k(lf) bedeutet. 
Es lässt sich leicht zeigen, dass für eine jede andere Basis der Ein­
heitenschar E die Anzahl m der Einheiten, aus denen sie besteht, die 
gleiche sein muss. Diese Zahl m ist daher für die Einheitenschar E 
eine vollkommen bestimmte; sie heisse der Grad der Einheiten-
Schar. 

Enthält insbesondere eine Einheitenschar nur die /ten Potenzen 
der Einheiten in k(t,), so ist sie die möglichst wenig Einheiten um­
fassende Einheitenschar, und ihr Grad 0. Ferner bildet die Gesamt­
heit aller Einheiten des Körpers k(t,) eine Einheitenschar; aus dem 
Umstände, dass nach Satz 127 jede Einheit in k(lf) das Product einer 
/ten Einheitswurzel und einer reellen Einheit ist, und aus den Entwicke­
lungen beim Beweise des Satzes 157 entnehmen wir sofort, dass die in 

§ 140 mit £ , . . . , £ , bezeichneten Einheiten mit der Einheitswurzel 
" 1 ' ' i—j 

" 2 ^ 

t, zusammen eine Basis dieser umfassendsten Einheitenschar sind. Die aus 
allen Einheiten des Körpers k(t,) bestehende Einheitenschar besitzt folglich 

den Grad m^^ ; sie ist offenbar die einzige Einheitenschar vom Grade 
Jl 
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—^—, und es kann überhaupt keine Einheitenschar von höherem als 

dem —;—- ten Grade geben. 

Wie man ferner leicht erkennt, bilden die Relativnormen aller 
i 

Einheiten eines aus X!(̂ ) entspringenden Kummer'schen Körpers k(f\ffi, t ) 
für den Kreiskörper kQ) eine Einheitenschar; endlich ist auch die 
Gesamtheit aller derjenigen Einheiten in kQ) eine Einheitenschar, 
welche gleich Relativnormen, sei es von Einheiten, sei es von gebrochenen 

i _ 

Zahlen des Kummer'schen Körpers k(^fi, Q sind. 

§ 144. 

Die ambigen Ideale und die ambigen Idealklassen 
eines regulären Kummer'schen Körpers. 

Es sei kQ) ein regulärer Kreiskörper, und p eine ganze Zahl in 
kQ), welche nicht gleich der /ten Potenz einer Zahl in kQ) ist; der 

i 

durch M = y ^ und t, bestimmte reguläre Kummer'sche Körper k(f8/l, Q 
werde mit; K bezeichnet. Wir suchen nunmehr die Theorie dieses 
Körpers mittelst der entsprechenden Begriffe und Methoden zu fördern, 
wie sie in den Capiteln XVII—XVHI in der Theorie des quadratischen 
Körpers angewandt worden sind. 

Die Relativgruppe von K in Bezug auf X;(Q •»vird durch die Po­
tenzen der Substitution < S ^ ( M : £M) gebildet; es werde gemäss § 57 
ein Ideal 31 des Körpers K ein amhiges Ideal genannt, wenn 5t bei 
Anwendung der Operation *S ungeändert bleibt, d. h. 531 = 31 ist. und 
wenn ausserdem 9t kein von 1 verschiedenes Ideal des Körpers kQ) als 
Factor enthält. Nach Satz 93 sind die ^ in der Relativdiscriminante 
von K aufgehenden Primideale sämtlich ambig, und es giebt ausser 
diesen auch keine anderen ambigen Primideale. Ist sodann 31 ein be­
liebiges ambiges Ideal in K, so schliessen wir aus 3l = <S3l leicht 
(vgl. § 73), dass auch jedes in 31 aufgehende Primideal des Körpers Ä" 
ambig sein muss, und daraus folgt dann, dass die Anzahl aller vor­
handenen ambigen Ideale / ' beträgt. 

Ist 6 ein Ideal aus einer Klasse T des Kummer'schen Körpers A', 
so werde die durch das relativ conjugirte Ideal -SP bestimmte Ideal-
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klasse mit SC bezeichnet. Die Klassen SC, S'X', ..., S'~^C sollen 
die zn C relat iv conjugirten Klassen heissen. ist ferner F(S) eine 
beüebige ganzzahlige Function vom (/—l)ten Grade in S, nämlich 

F(S) = a-ha^S-ha^S'-{ \-a^_^S d—i 
l-l-'' 

wo a, ß j , . . . , a^_j ganze rationale Zahlen sind, so werde die durch 
den Ausdruck 

C''(SC)''\S'C)''\..(S'-'C)''^' 

bestimmte Klasse die ^ ( S ) t e Symbolische Potenz der Klasse C 
genannt und mit 

a+aiS+a^S^+:.+ai_iSl-'^ —. (jP(^) 

bezeichnet. Endlich heisse eine Idealklasse A des Kummer'schen Körpers 
K eine amhige Klasse , wenn A = SA, d. h., wenn ihre (1—S)te 
symbolische Potenz A^~^ = 1 wird. Die /te Potenz einer beliebigen 
ambigen Klasse A ist stets eine solche Klasse, welche unter ihren 
Idealen in X;(^) liegende Ideale enthält. Dies ergiebt sich unmittelbar, 
wenn wir berücksichtigen, dass wir 

j i __ jii+s+s^-i—i-s'-i 

als Folge von A = SA haben und dass andererseits die Relativnorm 
eines beliebigen Ideals in K stets notwendig ein Ideal in k(t) ist. 

§ 1 4 5 . 

Der Begriff der Klassenschar im regulären Kummer'schen Körper. 

Es sei in dem regulären Kummer'schen Körper .^ein solches System von 
Klassen vorgelegt, dass in der /ten Potenz einer jeden dieser Klassen stets 
Ideale des Körpers X;(̂ ) vorkommen, und überdies soUen insbesondere alle 
diejenigen Klassen, in welchen Ideale des Körpers X(^) vorkommen, 
dem Systeme angehören; endlich sollen das Product und der Quotient 
von irgend zwei Klassen des Systems stets wiederum dem Systeme an­
gehören. Ein solches System von Klassen nenne ich eine Klassen-
SChar des Kummer'schen Körpers. In einer vorgelegten Klassen­
schar kann man stets eine gewisse Anzahl n von Klassen C'j, . . . , C^ 
bestimmen von der Beschaffenheit, dass man jede Klasse der Klassen-
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schar und jede nur einmal erhält, wenn man in dem Ausdruck 

/l"l/-r"2 ^«m^ 
O l O2 . . . OOT C 

einem jeden der Exponenten M^, U^, .. ., u^ unabhängig von den 
anderen alle Werte 0, 1, . . . , /—1 erteilt, und für c eine jede 
solche Klasse setzt, welche unter ihren Idealen in k(t) liegende Ideale 
enthält. Die Klassen C^, C^, . • ., C,^ mögen dann eine Bas i s der 
Klassenschar heissen. Es lässt sich leicht zeigen, dass für eine 
jede andere Basis der Klassenschar die Anzahl n der Klassen, aus 
welchen die Schar besteht, die gleiche sein muss. Diese Zahl n heisse 
der Grad der Klassenschar. 

Enthalten insbesondere alle Klassen einer Schar Ideale des Körpers 
k(t), so ist die Schar vom Grade 0. Des Weiteren ist beispielsweise 
die Gesamtheit aller derjenigen Klassen in K, in welchen, sei es ambige 
Ideale in K, sei es Producte aus ambigen Idealen in K mit Idealen des 
Körpers k(t) vorkommen, eine Klassenschar. Ferner bildet die Gesamt­
heit aller ambigen Klassen des Kummer'schen Körpers eine Klassenschar. 

§146. 

Zwei allgemeine Hülfssätze über die relativen Grundeinheiten eines 
relativ-cyklischen Körpers von ungeradem Primzahlgrade. 

Bevor wir die Untersuchungen des vorigen Paragraphen fortsetzen, 
leiten wir zwei Hülfssätze ab, die sich an den Satz 91 in § 55 an-
schliessen und wie folgt lauten: 

Hülfssatz 31. Es sei der Relativgrad / eines relativ cyklischen 
Körpers K in Bezug auf einen Unterkörper X; eine ungerade Primzahl, 
femer sei S eine von der identischen verschiedene Substitution der 
Relativgruppe von K in Bezug auf k und H^, . . ., f/ ein System 
von relativen Grundeinheiten des Körpers K in Bezug auf X-, dann 
gilt für eine beliebige Einheit E in K jedesmal eine Gleichung von 
der Gestalt 

E^ = II^'"...H;^f\E], 

WO/ein ganzer rationaler, nicht durch / teilbarer Exponent ist, FAS), ... 
. . . , F .^(S) ganzzahlige t'unctjoneu vom (/—2)ten Grade in iS be­
zeichnen und [fi] eine Einheit in A' bedeutet, deren /te Potenz in X; liegt. 

Beweis. Ans dem Beweise des Satzes 91 geht hervor, dass die 
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Einheiten 

H j , . . . , ff^^^, SH^, . . ., SH^^^, . . ., S'-'H^, . . . , S ' - ' H , + I 

unter Hinzufügung von r Grundeinheiten des Körpers X von einander 
unabhängig sind, und da die Anzahl dieser Einheiten insgesamt / ( r - h l ) — 1 
beträgt, so giebt es, weim jBeine beliebig angenommene Einheit in K 
bedeutet, für E gewiss Relationen von der Gestalt 

(122.) E<̂ (S) _ flf>(«>...fl;;+i<'\£], 

wo G(S), (?j(S), . . . , G .^(S) ganzzahlige Functionen vom (/—2)ten 
Grade in S sind, unter denen die erste nicht identisch verschwindet, 
und wo [£] eine solche Einheit in K bedeutet, dass [e] in k liegt. Aus 
den unendlich vielen vorhandenen Relationen dieser Art denken wir 
uns eine solche ausgewählt, bei welcher die ganze Function G(t) 
durch eine möglichst niedrige Potenz von 1— t teühar ist. Wir nehmen 
an, es treffe dies eben für die Relation (122.) zu; wir setzen zunächst 
voraus, es sei dabei G(t) noch mindestens einmal durch 1 — t teilbar. 
Nach der Definition der Grundeinheiten in § 55 müssen dann 

GiiO, • • -^ ö . + i ( 0 

sämtlich ebenfalls durch 1—t, teilbar sein. Erheben wir die Gleichung 

(122.) in die (1—S^)(l—Ä^).. .(l—S'"~^)te symbolische Potenz und 

setzen 

e(D = (i-DG^*(D, G,(Z) = a-^)<}\(a • • 

• • •, Gr+i(o = (i-0G^;+,(D, 

so folgt leicht, indem wir berücksichtigen, dass die ( l - h Ä - h S H 
h'S'~^)te symbolische Potenz einer Einheit in K stets eine Einheit 

in X wird, 

(123.) £'«*(«) = H"''f^K..Hl^^;^'%], 

wo [fi] wieder eme Einheit in k oder die /te Wurzel aus einer Einheit in k 
bedeutet. Wegen der Gleichung (123.) ist eine /te Wurzel aus dieser Zahl 
[fi] sicherlich eine Zahl in K, also, wie leicht ersichtlich, ebenfalls eine solche 
Einheit in K, deren /te Potenz in k liegt, und die wiederum mit [fi] 
zu bezeichnen ist; aus (123.) schliessen wir daher: 
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wo wiederum [fi] eine Einheit in K bedeutet, deren /te Potenz in k liegt. 
Diese Gleichung ist von der nämlichen Gestalt wie (122.), nur dass 
hier G*(tf) durch eine niedrigere Potenz von 1—f teilbar wäre als oben 
G(lf). Dadurch erhalten wir einen Widerspruch mit unserer Annahme, 
wonach die zu Grunde gelegte Relation (122.) bereits eine solche war, 
in der G(tf) eine möglichst niedrige Potenz von 1 — t enthielt; wir 
sehen also, dass unter dieser Voraussetzung in (122.) GQCf) nicht durch 
1—t, teilbar sein kann. 

Setzen wir 

/ = G(C)GQ')...G(t,'-'y 

so wird / eine ganze rationale, nicht durch Z teilbare Zahl, und es 
giebt offenbar zwei ganzzahlige Functionen H(S), M(S), so dass die 
Gleichung 

/ = H(S)G(S)-hM(S)(l+S+S''^ h S ' - ' ) 

identisch in S erfüllt ist. Erheben wir (122.) in die H(S)ie symbolische 
Potenz, so folgt daraus sofort eine Formel von der im Hülfssatz 31 ver­
langten Beschaffenheit. 

Hülfssatz 32. Es mögen dieselben Bezeichnungen wie in Hülfs­
satz 31 gelten, und überdies bilden wir die Relativnormen der r - h l 
relativen Grundeinheiten des relativ-cyklischen Körpers K, nämlich 

Vl=Ny(B^), • • . , Vr+l = N,CHr+i> 

dann, lässt sich jede Einheit £ m X;, welche die Relativnorm einer Einheit 
E des Körpers K ist, in der Gestalt 

darstellen, wo M^ , . . . , M,.^J ganze rationale Exponenten sind nnd [f] 
eine Einheit in K ist. 

Beweis. Nach Hülfssatz .'U haben wir für E eine Gleichung 

E^ = H, ...i/,;r w-
wo die Zeichen I die dort angegebene Bedeutung besitzen. Indem wir 
von beiden Seiten dieser (ileichung die Pelativnorm in Bezug .luf X 
bilden, ergiebt sich 
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Bestimmen wir nun zwei ganze rationale Zahlen a, h, so dass 

1 = af-\-bl 
wird, und erheben dann die Gleichung (124.) in die ate Potenz, so 

entsteht eine Formel von der im Hülfssatz 32 behaupteten Art. 

§ 1 4 7 . 
Die durch ambige Ideale bestimmten Idealklassen. 

Es sei K = k(Yp, S) ein regulärer Kummer'scher Körper; wir 
i _ i 

nehmen aus seiner Relativgruppe die Substitution S = (Yfi: t,'Yfi)-
Da ein beliebiges ambiges Ideal 31 des Körpers K vermöge seiner 
Eigenschaft 31 = iSSl stets eine ambige Klasse bestimmt, so haben wir, 
um zur Kenntniss der ambigen Klassen zu gelangen, vor Allem die aus 
den ambigen Idealen entspringende Klassenschar zu untersuchen. Wir 
beweisen die wichtige Thatsache: 

Satz 158. Es sei t die Anzahl der verschiedenen Primideale, 
welche in der Relativdiscriminante des regulären Kummer'schen 

i 

Zahlkörpers K=k(y]x,C) vom Relativgi'ade l aufgehen; ferner 
mögen die Relativnormen aller Einheiten von K für k(tf) eine 
Einheitenschar vom Ch'ade m bilden: betrachten wir dann alle 
diejenigen Klassen, in welchen sei es amhige Ideale des Körpers K, 
sei es Produkte von ambigen Idealen in K Tnit Idealen in k(t) 
vorkommen, so bilden diese eine Klassenschar vom Grade 

/+1 t-i-m —. 

Beweis. Wir setzen im Folgenden zunächst voraus, dass die Zahl 
fl nicht von der Gestalt £ß' sei, wo £ eine Einheit und a eine 
Zahl in k(Q bedeuten soll. Es ist dann jede Einheit [fi] des Körpers 

t 

K = k('Yp-,C), deren /te Potenz in kQ) liegt, notwendig selbst in 
k(^) gelegen. Nunmehr mögen H^, . . ., H;_, ein System von relativen 

2 

Grundeinheiten des Körpers K in Bezug auf X(^) und 

'ri^ = N,(Hf), . . ., 7i^=N^(H^) 
2 2 

deren Relativnormen bedeuten. 

Wir nehmen e r s t ens an, dass der äusserste Fall 7?̂  = — - — ein-

Jahresbericht der Deutsclien Mathem.-Vereinigung. IV. 2 9 
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tritt. Aus Hülfssatz 32 schliessen wir dann, dass die Einheiten 

'll' • • •, '^li-i '̂ "̂'̂  ^!^s\s derjenigen Einheitenschar bilden, welche aus 

den Relativnormen aller i'jnheiten in K besteht. Andererseits fassen 
wir die t ambigen Primideale l ' j , . . ., 8̂  des Körpers K ins Auge; 
dieselben bestimmen / ambige Idealklassen, die wir bez. L j , . . ., L^ 
nennen wollen. Um für die aus diesen Klassen entspringende Klassen­
schar den Grad zu bestimmen, setzen wir 

(125.) M = l / ; i l = l ' j ' ' . . . l * " ' j , 

wo öj , • • , « , , gewisse ganze rationale Exponenten bedeuten, und wo 
\ ein Ideal in kQ) ist. Wegen der zu Anfang getroffenen Voraus­
setzung über fl ist wenigstens einer der Exponenten a , .. ., a nicht 
durch / teilbar; es sei etwa a^ prim zu /. Wir entnehmen aus der 
Gleichung (125.), dass 

c = L, . . .L^ 

eine solche Klasse ist, die Ideale des Körpers X(^) enthält; da L' eben­
falls eine Klasse dieser Art ist, so folgt hieraus sofort, dass die Klasse 
L^ sich als Product von Potenzen der Klassen L , . . ., L und 
einer Klasse darstellen lässt, die Ideale des Körpers k(t,) enthält. 

Wir beweisen jetzt, dass aus den Idealklassen i , , . . . . L_ allein 
keine Klasse von der Gestalt 

(126.) c' = Li...L'iyr^ 

hervorgehen kann, welche Ideale des Körpers k(t,) enthält, während 
a'j, . . ., a '̂_, ganze rationale, nicht sämtlich durch / teilbare Exponenten 
sind. In der That, auf Grund der Relation (126.) würden wir eine Gleichung 

(127.) M' = c"\..8J.7'i' 

aufstellen können, so dass f ein Ideal des Körpers X:(̂ ) nnd M' eine 
ganze Zahl des Körpers K ist; hieraus schliessen wir dann, dass 
E-=Mf'~ eine h'-inheit in K sein müsste. Auf diese Einheit E 
wenden wir den Hülfssatz 31 an und erhalten so eine Gleichung von 
der Gestalt 

F,-X (*•! 

(128.) E^ = H^'^^K..B, l—l 
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w o / eine ganze rationale, nicht durch / teilbare Zahl, F^(S), . .., F^_f(S) 
2 

ganzzahlige Functionen von S und £ eine Einheit in k(t) bedeuten. 
Da offenbar -Ar^(£) = 1 ist, so ergiebt sich durch Bildung der Relativ­
norm auf beiden Seiten von (128.) die Gleichung 

-fj-iCi) 
1 = « f l ^ ' \ . . « 3 gZ. 

' ^ ' i—1 
2 

Da i^j, . . . , i;^_j eine Basis einer Einheitenschar bilden sollen, so 
2 

müssen die ganzen rationalen Zahlen F^^(l), . . ., F^_.^(l) sämtlich 
2 

durch / und demnach die ganzen Zahlen Ĵ ^ ( 0 , . . . , F (C) sämtlich 
~2~ 

durch 1 — Q teilbar sein. Setzen wir 

F^(o = (i-OF*(ty •.., i^^(o = (i-oi^^(o 
2 2 

und 

so wird 

r,_^(S) 

H = H;^""...H,_f 

E^ = H^~^s*, 
wo fi* wieder eine Einheit in k(C) bedeutet. Durch Bildung der Re­
lativnorm folgt aus letzterer Gleichung 1 = £*', d. h. fi'* ist eine /te 
Einheits Wurzel, etwa = ^^. Berücksichtigen wir M'''^^ ^^ ^~^, so 
haben wir 

\M'^M'H~'\'-' = 1, 

d. h. der Ausdrack M'^M^H~^ stellt eine Zahl in k(t,) dar. Da nun 

M' wegen (127.) das Ideal 2̂  nicht oder zu einem durch / teilbaren 

Exponenten erhoben enthält, M dagegen das Ideal 8̂  in einer Potenz 

enthält, deren Exponent a^ nicht durch / teilbar ist, so zeigt die Zer­

legung dieser Zahl in Primideale des Körpers k(tf) erstens, dass g durch 

/ teilbar sein muss; dann zeigt sie weiter, da / zu / prim ist, dass die 

Exponenten a'^, .. ., a'^_.^ sämtlich durch / teilbar sein müssten, was 

der Voraussetzung widerspricht. Daraus folgt, dass zwischen den 

Klassen L^, . . . , Lj_^ eine Relation wie (126.) nicht bestehen kann, 

d. h. die Klassen L.^, ..., L bilden unter der gegenwärtigen An­

nahme, die wesentlich auf m = —^— hinauskommt, für die aus allen 

29* 
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ambigen Idealen entspringende Klassenschar eine Basis; der Grad dieser 
Klassenschar ist daher gleich / — 1 , wie es unserem Satze 158 für 

m = -^r— entspricht. 

Wir nehmen zweitens m = —^— an; dann muss zwischen den 
Jl 

"l-l 

Einheiten ^j^, . . . , ri^_^ eine Relation von der Gestalt '//*'.. .'v,_f = ' ' / ' 

bestehen, wo die Exponenten e^, . . . , e,_, ganze rationale, nicht sämt-
2 

lieh durch / teilbare Zahlen sind und i; eine Einheit in k(t,) bedeutet. 
Ist etwa ê _j nicht durch / teilbar, so sind, wie man aus Hülfssatz 32 

~ 2 " 

schliesst, notwendig ij^, . . . , 9j,_3 eine Basis der aus den Relativnormen 
''~2~ 

aller Einheiten in K gebildeten Einheitenschar. Wir bilden nun die 
Einheit 

'l-l 

(129.) E = Hl'...H,_\7i-'. 

Da diese die Relativnorm 1 besitzt, so giebt es nach Satz 90 (S. 272) eine 
ganze Zahl ^ in Ä̂  von der Beschaffenheit, dass E=A~'' wird. 
Wir bestimmen nun, was jedenfalls möglich ist, eine ganze rationale 
positive Zahl r in der Weise, dass in dem Product M'=:=AM'^ 
das Primideal i^ zu einem durch / teilbaren Exponenten erhoben vor­
kommt. Es dürfen dann in M' nicht auch die Factoren 8j, . . . . ?̂ _j 
sämtlich in solchen Potenzen, deren Exponenten durch / teilbar sind, vor­
kommen, da man sonst unter Benutzung von Satz 153 (S. 429) .1/' = Ga 
hätte in der Art, dass © eine Einheit in K und a eine ganze Zahl in 
X(^) bedeutet; dann aber würde 0 ' ^ ' :=EC^' folgen, und dies wider­
spräche mit Rücksicht auf (129.), da (',_j zu / prim ist. der Definition 

der relativen Grundeinheiten H^, . . ., Hi—i nach § 55. Es kouiiue 
2 

nun in M.' etwa das ambigo Primideal ?̂ _j zu einem nicht durch / 
teilbaren Exponenten erhoben vor. Dann entnehmen wir aus dksom 
Umstände die Thatsache, dass die Klasse L^_.^ sich als Product von 
Potenzen der Klassen L^, . . . , /y,_., und einer solchen Klasse dar­
stellen lässt, die Ideale des Körpers k(^) enthält. 
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Wir beweisen jetzt, dass aus den Idealklassen Lj , . . . , L^_^ 
keine Klasse 

(130.) c" =ü}...L'!t' 

hervorgehen kann, welche Ideale in k(lf) enthält, während die Ex­
ponenten a'f . . ., a'^_^ ganze rationale, nicht sämtHch durch / teilbare 
Zahlen sind. In der That, eine Relation (130.) hätte eine Gleichung 
von der Gestalt 

(131.) M" = if...ii~'i" 

zur Folge von der Art, dass M" eine ganze Zahl in K und }" ein 
Ideal in k(t.) ist; hieraus schliessen wir dann, dass E'^ M ~ eine 
Einheit in K sein müsste. Wir wenden für diese Einheit E' den 
Hülfssatz 31 an und erhalten so eine Gleichung 

, -ft-iCS) 

(132.) £ ' ^ ' = H f ' ' ^ . . . H j £, 
2 

WO / ' eine ganze rationale, niclit durch l teilbare Zahl, 

F',(S), . . ., F;^(S) 
2 

ganzzahlige Functionen von S sind und £ eine Einheit in k(t) ist. 
Wir bestimmen nun einen ganzen rationalen Exponenten u in der Weise, 
dass die ganze Zahl Fl_.^(l)-\-ue^_.^ durch / teilbar wird; mit Rück-

~Y~ ~2^ 
Sicht auf N^(E') = 1 erhalten wir aus (132.) durch Bildung der 
Relativnorm m Bezug auf kQ) die Gleichung: 

(133.) i = ,f^''^^"r..^T ^«"' 
2 

WO fi' wiederum eine Einheit m k(^) ist. Da die Einheiten -q^, . .., %_^ 
2 

eine Basis einer Einheitenschar sind, so folgt aus (133.), dass die 
Exponenten F'^(l)-]-ue^, . . ., F;_^(l)-hue^ sämtlich durch /, d.h. 

~ 2 ^ 2 

die Zahlen F^O+ue^, . . ., Fi^(0-\-ue^ sämtlich durch 1—J 
S 2 
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._, = (1-S)i^;!r(0 

teilbar sein i 

F[{^)+ue, 

und 

so folgt aus 

müssen. 

= ( 1 -

(132.) 

Setzen wir 

H' = H ' 

E'^'E'' 

Fl 

'fs> 

— 

_,(0+ue^ 
2 

• • • • " i - i 

2 

H " - " £ ' * , 

wo £ die durch (129.) festgelegte Einheit in K und i,'* wieder eine 
Einheit in k(tf) bedeutet; durch Bildung der Relativnorm erhalten wir 
1 = fi'*', d. h. fi'* ist eine /te Einheitswurzel, etwa gleich tf. Alsdann 
wird, wenn 'wir die Gleichungen 

M'-' = r \ M"-' = El-^, M"'-' = E' 

berücksichtigen, 

{ M " ^ ' i » f ' " M ' ' ' - " H ' - V - ^ = 1, 

d. h. der Ausdruck M " ' ^ ' M ' ^ M ^ ' ^ ^ ' H ' " ^ stellt eine Zahl in k(tf) 
dar. Beachten wir, dass g', i\_^, 'i'^_^, . . ., 8^ in X-(̂ ) Primideale 
sind, so schliessen wir daraus zunächst, dass g'—ur durch / teilbar 
sein muss; sodann ersehen wir, da M' nach Voraussetzung das Ideal 8^_j 
zu einer Potenz erhoben enthält, deren Exponent nicht durch / teilbar 
ist, dagegen in der Zahl M " wegen (131.) das Ideal i^_^ sicher zu 
einem durch / teilbaren Exponenten erhoben vorkommt, dass not­
wendigerweise auch u durch / teilbar sein muss, und endlich müssten 
dann, da / ' zu / prim ist, die Exponenten rt", . . ., oJ|_j sämtlich 
durch / teilbar sein, was unserer Voraussetzung über dieselben wider­
spricht. Damit ist gezeigt, dass zwischen den Klassen L^, .... 7.,_, 

eine Relation wie (130.) nicht bestehen kann, d. h. die Klassen L.^. ..., L^_.^ 
l 3 

bilden unter der gegenwärtigen Annahme m = — - — für die aus allen 

amhigen Idealen entspringende Klasseuschar eine Basis; der Grad dieser 
Klassenschar ist daher gleich / — 2 , wie es unserem Satz. 158 ent­
spricht. 

/ — 5 
Wenn wir dr i t tens ?/« = ——^ annehmen, so besteht zwischen 
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den Einheiten i;^, . . ., ij^_^ nicht nur, wie im vorigen Falle, eine Re-
~2~ 

U-1 

lation von der Gestalt 7JIK..7IJ =7/, wo 7} eine Einheit in X(0 und 

~2~ 

emer der Exponenten e^, . . ., ê _ ,̂ etwa wieder e,_j, nicht durch / teilbar 

ist. sondern es besteht alsdann noch eine zweite Relation von der Gestalt 
2 

-3 
Vi•••'>}_^ ^tf, wo Tj' -wieder eine Einheit in k(^) ist, und wo einer 

2 

der Exponenten e'^, . .., ej_g, etwa e'i_^, nicht durch / teilbar ist. Wir 

bilden die Einheiten 

(134.) 

'l-l 

„l—l E'= H\\..HJ n 

Da die Relativnormen der Einheiten E und E' gleich 1 sind, so können 
wir nach Satz 90 (S. 272) E = A^~^ und E'= A!^~^ setzen, wobei A 
und ^'ganze Zahlen in Ä̂  bedeuten. Bestimmen wir dann zunächst, wie 
im vorigen FaUe, eine ganze rationale positive Zahl r derart, dass M'=AJVf 
den Factor 9 zu einem durch / teilbaren Exponenten erhoben enthält, 
so kommt, wie die dortigen Ueberlegungen zeigen, in M' mindestens 
eines der ambigen Primideale i , . . ., 8 j zu einer Potenz erhoben 
vor, deren Exponent nicht durch / teilbar ist; es treffe dies etwa für 8^_^ 
zu. Wir bestimmen dann zwei ganze rationale positive Zahlen r' und r" 

so, dass die Zahl M" = A'M'''"TM.""' die beiden Factoren 8̂  und 8̂ _̂  
zu Exponenten erhoben enthält, die durch / teilbar sind. Alsdann 
können in dieser Zahl M" die Factoren 8 ,̂ . . ., i^_^ nicht sämtlich 
zu solchen Potenzen erhoben vorkommen, deren Exponenten durch / 
teilbar sind.' Denn wäre dies der Fall, so könnten wir unter Be­
nutzung von Satz 153 M"^©'a' setzen, so dass &' eine Einheit in 
K und a' eine ganze Zahl in X(^) ist. Berücksichtigen wir dann die 
Gleichungen M'-^ = r^, ^'^^ = E, A"~^ = E', SO wäre 

Qn-S ^ ^,^r'^-(rr'+r'). 
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wegen (134.) würde hieraus folgen: 

"'f-a +^'"1-:; r'ei_i 

(135.) 0'-^ = Hr"^'r..Hj 'H^'e, 
2 2 

wo fi eine gewisse Minhcit in /;(^) bedeutet; diese Relation widerspräche 
aber der Definition der relativen Grundeinheiten nach § 55; denn da 
jede der beiden Zahlen e^_j, e',_., zu / prim ist, so sind die Exponenten 

2 2 

von IT_ , H,_^ in (135.) sicher niemals beide zugleich durch l teilbar. 
"2 ^ 

Kommt nun in M" etwa 8,_2 "̂̂  ßi""'" ^^'^^^ 'l"''''^ ^ teilbaren Ex­
ponenten erhoben vor, so entnehmen wir aus diesem' Umstände, dass 
die Klasse L^_^ sich als Product von Potenzen der Klassen L , , . . . , L^_^ 
und einer solchen Klasse darstellen lässt, die Ideale des Körpers k(t) 
enthält. 

Durch die entsprechenden Ueberiegungen wie im vorigen Falle 
7 3 /— 5 

kann man nun unter der gegenwärtigen Annahme -m=—-— 2 
beweisen, dass aus den Idealklassen L^, . . ., L^_^ keine Klasse 

jti r / ' " ' i T""'/—» 
6 I^j_ •••J^i_^ 

hervorgehen kann, welche Ideale in k(t) enthält, während die Ex­
ponenten «1 , . . ., a,_3 ganze rationale, nicht sämtlich durch / teil­
bare Zahlen sind. Wir ersehen dann, dass bei der gegenwärtigen 
Annahme L j , . . ., L^_^ eine Basis der aus den ambigen Idealen ent­
springenden Klassenschar bilden; der Grad dieser Klassenschar beträgt 
folglich t—3, wie es dem Satz 158 entspricht. 

Durch die geeignete Weiterführung des oben geschilderten Ver­
fahrens gelangen wir zum vollständigen Beweise des Satzes 15'^. 

Wir hatten oben den Fall ausgeschlossen, dass der Kummer'sche 

Körper K durch eine Zahl j/fi bestimmt werden kann, wo £ eine Einheit 
in k(C) bedeutet; wir haben daher diesen Fall jetzt noch besonders zu 

behandeln. Die Relativdiscriminante des Körpers Ä' = X(,]^. C) kann 
alsdann nach Salz M8 keine anderen Primfactoren als \ enthalten: nach 
Satz 9-1 nnd Satz 15.'! muss sie den Factor t wirklieh enthalten. NVir 
haben dann in K eine Zeriegung 1 = 8, und es ist 8 das einzige 
anihigo Piimideal des ICöi'ixn's K Ms seien wieder )j^ r^j_^ bez . 
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die Relativnormen der - ^ relativen Grundeinheiten H^, . . . , H,_,. 

Da der Grad einer Einheitenschar in k(C) stets < -^—^ ist, so besteht 
Jl 

sicher eine Relation von der GestaR: 
e,_i 'l+l 

(136.) V?---Vj^s ' =V', 
2 

wo gj, . . ., e^_^, e^^j ganze rationale, nicht sämtlich durch / teilbare 

Exponenten sind, und wo f] eine Einheit in k(C) bedeutet. Setzen wir 

^/—1 

(137.) H=HI\..H^[Y^) 
'i+i 

1—1 T 

so ist N^(H)=^ 1 und folglich nach Satz 90 H = A , wo A eine 
geeignete ganze Zahl in K bedeutet; wir können dann ^ = 8 " j setzen, 
wo 8'' eine Potenz des ambigen Primideals 8 und j ein Ideal in X(^) 
bedeutet. Der Exponent a ist dann sicher nicht durch / teilbar; denn 
sonst wäre wegen 8 ' = I = 1 — X und mit Rücksicht auf Satz 153 
A==Qa in solcher Weise, dass © eine Einheit in K und c eine 
Zahl in k(t,) bezeichnet; hieraus aber würden wir H^&~ ent­
nehmen und dadurch mit Rücksicht auf (137.) in einen Widerspruch 
mit der Definition der relativen Grundeinheiten in § 55 geraten. Aus 
der Gleichung ^ = 8 " j schliessen wir j ' ,—J 1, daraus j (—> 1, 8"^-' 1 
und, da a zu / prim ist, 8 f-> 1, d. h. das einzige im gegenwärtigen 
Fall vorhandene ambige Ideal 8 ist ein Hauptideal; der Grad der aus 
den ambigen Idealen entspringenden Klassenschar ist mithin gleich 0. 

Wir nehmen nun an, von den Exponenten e^, . . ., e^__.^ sei etwa 

2 

e^_j prim zu /, und beweisen dann, dass keine Relation 

e'i_3 ''l+l 

(138.) ^ i ' ' - - ' V 3 ' ' = "̂ '̂  

bestehen kann von der Art, dass e'^, ..., e'^_^, e'^_^^ ganze rationale, 
"2~ ~T~ 

nicht sämtiich durch / teilbare Exponenten sind und rj' eine Einheit in 
k(C) bedeutet. In der That, würde eine solche Relation (138.) gelten. 
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so hätten .wir in 
'•i-± , ''i+i 

H' ^ H[\..H,^(Y-e) 'v'-' 
2 

eine Einheit mit der Rclativnorm 1. Wir setzen unter Benutzung des 
Satzes 90 H' = A ' ^ ~ ^ , wo A' eine geeignete ganze Zahl in K be­
deutet, und bestimmen dann einen solchen ganzen rationalen positiven 
Exponenten ;•, dass in A'yC das Primideal 8 zu einem durch / teil­
baren Exponenten vorkommt. Nunmehr können wir mit Rücksicht auf 
Satz 153 A'A^ = &a' setzen in solcher Weise, dass 0 ' eine Einheit 
in Knnd a' eine ganze Zahl in X© bedeutet; dann wird © ~ ^H'H'^, 
d. h. die Einheit 

Hr\..H^ 'Hj(Y-e) ' 'v'-^rj-r 
2 2 

wäre die symbolische (1—S)te Potenz einer Einheit in K, und diese 
Folgerung steht mit der Definition der relativen Grundeinheiten aus dem 
schon mehrfach erörterten Grunde in Widerspruch. Damit ist gezeigt, 
dass eine Relation wie (138.) nicht statthaben kann; mit Rücksicht 
auf (136.) und auf den Umstand, dass e zu / prim ist, bilden 

~2~ 
nunmehr 7]^^, . . ., i?j_.,, « eine Basis der aus den Relati\Tiormen aller 

~2~ 

Einheiten in K gebildeten Einheitenschar; es folgt also, dass der 

Grad m dieser Schar gleich — - — ist und somit jede Einheit in k(t) 
Jl 

die Relativnorm einer Einheit in K ist. Es ist demnach 
t-{-m ^ t _ = 0 

und damit der Satz 158 auch in diesem Falle bestätigt. 

§ 148. 
Die sämtlichen amhigen Ide.ilklassen, 

Der Satz 158 hat eine merkwürdige Beziehung aufgedeckt, die 
zwischen der ans den amhigen Idealen entspringenden Klassenschar 
und derjenigen Einheitenschar stattfindet, die aus den Relativnormen 
samtiicher Kinhoiten in K gebildet wird. Eine ebenso wichtige Be­
ziehung herrscht zwischen der aus allen anibigen Klassen gebildeten 
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Klassenschar und einer gewissen Einheitenschar in k(t). Wir sprechen 
folgenden Satz aus: 

Satz 159. Es sei t die Anzahl der Primideale, die in der 
Relativdiscriminante des regulären Kummer'schen Körpers K vom 
Relativgrade l aufgeheti; ferner mögen alle diejenigen Einheiten 
in kQ), welche gleich Relativnormen sei es von Einheiten, sei es 
von gehrochenen Zahlen des Körpers K sind, eine Einheitenschar 
vom Grade n bilden: dann besitzt die aus sämtlichen ambigen 

Klassen bestehende Klassenschar den Grad t-\-n 
Jl 

Beweis. Es habe m die Bedeutung wie in Satz 158. Fällt e r s tens 
n^=m aus, so stimmt die jetzt in Frage kommende Einheitenschar 
mit der in Satz 158 behandelten Einheitenschar überein, d. h. wenn 
eine Einheit in kQ) gleich der Relativnorm einer gebrochenen Zahl in 
K ist, so ist sie stets auch gleich der Relati'vnorm einer Einheit in K. 
Wir beweisen nun, dass in diesem Falle die Klassenschar, die aus den 
ambigen Idealen entspringt, die Schar sämtlicher ambigen Klassen dar­
stellt. In der That, wenn A eine beliebige ambige Klasse in K und 
31 ein Ideal aus A ist, so können wir St ~ ^ ^ setzen in solcher 
Weise, dass A eine geeignete ganze oder gebrochene Zahl in K be­
deutet, und die Relativnorm NJ^Ä) wird dann offenbar gleich einer 
Einheit d- des Körpers k(tf). Da dann unter der gegenwärtigen Annahme 
n^m nach dem soeben Bemerkten auch eine Einheit IT in K ge­
funden werden kann derart, dass N^(H) = & wird, so haben wir 
N^(A'^H)=1 und folglich nach Satz 90 A~^H = B^~^ oder 
AB^~^ ^ H, wo B eine geeignete ganze Zahl in Z" ist. Wegen 
A = 3t^~^ wird (3[£)^"*' = 1, d. h. es ist 3 l ß gleich dem Producte 
aus einem ambigen Ideal und einem Ideal in k(t,), und es entsteht also 
die Klasse A durch Multiplication einer Klasse, die ein ambiges Ideal 
enthält, mit einer Klasse, die Ideale in k(t) enthält. Damit ist unsere 
Behauptung bewiesen und der Grad der aus sämtiichen ambigen Klassen 
gebildeten Klassenschar ist nunmehr mit Rücksicht auf Satz 158 gleich 

/ - h l 
t-]-m 2 — , 

wie es im vorliegenden Falle n = m dem Satz 159 entspricht. 
Es sei zwei tens w = m - h l ; dann kommt in k(t) eine Einheit 

d- vor, die zwar nicht die Relativnorm einer Einheit in K, aber doch 
die Relativnorm einer gebrochenen Zahl A in Kist, und es muss sich jede 
andere Einheit &' von der nämlichen Natur durch die Einheit & solcher 



460 Füuflßr Teil. Der Kummer'sche Zahlkörper. § 148 

Gestalt i)-'='y''7j ausdrücken lassen, dass a ein ganzer rationaler Ex­
ponent und fj die Relativnorm einer Einheit in K ist. Wir setzen 

wo ^ , . . ., sp von einander verschiedene Primideale in K bedeuten 
sollen, von denen keine zwei zu einander relativ conjugirt sind, und wo 
G (S), . ., G,^(S) ganzzahlige Functionen vom ( /—l)ten Grade in S 

sind. Wegen N](A) = & folgt 

(Sßf^^''...5p;'-''^r'"'-''''"'= 1, 
und hieraus entnehmen wir leicht, dass die Functionen G^(S), . . ., G^(S) 

sämtlich durch 1—S teilbar sein müssen. Setzen wir 

G^(S) = (1-S)G*(S), . . ., G^(S) = (1-S)G*(S) 

und 

spfi<r..spf * • '= 3tß, 
wo 3C ein Ideal in K und a eine ganze oder gebrochene Zahl in k(Q 
ist, so wird ^ = 3 ( ' ~ ' ^ . Hieraus folgt zunächst, dass 31 eine ambige 
Klasse bestimmt. Diese ambige Klasse, sie heisse A, enthält kein 
Ideal, welches das Product eines ambigen Ideals mit einem Ideal des 
Körpers k(t,) wäre. In der That, wäre dies der Fall, so könnten wir 
St = F8 i setzen so, dass F eine ganze oder gebrochene Zahl in K ferner 
8 ein ambiges Ideal in K und j ein Ideal in k(t) bedeutet; dann 
aber wäre 3i^~'*'== p^"*'', d. h. A=Hr^ '^, wo H eme Einheit m 
K ist. Hieraus würde N (A)^ ^^^(H)^ i)- folgen, was der vor­
ausgesetzten Beschaffenheit der Einheit ^ widerspricht. 

Wir wollen nun für die gegenwärtige Annahme n ^ /«.-hl den 
Nachweis führen, dass jede überhaupt vorhandene ambige Klasse A' 
in der G e s t a l t / l ' = yl"Lr dargestellt werden kaun, wo . 1 " eine Potenz 
der soeben bestimmten Klasse 1̂ bedeutet, wo ferner L eine Klasse 
mit ambigem Ideal nnd c eine solche Klasse bedeutet, die unter ihren 
Idealen Ideale des Körpers k.(t) entiiält. Zu dem Zwecke nehmen wir 
aus A' ein beliebiges Ideal 3l'; dann können wir 31'"'^ = .4' setzen 
in solcher Weise, dass A' eine geeignete ganze oder gebrochene Zahl 
in K wird. Iw ist sodann N^(A') — 0' eine Einheit in k(^)\ wir 
setzen unserer Voraussetzung entspreehend A'^.(.1') = ^ ' i i , wo &, a, i; 
die oben erkläite. liodentung haben sollen. Es sei .1 die oben be­
trachtete Zahl, für welche .9-= N^.(A) ist; es sei forner »i ^ y,(H), 
wo H eine Einheit in K bedeule. Aus diesen Gleichungen ergiebt 
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sich A\(A'~^A"H)=1, und daher wird nach Satz 90 A'''^A''H=r^~^, 
wo r eine geeignete ganze Zahl in K ist; hieraus entnehmen wir 
(3t '~^3l '"r~^)^~'^=l. Die letztere Gleichung zeigt, dass S t ' - ^ S f r " ' 
nach Multiplication mit einer geeigneten ganzen Zahl des Körpers k(Q 
das Product eines ambigen Ideals 8 in ein Ideal \ des Körpers k(t) 
wn-d; wir haben somit S l ' ^ S r8 j . Es geht daraus in dem vorliegenden 
Falle w : = « i - h l hervor, dass der Grad der aus sämtlichen ambigen 

Klassen bestehenden Klassenschar i^-hm-hl ^— beträgt, und dies 

ist die Aussage des Satzes 159 für diesen Fall. 
Nehmen wir d r i t t ens n = m-{-2 an, so existirt in k(t) ausser der 

Einheit & noch eine Einheit d'', welche die Relativnorm einer gebrochenen 
Zahl A' in K ist, und für die dennoch keine Darstellung von der Gestalt 
d-' = d-'''rj möglich ist, wo d-'^ eine Potenz der oben eingeführten Einheit 
•ö- und rj die Relativnorm einer Einheit in K bedeuten soll. Wir setzen 

A' = SR' "^l^*)... $ß'<'r'W 

wo Sßj, . . ., 5|3̂ , solche Primideale in K bedeuten sollen, von denen 
keine zwei einander gleich oder relativ conjugirt sind, und wo G'^(S), .. . 
. . ., G',(S) ganzzahlige Functionen vom (/—l)ten Grade in S sind. 
Wegen N^(A') = d-' folgt 

m'ff;(S)__ ^1 G'r,(S)>.l+S+-~{-Sl-^ _ ^ 

und hieraus entnehmen wir leicht, dass die Functionen G'^(S), . . . , Gl,(S) 
sämtlich durch 1—S teilbar sein müssen. Setzen vrir 

G'^(S) = (l-S)G'*(Sy . . ., G'^,(S) = (1-S)G';(S) 

und 

so dass 91' ein Ideal in K und a' eine ganze oder gebrochene Zahl in 
X(Q ist, so ward 4 ' = 31'^'*. Das Ideal 91' bestimmt daher eine 
ambige Klasse A'. Diese Klasse ist nicht in der Gestalt A' = A"'Lc dar­
stellbar, wo A" eine Potenz der Klasse A, L eine Klasse mit einem 
ambigen Ideal und c eine Klasse mit Idealen in k(t,) bedeutet. In 
der That, eine solche Darstellung der Klasse A' hätte für das Ideal 
91' eine Darstellung 9t' = rSl ' '8 j zur Folge, wo F eine Zahl in K, ferner 
8 ein ambiges Ideal und j ein Ideal in kQ) bedeuten soU; dann aber 
wäre 9l''-'^' = r ' - ^ r f ' - * ^ = r ' - V , d.h. A' = Hr^-'A% wo H 
eine Einheit in K ist. Durch Bildung der Relativnorm ergäbe sich 
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nunmehr Nj^(A') = iP = 5"iV^(H), und das Vorhandensein einer 
solchen Relation haben wir oben ausgeschlossen. 

Bei der gegenwärtigen Annahme n = m - h 2 muss jede Einheit 
&" in k(t,), welche die Relativnorm einer Zahl in K ist, in der Gestalt 
.0-" = d'^'d-^tj darstellbar sein, so dass a', a ganze rationale Ex­
ponenten sind und rj die Relativnorra einer Einheit in K bedeutet. 
Indem wir diesen Umstand berücksichtigen, können wir durch ähnliche 
Ueberlegungen, wie im vorigen Falle n^m-]-l, zeigen, dass überhaupt 
jede vorhandene ambige Klasse A" in der Gestalt A"'.A''Lc sich dar­
stellen lässt, wo A', A die eben bestimmten ambigen Klassen sind 
und L eine Klasse mit ambigem Ideal, c eine Klasse mit Idealen in 
k(C) ist. Daraus geht dann hervor, dass der Grad der aus allen 

„ / - h l 
ambigen Klassen bestehenden Klassenschaar genau t-\-m-{-2 ^— 

beträgt, wie es der Satz 159 für den FaU n^m-h2 aussagt. 
Durch Fortsetzung der eingeleiteten Schlussweise erhalten wir den 

vollständigen Beweis des Satzes 159. 

§ 1 4 9 . 

Das Charakterensystem einer Zahl und eines Ideals im regulären 
Kummer'schen Körper. 

Es handelt sich nun darum, diejenige Einteilung der Idealklassen eines 
aus dem regulären Kreiskörper X(Q entspringenden Kummer'schen Körpers 

i_ 

K=k(Yfi,l^) zu erörtern, welche der Einteilung der Klassen eines 
quadratischen Körpers in Geschlechter entspricht. Wir bezeichnen die 
verschiedenen in der Relativdiscriminante des Körpers K aufgehenden 
Primideale des Körpers X(^), deren Anzahl t sei, mit 1̂ , . . ., 1̂ . Zu 
einer beliebigen ganzen Zahl v ( + 0) in k(lf) gehören dann bestimmte 
Werte der t einzelnen Symbole 

(.3.) [Y-l • • •• {-'l.'-). 

diese Symbole bedeuten /te Einheitswurzeln gemäss ihrer Definition in 
§ 131. Diese t Fünhcitswurzeln (139.) sollen das Charivktci'Pn-
sjsteni der Zahl v im Kumuuu'schen Körper K heissen. Um ;uich 
einoni jeden Ideal ,3 des Kununer'sehen Körpers K in bestimmter 
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Weise ein Charakterensystem zuzuordnen, bilden wir die Relativnorm 
-Â j.(SO = i- Ferner bezeichnen wir mit h der Anzahl die Idealklassen 
in kQ) und bestimmen eine ganze rationale positive Zahl h* derart, 
dass hh*^ 1 nach / wird. Dann ist f'* sicher ein Hauptideal in k(^); 
•wir setzen j = ( i ' ) , wo v eine ganze Zahl in kQ) sein soll. Nun­
mehr verstehen wir unter Ŝ  eine Einheit in kQ). Haben dann für 
jede beliebige Einheit 5̂  alle t Symbole 

{¥} {¥} 
durchweg den Wert 1, so setzen wir r ^ t und bezeichnen die r Ein­
heitswurzeln 

{ ^ i - • • •• { ^ ) 
als das Charakterensystem des Ideals S; dasselbe ist dann durch 
das Ideal 3 völlig eindeutig bestimmt. 

Es sei andererseits eine specielle Einheit fi^^ in X(0 vorhanden, 
für welche wenigstens eines der / Symbole 

{ ^ 1 " •" m 
von 1 verschieden ausfällt; dann können wir, ohne damit eine 

f fij, fl 1 
Beschränkung einzuführen, annehmen, es sei etwa j — - — - \ ^ = t , . 

Wir betrachten nun alle diejenigen Einheiten 1̂  in kQ), für welche 

1 wird. Es sei unter diesen weiter eine solche Einheit 
't ' 

Jg = fig vorhanden, für welche wenigstens eines der /— 1 Symbole 
{ ^ 1 ^ 

von 1 verschieden ausfällt; dann können wir annehmen, es sei etwa 

\ ~ f = ?• ^ir betrachten nunmehr alle diejenigen Einheiten J^, für 
^ 't—i ' 

welche sowohl | -^ 1 = 1 als auch | - j 1 = 1 wird, und sehen 

nach, ob unter diesen eine Einheit Jg = £3 vorhanden ist, für welche 
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wenigstens eines der / — 2 Symbole 

§149. 

j^j, 

(140.) 

von 1 verschieden ausfällt. Fahren wir in der geeigneten Weise fort, 
so erhalten wir schliesslich eine gewisse Anzahl r* und dazu ein 
System von r* Einheiten i-:^, fi^, . . . , a^. des Körpers k(^) von der 
Art, dass bei geeigneter Anordnung der Primideale Î ^ . . ., I, die 
Gleichungen 

{Ti-^' 
'- h ' h-i ' 

\^]=l,{^] = l,[-^] = t, 

li"iri==^' iXTJ^ ' ' IXTJ - ' ' •••' IÜM7J" 
gelten, und dass ausserdem für eine jede solche Einheit S. die den 
f-' Gleichungen 

¥y-h'-1+^}='- i . ,'( 1 

genügt, notwendig auch die r^t—r* Symbole 

(Yl' "" (¥1 
sämtiich den Wert 1 besitzen. 

Wir multipliciren nunmehr die vorhin aus dem Ideal ;v gebildete 
Zahl 1' des Körpers kQ) derart mit Potenzen der Kinhcitoii £ , . . . . f... 
dass das entstehende Product r den tileichnngen 

l 1, J - ^ ' l 1, , / - ' ' 
'l-l ' •(_,.• 4-1 

:̂ 'enügt; dann bezeichne ich die r = l—»•* Einheiten 

x.(3) = ( 1 î  •••, x,.W = | , ' ) 
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als das Charakterensystem des Ideals 3. Dasselbe ist durch das 
Ideal 3 völlig eindeutig bestimmt. In § 151 wird gezeigt werden, dass 
stets r*<Ct nnd mithin r > 1 wird. 

§150 . 
Das Charakterensystem einer Idealklasse und der Begriff des Gesohlechtes. 

Mit Rücksicht auf den Satz 151 und die dazu auf S. 423 an­
gefügten Bemerkungen erkennen wir sofort die Thatsache: 

Satz 160. Die Ideale ein und derselben Klasse eines regulären 
Kummer'schen Körpers besitzen sämtlich dasselbe Charakterensystem. 

Auf diese Weise ist überhaupt einer jeden Idealklasse ein be­
stimmtes Charakterensystem zuzuordnen. Wir rechnen, ähnlich wie es 
in § 66 für den quadratischen Körper geschehen ist, alle diejenigen 
Idealklassen, welche ein und dasselbe Charakterensystem besitzen, in ein 
Geschlecht und definiren insbesondere das Hauptgeschlecht als 
die Gesamtheit aller derjenigen Klassen, deren Charakterensystem aus 
lauter Einheiten 1 besteht. Da das Charakterensystem der Hauptklasse 
offenbar von der letzteren Eigenschaft, ist, so gehört insbesondere die 
Hauptklasse stets zum Hauptgeschlecht. Aus der ersten Formel in (80.) 
und in (83.) auf S. 411 und S. 413 entnehmen wir leicht die folgenden 
Thatsachen: Wenn G und G' zwei beliebige Geschlechter sind und jede 
Klasse in G mit jeder Klasse in G' multiplicirt ward, so bilden sämtliche 
solche Producte wiederum ein Geschlecht; dieses werde das Product 
der Gleschlechter G und G' genannt. Das Charakterensystem des­
selben erhalten vrä durch Multiplication der entsprechenden Charaktere 
der beiden Geschlechter G und G'. 

Aus der eben aufgestellten Definition der Geschlechter leuchtet 
ferner ein, dass die zu einer Klasse C relativ conjugirten Klassen 
SC, . . ., S'~^ C zu demselben Geschlechte wie C selbst gehören, und 
hieraus folgt, dass die ( l ^ Ä ) t e symbolische Potenz C^~ einer jeden 
Klasse C stets zum Hauptgeschlecht gehört. Endlich ist offenbar, dass 
jedes Geschlecht des Kummer'schen Körpers gleich viel Klassen enthält. 

§ 1 5 1 . 
Obere Grenze für den Grad der aus sämtlichen ambigen Klassen bestehenden 

Klassenschar. 

Es entsteht, entsprechend wie in der Theorie des quadratischen 

Körpers, die wichtige Frage, ob ein System von r beliebig vorgelegten 
Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 3 0 
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/ten Einheitswurzeln stets das Charakterensystem für ein Geschlecht des 
Kummer'schen Körpers sein kann. Diese Frage findet erst in Capitel XXXIV 
ihre vollständige Erledigung. In diesem und in den nächsten Para­
graphen werden lediglich einige für das Spätere notwendige Hülfssätze 
bewiesen. 

Hülfssatz 33. Wenn t und n die Bedeutung -wie in Satz 159 
haben und r die Anzahl der Charaktere ist, welche das Geschlecht 
einer Klasse des Kummer'schen Körpers bestimmen, so ist stets 

t+n-I±L^„.-l. 
Beweis. Es seien fi^, . . . , B^ diejenigen besonderen '/•* Einheiten 

des Körpers k(t,), welche in § 149 eingeführt worden sind. Es ist 
dann r = t—r*. Ferner mögen 5^, . . ., i)-^ eine Ba.sis für diejenige 
Einheitenschar in k(tf) bilden, welche aus allen Einheiten in k(if) besteht, 
die Relativnormen von Zahlen in K sind. Wir nehmen nun an, es gäbe 
zwischen den r*-'rn Einheiten £,, . . ., fi,, ii-,, . . . . 3- eine Relation 

1' ' r*' 1' n 

von der Gestalt 
(141.) el'-...effd{'...it''f' = fi', 

so dass die Exponenten a^, . .., a^,, b^, . . ., b^ ganze rationale, nicht 
sämtiich durch / teilbare Zahlen sind und f eine geeignete Einheit in 
k(C) vorstellt; dann müsste für u=l, 2, . . ., t stets 

l " l ' ! 
ausfallen, und wenn wir berücksichtigen, dass die Einheiten d- . . . . . & 

f ^ . ,«1 
sämtlich Relativnormen von Zahlen in K sind und daher stets • j - - ^ [ = 1 

für M = l , 2, . . ., / und Ü = 1 , 2, . . . , n sein mnss. so einlebt 
sich auch 

{-'^^) 
für M : = 1 , 2, . . . , /. Wegen der Formeln (140.) für die Einheiten 
fip . . ., fi^. ist dies nur möglich, wenn die Exponenten a, ..., a., 
sämtlich durch / teilbar sind, und die Relation (141,) würde somit die 
Gestalt 

O'f ...&•''" = £•*' 
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annehmen, wo £* wiederum eine Einheit in k(t) bedeutet. Das Be­
stehen einer solchen Relation ist aber, da ^ , , . . ., •ö' die Basis einer 
Einheitenschar in k(t) bilden, nur möglich, falls die Exponenten 
öj , . . ., b^ sämtlich durch / teilbar sind. Daraus folgt, dass eine Re­
lation von der Gestalt (141.), wie wir sie annahmen, nicht statthaben 
kann, d. h. die Einheiten £^, . . ., £^„ d-^, . . ., d-^ bilden eine Basis 
einer Einheitenschar; es ist der Grad dieser Einheitenschar r*-\-n, 

und da der Grad einer Einheitenschar höchstens —^r— sein kann, so 
2i 

haben wir r*-\-n < — - — ; hiermit deckt sich die Aussage des Hülfs-
Ji 

Satzes 33. Da t-\-n- — ^ 0 ist, so folgt insbesondere, dass stets 
Jl 

r* < t, also r ^ 1 ausfällt. 

§ 1 5 2 . 
Die Complexe des regulären Kummer'schen Körpers. 

Es sei h die Anzahl der Idealklassen des regulären Kreiskörpers 
i 

k(ff): dann giebt es in dem Kummer'schen Körper K^=kQffi, tf) 
genau h von einander verschiedene Idealklassen, welche unter ihren 
Idealen Ideale des Kreiskörpers X;(̂ ) enthalten. In der That, jede 
Klasse in kQ) liefert offenbar eine Klasse in K von der fraglichen 
Art; würden nun zwei verschiedene Klassen c^, ĉ  in kQ) Ideale ent­
halten, die in Ä^ einander äquivalent sind, so würde ein Ideal \ in X(^) 

G 

aus der Klasse - i - stets zu einem Hauptideal im Körper K werden 

müssen. Nach Satz 153 wäre dann aber j auch ein Hauptideal in kQ), 
und dies ist gegen die Annahme c^ 4= c .̂ 

Ist nun C eine beliebige Klasse in K und sind c^, . . . , c^^ die­
jenigen h Klassen in K, welche Ideale in k(ff) enthalten, so nenne ich 
das System der h Klassen cfC, ..., c^C einen Complex. Der Complex, 
welcher aus den h Klassen c^, . . ., c,̂  besteht, heisse der Haupt-
COmplex und werde mit 1 bezeichnet. Die /* Klassen eines be­
liebigen Complexes P gehören offenbar sämüich zu dem nämlichen Ge­
schlecht; ich bezeichne dieses Geschlecht als das Geschlecht des 
Complexes P. 

Wenn eine Klasse eines Complexes P ambig ist, so sind sämtiiche 

Klassen dieses Complexes ambig; den Complex P nenne ich dann einen 

amhigen Complex. 
Wenn P und P ' zwei beliebige Complexe sind und jede Klasse in 

30* 
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P mit jeder Klasse in /-" multiplicirt wird, so bilden sämtliche solche 
Producte wiederum einen Complex; dieser werde das Product der 
Complexe P , P' genannt und mit PP' bezeichnet. Wenn C eine 
Klasse in P ist, so werde derjenige Complex, zu welchem die relativ 
conjugirte Klasse »SC gehört, mit SP bezeichnet; ferner nenne ich den­
jenigen Complex Q, der nach der Multiplication mit SP den Complex 
/•• ergiebt, die symholische (1 —<S)te Potenz des Complexes P 
und bezeichne ihn mit Q = P "'. 

Wenn insbesondere die symbolische (1 — 6')te Potenz eines Com­
plexes P den Hauptcomplex 1 liefert, so ist P ein ambiger Complex. 
In der That, wenn C eine Klasse in P ist, so folgt aus P ^' = 1 
offenbar C^" = c, wo c eine der Ä Idealklassen c, c, ist. Bilden 
wir auf beiden Seiten der letzten Gleichung die Relativnorm, so erhalten 
wir 1 = c', und da andererseits auch c* = 1 ist, so folgt c=l, d. h. 
C ~ =1; mithin ist C eine ambige Klasse und daher P ein ambiger 
Complex. 

§ 153. 
Obere Grenze für die Anzahl der Geschlechter in einem regulären 

Kummer'schen Körper. 

Hülfssatz 34. Wenn t und n die Bedeutung wie in Satz 151' 
haben und g die Anzahl der Geschlechter des regulären Kummer'schen 

Körpers K bezeichnet, so fällt stets g -^l ans. 
Beweis. Wenn g die Anzahl der Geschlechter in dem Kummer'­

schen Körper .ST ist, so zerfallen, wie man unmittelbar aus der Definition 
des Geschlechtes eines Complexes ersieht, auch die Complexe genau in 
g Geschlechter. Bezeichnen wir daher mit / die Anzahl der Complexe 
vom Hauptgeschlecht, so ist die Anzahl aller überhaupt vorhandenen 
Complexe, welche M heisse, genau M=fg. 

Wir wollen nun die Anzahl a der ambigen Complexe ermitteln. 
Zu dem Zwecke bedenken wir, dass nach Satz 159 der Grad der aus 

allen ambigen Klassen bestehenden Klassenschar gleich t-^n 

iieser Klassenschar, dann ist. Es sei J.J, . . . 

stellt der Ausdruck 

, A j , j eine Basis 
(-t-n-r-j-

"'+"--r 
^'. '"^•',+„_.'±i 
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wenn die Exponenten u^, ..., u unabhängig Von einander die 

Werte 0, 1, . . . , /—1 durchlaufen, lauter ambige Klassen dar, welche 
in verschiedenen Complexen liegen, und es werden somit durch diese 

' - * - « — K -

Klassen genau / Complexe bestimmt. Jede vorhandene ambige 

Klasse A ist in der Gestalt 

A = At'...A i^ic 
H+n-'.^ 

t+n-

darstellbar, wo a^, . . ., a ^^^ ganze rationale Exponenten sind und 
t+n 2 " 

c eine Klasse in k(tf) bedeutet. Berücksichtigen wir nun, dass die /ten 
Potenzen der ambigen Klassen ^ j ^ , . . . , ^ ,_̂ j Klassen sind, welche 

t+n- - g -

Ideale des Körpers k(tfj enthalten, so folgt, dass A notwendig einem 
;-i-i 

t+n der oben bestimmten / ^ Complexe angehören muss, und mithin 
i+i 

t+n-^— ist die gesuchte Anzahl a ^ l 
Aus den Definitionen in § 150 und § 152 geht unmittelbar hervor, dass 

die symbolische (1—Ä)te Potenz eines beliebigen Complexes stets em Com­
plex des Hauptgeschlechtes ist. Wir fassen nun diejenigen Complexe des 
Hauptgeschlechtes ins Auge, welche (1—S)te symbolische Potenzen von 
Complexen sind; ihre Anzahl s e i / ' ; wir bezeichnen sie mit P^, . . ., P^„ 
und wir mögen P^ = G\~\ ..., PJ..= G^^ haben, wo G^, .-., Gj,, 

gewisse Complexe bedeuten. Ist jetzt P ein beüebiger Complex, so ist 
P^"^ notwendig ein bestimmter d e r / ' Complexe P^, . . . , P^,; es sei 

etwa P'-' = P,. Dann folgt P'-'= G''', d. h. ( P ^ ' ^ ' ^ l ' 
und somit ist P G'^ ein bestimmter ambiger Complex A; es wird 
P = AG^, und folglich stellt der Ausdruck AG^ alle Complexe dar, 
sobald ^"aUe ambigen Complexe und G^ die / ' Complexe G^, . .., G^, 
durchläuft. Auch ist klar, dass diese Darstellung für jeden Complex nur 
auf eine Weise möglich ist; es ist daher die Anzahl aller überhaupt vor­
handenen Complexe M= af. Die Zusammenstellung dieser Gleichung 
mit der vorhm gefundenen M=gf liefert af =gf, und wegen / ' < / 

i+i 
t+n-folgt hieraus ^ < a, d. h. ^ < / \ î nd hiermit ist der Hülfssatz 34 

hewäesen. 
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Aus den beiden Hülfssätzen 33 und 34 folgt sofort die weitere 

Thatsache: 

Hülfssatz 35. Wenn in einem regulären Kummer'schen Körper r 

die Anzahl der Charaktere ist, welche das Geschlecht einer Klasse be­

stimmen, so ist die Anzahl der Geschlechter jenes Körpers g '^^ • 

Capitel XXXm. 

Das Reciprocitätsgesetz für /te Potenzreste im regulären 
Kreiskörper. 

§154 . 

Das Reciprocitätsgesetz für Ite Potenzreste und die Ergänzungssätze. 

Die bisher dargelegte Theorie des Kummer'schen Körpers liefert 
uns die Hülfsmittel zum Beweise gewisser fundamentaler Gesetze über 
/te Potenzreste im regulären Kreiskörper, welche den Reciprocitäts-
gesetzen für quadratische Reste im Gebiete der rationalen Zahlen ent­
sprechen, und welche das in § 115 entwickelte Eisenstein'sehe Reciprocitäts­
gesetz (Satz 140) zwischen einer beliebigen Zahl in X:(̂ ) und einer rationalen 
Zahl als besonderen Fall enthalten. Um diese Gesetze für Ite Potenz­
reste in ihrer einfachsten Gestalt aussprechen zu können, verallgemeinem 

wir das in § 113 und § 127 definirte Symbol 1 ~ [ in folgender Weise: 

Es sei h die Anzahl der Idealklassen in X(c): dann bestimmen wir 
eine ganze rationale positive Zahl h* so, dass hh*^l nach / wird. 
Bedeutet dann p ein beliebiges, von I verschiedenes Primideal in kQ). 
so ist stets p"' ein Ilauptideal in k(^); wir setzen p''''' = (.T). SO dass 
TC eine ganze Zahl in X(£) ist, und nehmen hierin, was dem Satze 157 
zufolge geschehen kann, die Zahl ,i primär an. Eine solche ganze 
Zahl •/! heisse eine Primärzahl von p. Es bat dann, da jede 
primäre Einheit in k(t) zufolge einer Bemerkung .auf S. 141 die /te Potenz 
einer Einheit in X:(^) ist, TT in Bezug auf jedes von p verschiedene 
Primideal einen völlig liestinimton Potenzcharakter. Pedoutet nun q ein be­
liebiges, von l und von p verschiedeuos Primideal iu k(^), so wird das 
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Symhol | — [ durch die Formel 

(l) - {fl 
definirt.- Das Symbol | — [ ist somit eine durch die zwei Primideale p 

und q eindeutig bestimmte /te Einheitswurzel. Mit Benutzung dieses 

Symbols sprechen wir folgende Thatsache aus: 

Satz 161. Sind p und q von einandei' und von dem Prim­

ideal \ verschiedene Primideale des regulären Kreiskörpers kQ), so 

gilt die Regel 

das sogenannte Reciprocitätsgesetz für Ite Potenzreste. Ausserdem 
gelten, wenn f eine beliebige Einheit in k(t) und TC eine Primä.r-
zahl von dem Primideal p bedeutet, die Regeln 

die beiden sogenannten Ergänzungssätze zum Reciprocitätsgesetz für 

l te Potenzreste. [Kummer^"'''- "• '^' ̂ °' ^i.] 

Wir führen den Nachweis dieses Fundamentalsatzes in den folgenden 
Paragraphen § 155— § 161 des gegenwärtigen Capitels durch schritt­
weises Vorgehen, indem wir für besondere reguläre Kummer'sche Körper 
die im vorigen Capitel gefundenen Sätze und Hülfssätze zur Anwendung 
bringen. 

§ 1 5 5 . 

Die Primideale erster und zweiter Art im regulären Kreiskörper. 

Es ist für die folgenden Entwickelungen von Nutzen, zwei Arten 
von Primidealen in kQ) zu unterscheiden: ein solches von I verschiedenes 
Primideal p in k(tf), nach welchem nicht jede vorhandene Einheit in 
k(tf) /ter Potenzrest ist, möge ein Primideal erster Art heissen; 
dagegen möge jedes von I verschiedene Primideal q in kQ), nach welchem 
aUe Einheiten in kQ) Ite Potenzreste sind, ein Primideal zweiter Art 
heissen. [Kummer ^'^i] Wir beweisen zunächst folgende Hülfssätze: 

Hülfssatz 36. Wenn ,g und £ beliebige Einheiten des regulären 
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Kreiskörpers k(tf) sind und 2 = 1 — f , l = (^) gesetzt wird, so gelten 
stets die Gleichungen 

j _ ^ j = l , | - j - j = l . 

Beweis. Wenn £ die /te Potenz einer Einheit in k(t) ist, so 
leuchtet die Richtigkeit der aufgestellten Gleichungen von selbst ein. 

Anderen Falles definirt ]/£ einen Kummer'schen Körper X(]/£, ö , und 
zwar einen solchen, für welchen die Betrachtungen am Schluss des § 147 
zutreffen. Es sind daher alle Einheiten in kQ) und zudem auch die 

i 

Zahl X Relativnormen von Zahlen in k(Y~e, tf), und hieraus ergebt sich 
wegen Satz 151 die Richtigkeit der Gleichungen des Hülfssatzes 36. 

Will man hier den Satz 151 für X0 = \ nur in dem auf S. 422 
— S. 423 ausführlich behandelten Fall anwenden, wo die betreffende Zahl 
j i t ^ l - h A nach V ist, so mache man die letzten Schlüsse zunächst, 

indem man ,^' ^ für die Einheit £ nimmt; dann folgt •!—'-—r = l und 

\—'-—[= 1. Weiter bestimme man, wenn £ eine beliebige Einheit in 

k(t) bedeutet, eine solche /te Einheitswurzel tf, dass c!*£~ ^ l - h ^ 
nach P ausfällt. Nimmt man dann im oben dargelegten Beweise 
t,*e~ an Stelle der Einheit £, so folgt unter Benutzung der zweiten Formel 

in (83.) (S. 4 1 3 ) p ' — 1 = 1 und in gleicher Weise [ - A l | = l . 

Hülfssatz 37. Wenn p ein Primideal erster Art und rr eine 
Primärzahl von p ist, so giebt es in k(t,) stets wenigstens eine Einheit 
fi, für welche 

{i,j + 1 

ausfällt; ist dagegen ein Primideal q zweiter Art vorgelegt und be­
deutet X eine Primärzahl von q, so gilt für jede Einheit "̂ in kQ) die 
Gleichung 

{VI 1. 

Beweis. Um die erste Auss.age dieses Hülfssatzes zn beweisen, 
nehmen wir an, es gelle im Gegenteil für jede Einheit S in k(t.) die 
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Gleichung 

1. (i-j. 
Wir setzen n^a-hbX" nach 1""*"̂  wobei a und b ganze rationale 
Zahlen sein sollen und e den grössten Exponent < / — 1 bedeutet, für 
den jener Ansatz möglich ist Da TC eine primäre Zahl ist, so muss not-

i—i 

wendig e > 1 und TC.S ' n einer ganzen rationalen Zahl nach / con-
i-i 
2 gruent sein; hierbei bedeutet s ^ die Substitution (^: ^ ^) aus der 

l—l 

Gruppe des Kreiskörpers kQ). Da s ^ 2 ^ — X nach P ist, so vdrd 
l—l 

Tc.s^ Tc = (a+bV)(a-^b(— xyy (f+'), 
und hieraus folgt, dass im Falle e < / — 1 der Exponent e notwendig 
ungerade sein muss. 

Wir haben nun beim Beweise des Hülfssatzes 29 gefunden, dass 
l 3 

die /''' = — - — dort mit fi^ . . ., fi^, bezeichneten Einheiten des Kreis­

körpers kQ) die Bedingungen 
t\ef) = Q, (ly (u^.2t)\ U=i,2,...,,; \ 

f'\Ef)=\^0, (l) ) U = l, 2, ..., ;-2J 

erfüllen. Setzen wir in der Gleichung oben auf dieser Seite der Reihe nach 
für 5 die Werte s^, . . ., fi^, ein, so entspringen zufolge der Definition (82.) 

des Symbols |—^rr—\ auf S. 413 und ihrer auf S. 414 gegebenen Aus­

dehnung die Congruenzen 

i^'-V~') = o, t-'\Tt^^) = (), i^'-V"')=o, ...,i'\Ti-^)=(), (ly 
und diese lassen erkennen, dass in der Congruenz Ti^^a-^hX^ nach 
y^^ der Exponent e keinen der Werte 1—2, / — 4 , / — 6 , . . ., 3 haben 
darf. Stellen wir damit die oben gefundenen Bedingungen für e zusammen, 
so folgt, dass e = /—1 sein muss. Da nun 't'^ ^ — l nach Î  wird, so 
ergiebt sich n^a—bl nach l', und folglich genügt die Norm von n 
der Congraenz 

n(Ti) = (a—bl)'-^ = Ti'-', (!'). 

Andererseits entnehmen -wir aus der Definition des Symbols auf S. 413 
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und S. 414 unter Berücksichtigung des Hülfssatzes 24 

1 — n(7i:) 

{^} = r^ 
und da das Symbol linker Hand den Wert 1 haben soll, so folgt 
n(Ti)^ 1 nach 'P, d. h. T T ' " ' = 1 nach l' oder TC^TT nach l'. Nach 

Satz 148 besitzt infolge der letzteren Congruenz der durch Y^ be-

stimmte Kummer'sche Körper XCl/zr, C) eine zu l prime Relativdiscriminante, 

und es ist mithin p das einzige in der Relativdiscriminante von k(YTi, ^) 
aufgehende Primideal. Setzen wir p = ^', so ist ^ das einzige am-

i ^'^'-1 

bige Primideal dieses Körpers. Aus ] / ? r = 51}''''' = $ß̂ ) ' folgt, dass 
*P einem Ideal des Körpers k(t,) äquivalent ist Die aus allen ambigen 
Idealen entspringende Klassenschar hat also für den Kummer'schen 

Körper X(]/7r, J) den Grad 0. Da die Anzahl / der ambigen Ideale für 

diesen Körper 1 ist, so folgt nach Satz 158, wenn w die dort fest­

gesetzte Bedeutung für diesen Körper hat, l-{-m — ^ 0, d. h. 

m = — Es ist folglich jede Einheit J in k(C) die Relativnorm einer 

1 Einheit in X(]/7r, f), und mithin -wird nach Satz 151 stets \-^—i 

und also, da |—^—f ^^ 1 1 ^̂ ^ 1 — 1 ^^*' ^^"^ l ~ ^ l ^ ^ l ' entgegen 

unserer Annahme, wonach das Primideal p von der ersten Art sein 
sollte. 

Um die zweite Aussage des Hülfssatzes 37 zu beweisen, betrachten 
wir ähnlich wie im Beweise des Hülfssatzes 36 den Kummer'schen Körper 

i_ 

k(Y^,C), "WO '§ eine beliebige Einheit in X(£), nur nicht die /te Po­
tenz einer Einheit in k(t), sein soll. Wie am Schlüsse des § 147 
bewiesen wurde, ist jede Einheit in k{y) die Relativnomi einer Einheit 

in X;(]/§, f) und daher haben die beiden in Satz 158 und in Satz 159 
bezeichneten Einheitenscbaron für diesen Körper den gemeinsamen Grad 

_ _ /—1 

Da fei'iier für ihn i = 1 ist, so folgt aus Hülfssatz ;i4 g \^1; mithin 
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i _ 

ist < / = l , d. h. alle Idealklassen des Körpers k(Y^,t.) gehören zum 
Hauptgeschlecht. Da q ein Primideal zweiter Art sein soU, so ist 

| - ^ [ = 1, und mithin zerfällt nach Satz 149 q in / von einander ver-

i 

schiedene Primideale des Körpers k(^, tf); es sei D einer dieser Prim­
factoren von q. Das Charakterensystem einer Zahl a (4= 0) des Körpers 

kQ) in k(Yt,tf) besteht aus dem einen Charakter \—'-—\; derselbe 

fällt nach Hülfssatz 36 stets gleich 1 aus, wenn man für a eine Einheit in 
i 

k(tf) nimmt. Der Charakter des Primideals £} in k(Y\, t,) hat daher 

den Wert \—f^\, und dieser muss wegen der vorhin bewiesenen That­

sache gleich 1 sein. Damit ist der Hülfssatz 37 vollständig bewiesen. 
Wül man wiederum Satz 151 für tti = l nur in dem Falle eines 

i 

Körpers kfYJi, ^), für den fi ^ l-\-X nach V ist, als be'wiesen annehmen, 
so gut auch die Einteilung der Geschlechter und insbesondere der 
Hülfssatz 34 nur für diesen Fall. Wir müssen dann zum Beweise der 
zweiten Aussage des Hülfssatzes 37 erst ^^^~ und dann ^ = ^*s~ 
wählen, wobei £ eine beliebige Einheit in X(Q und t,'* dazu eine solche 
/te Einheitswurzel bedeute, dass ^ ' ^ e ' ^ ' ^ l - h ^ nach P wird. Durch 
Verbindung der beiden sich dabei ergebenden Resultate erkennen wir 
dann die vollständige Richtigkeit der zweiten Aussage des Hülfssatzes 37. 

§ 1 5 6 . 

Hülfssätze über Primideale erster Art 'inf regulären Kreiskörper. 

Wir beweisen der Reihe nach folgende Hülfssätze über Primideale 

erster Art im Körper k(t): 

Hülfssatz 38. Es sei p ein Primideal erster Art im regulären 

Kreiskörper k(^) und TV eine Primärzahl von p. Wenn es dann eine 

Einheit £ in X(Q giebt, so dass 

{^)*'. { f )-{^ l 
statthat, so gilt für jede beüebige Einheit g in X ( 0 die Gleichung: 

{il - {^}' 
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( i 

Beweis. Der durch "J/TT bestimmte Kummer'sche Körper k(Yrc, t) 
besitzt, weil p ein Primideal erster Art ist, nach dem Beweise des 
Hülfssatzes 37 zwei ambige Primideale 8 und $p, nämlich diejenigen, 
doi-en /te Potenzen I bez. p sind. Da das ambige Primideal Sß offenbar 

Ilauptideal in X(l/7r, Q ist, so beträgt für diesen Körper der Grad der 
aus den ambigen Idealen entspringenden Klassenschar 0 oder 1, je 
nachdem 8 Hauptideal ist oder nicht. Wegen des Satzes 158 besitzt 

i 

daher, wenn m die dort erklärte Bedeutung für den Körper k(YTC, f) 

hat, die Zahl 2-hm — den Wert 0 der 1, d. h. es ist m =^ —^-^ 

oder m = -^— • Da die Einheit e infolge der Voraussetzung | — -̂—[ =}= 1 

mit Rücksicht auf Satz 151 sicher nicht die Relativnorm einer Einheit 
' /—3 

des Körpers X(]/7r, ^) ist, so haben wir notwendigerweise m^ , 

und es ist sodann jede Einheit ^ in k(t) in der Gestalt i ^ £ « ^ dar­
stellbar, wo a ein ganzer rationaler Exponent und d- eine solche Einheit 

i 

bedeutet, die sich als Relativnorm eiuer Einheit in X(]/rr. f) erweist. 
Aus dem letzteren Grunde ist wegen Satz 151 

m-'- {^)-{fi=' 
und also auch 1̂ ^̂ -—1 = |— \ ; hieraus folgt unter Benutzung der 

zweiten Formel in (83.) (S. 413) auch | - ^ | = {-M, und damit ist der 

Beweis für den Hülfssatz 38 erbracht. 

Soll Satz 151 für to ^ I nur in dem Falle eines Körpers kO/u-1). 
für den , « = l-h/l nach V ist, angewandt werden, so bestimme man 
eine /te Einheitswurzel C* derart, dass ^*,T '^ '^ l -hA nach 1" wird, 
und dann betrachte man, indem man im Uobrigen wie in dem oben 

dargelegten Beweise verfährt, an Stelle des Körpers X(y,f. t ) den 

Körper k(YC*n'~\ 0 - Wenn man schliessHch noch den Hülfssatz 36 
zuzieht, folgt dann der Hülfssatz 38 vollständig. 

Ilülfssaiz '.')[). Wenn ,p, p* zwei Primideale erster Art iu X(C) 
nnd 71. iP Prnuärzahlon bez. von p, p'* sind, wenn ferner für jede be-



§ 15G. Capitel XXXIIL Das Reciprocitätsgesetz etc. 477 

liebige Einheit ^ in X(^) 

wird, so ist 

m - {f 1 ri ip 
Beweis. Da p* ein Primideal erster Art ist, so können wir eine 

{ £ TT I 
—^> = : 1 wird. Wir be-

i 

trachten nun den Kummer'schen Körper X(]/fi7r, t). Da die Relativ­
discriminante dieses Körpers nur die beiden Primfactoren I und p enthält, 
so besteht das Charakterensystem einer Zahl a (={= 0) in k(t) für diesen 

Körper aus den zwei Charakteren \ —'— i und \ — ( ^^ 1 — ( • 

Wegen \—^|=rl ist p* in XCj/fiTr, ^) weiter zerlegbar; es sei Sß'̂  ein 

Primfactor von p* in diesem Körper. Um das Charakterensystem von 
^* zu bilden, bedenken wir, dass p ein Primideal erster Art ist; es 
lässt sich dann eine Einheit fi* in X(Q bestimmen, für welche 

1 wild und es besteht das Charakterensystem von $p* aus {^}' 
f S*TI*, ETI 1 

dem einen Charakter j ^ \- Wir entnehmen mithin aus dem 

i 

Hülfssatz 35 ^ < 1 für den Körper X(]/£7r, tf), d. h. in diesem Körper 
gehört jede IdeaMasse dem Hauptgeschlecht an, und der zuletzt ge-

f sn] 
nannte Charakter besitzt daher den Wert 1. Wir haben nun 'I^rirf = 1̂  

d. h. wegen der Formel auf S. 366 

%\ - {f n 
ferner \ \= 1, d. h. 

{f} = { f }"• 
und endlich j ^ * " ^ * ' ^ ' ^ 1 = 1 oder mit Benutzung von (83.) (S. 413) 

{^}{^){4^){^) = '' 
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{ S* S ] ( Tt* TC] 

—j—( = 1 und nach Hülfssatz 30 | — T — \ = 1 
ist, so geht letztere Formel in 

('"•' {^1 = {4^1 
über. Da wegen der von uns gemachten Voraussetzung 

{̂ i={f)- m-m 
ist, so folgt aus (144.) | 4 ~ | ~ i ^ r "i^d diese Gleichung liefert mit 

Benutzung der Formeln (142.), (143.) die im Hülfssatz 39 behauptete 

Gleichung. 
Will man wiederum den Satz 151 für m ^ I nur in dem Falle 

i _ 

eines Körpers k(YfJ,,C) anwenden, für den fi^l-{-X nach P ausfällt, 
so wähle man im obigen Beweise die Einheit £ derart, dass man ausser 

{ S TC ) 
—— ^ = 1 noch bei einem geeigneten, zu / primen Exponenten a 

( f i7 r ) "^ l -h / i nach l" hat. Eine Bestimmung der Einheit £ in dieser 
Weise ist, wie man leicht sieht, sicher stets dann möglich, wenn 

| - ^ [ = 1 ist. Ist aber | - ^ | = t = l und zugleich | - ~ > 4 = 1 , so kann 

jene Bedingung ebenfalls erfüllt werden, indem man für £ eine geeignete 
Potenz von t nimmt. Ob die fragliche Bedingung sich erfüllen lässt, 

bleibt also nur dann zweifelhaft, wenn gleichzeitig j - ^ f + 1 '"'d 

I - j - [ = 1 ausfällt. In diesem Falle vertauschen wir bei dem obigen Be­

weise die Rollen von p, TC einerseits und p*, TT* andererseits: dann 

bleibt offenbar nur noch der Fall unerledigt, dass zugleich j - ^ J + 1 , 

| - i ^ | = f : l und | ~ | = 1 , I 1 = 1 ausfällt. In diesem Falle er­

kennt man aber aus den letzten zwei Beziehungen die Behauptung des 

Hülfssätze^' 39 ohne Weiteres .als richtig. 

Hülfssatz 40. Wenn p ein Primideal erster Art in kQ) ist und 
Ti eine Primärzahl von p bedeutet, und wenn für jede beliebige Einheit 
'S. in k(t,) die Gleichung 

[\]-m 
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besteht, wenn ferner p* ein solches von p verschiedenes Primideal erster 
Art ist, dass 

{1^1-{ff 
ausfällt, so giebt es stets eine Einheit £ in k(t) von der Art, dass 

{^l-{4^}*-
wird, wobei TI* eine Primärzahl von p* bezeichnet. 

Beweis. Wir erfahren zuvörderst genau wie beim Beweise des 
vorigen Hülfssatzes und gelangen so unter Einführung gewisser Einheiten s 
und £* wieder zu den drei Formeln (142.), (143.), (144.). Nun ist wegen 

der Voraussetzung des Hülfssatzes 40 ] — (==1—1—\ ' , hieraus und 

wegen '{—i"f = '{Tr"| + 1 folgt in Verbindung mit den drei genannten 

Formeln die Richtigkeit des Hülfssatzes 40. 
Soll Satz 151 nur für den Fall fi^^ l-\-X nach Î  zur Anwendung 

gelangen,. so hat man im vorstehenden Beweise nur nötig, die Einheit 

{ £ Tri 
—j~[ = 1 noch die 

Congruenz ( f i 7 r ) " ^ l - h ^ nach Î  bei einem zu / primen Exponenten a 
erfüllt wird; es ist eine solche Bestimmung von e hier stets möglich. 

§ 157. 
Ein besonderer Fall des Reciprocitätsgesetzes für zwei Primideale. 

Satz 162. Wenn p und q irgend zwei beliebige Primideale eines 

regulären Kreiskörpers sind, für welche | ^ ^ | = l gilt, so ist stets auch 

{ | 1 - -
Beweis. Es seien TI,,X Primärzahlen bez. von p, q. Wir be-

trachteil den Kummer'schen Körper k(YTi, t) und unterscheiden zwei 
Fälle, je nachdem p ein Primideal erster oder zweiter Art ist. 

Im ersten Falle erhält die Relativdiscriminante von XCj/^, C) die 
zwei Primideale I und p, und es giebt nach Hülfssatz 37 eine Einheit e 

in k(Q, für welche der Charakter { A ' ^ f + 1 ausfällt. Das Charakteren-

t 

System eines Ideals in XCI/TT, t) besteht daher nur aus einem Charakter, 
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d. h. es ist r = 1 und nach Hülfssatz 35 auch g ^ 1. Wegen |—< = i 

i_ 

ist q in XO/TT, C) weiter zerlegbar; es sei Q. ein Primfactor von q in 
diesem Körper. Da TC, X primär sind, so fällt nach Hülfssatz 30 (S. 441) 

|Ji ' .— [ ^ 1 aus, und da ö zum Hauptgeschlecht gehört, so ist auch 

j x ^ l fj_l j ^ wie es der Satz 162 behauptet. 

Wenn p ein Primideal zweiter Art ist, so gilt nach Hülfssatz 37 für 

jede Einheit | in k(C) die Gleichung p - p - | = l , und folglich enthält, 

wie im Beweise des Hülfssatzes 37 gezeigt worden ist, die Relativ-
t 

discriminante von kCYrc, t) nur das eine Primideal p. Es ist daher 

wiederum r=l und g=l- Wegen \ — [ = 1 ist q in k(Y^. t) 

weiter zerlegbar. Es sei £) ein Primfactor von q in diesem Körper. 

Da Q zum Hauptgeschlecht gehört, und mit Rücksicht auf | ——| ^^ 1 

ist | - ? ^ ^ J = | - 5 - | = 1, und damit ist der Satz 102 vollständig be­

wiesen. 
Soll wiederum Satz 151 und dementsprechend auch Hülfssatz 35 

für ti) = l nur in dem Fall eines Körpers kCYp, 0, ^^^ den /( ^ 1-hA 
nach P ist, angewandt werden, so ist zum Beweise des Satzes 162 im 
ersten der beiden vorhin unterschiedenen Fälle der folgende Zusatz er­
forderlich. 

Wenn p ein beliebiges Primideal und TC eine Primärzahl von p ist, 

so erkennen wir aus der Definition des Symbols ] |- auf S. 413 

und S. 414 und mit Rücksicht auf Hülfssatz 24 (S. 414) die Richtigkeit 
der Gleichung 

<•«' { ¥ 1 = ^ ' - { | } ' 
Ist nun das Primideal q von der Beschaffenheit, dass | - [ = 1 ausfällt, 

so bestimmen wir eine Ite Einheitswurzel ^* derart, dass t'^rr'"^ = 1-hÄ 

nach l' ausfällt, und fassen statt des .Kummer'schen Körpers k(]'Tr, C) 

den Körper k(Yt*Jr' '\ 1^) ins Auge. Wir wenden d.ann die oben dar-
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gelegte Schlussweise an. Da 

{^^}={^}{^i^r 
wird und, wie oben, | ~ ^ [ = 1 ist, andererseits mit Rücksicht auf die 

in (145.) angegebene Thatsache | - ^ | = | — | = 1 ausfällt, so folgt 

I ' y 1^^^ ' ™'̂  deshalb schliessen 'wir l^^—^---| = 1, d. h. 

{!}=•• 
Es sei andererseits | - ^ | 4 : 1 . Da p ein Primideal erster Art ist, 

so giebt es sicher eine Einheit £,, für welche j - ^ l ^ z 1 ist, und ferner 

nach Hülfssatz 37 (S. 472) sicher eine Einheit e^, für welche l - ^ - ^ j 4=1 

ausföllt. Auch können wir diese Einheiten fi^, £,̂  überdies beide so wählen, 
dass sie ^ l - h - 2 nach V sind. Wir entnehmen hieraus weiter die 

Existenz einer Einheit £, für welche' |-^|=f= 1 sowie j - ^ ^ i ^ z 1 aus­

fällt und überdies die Congruenzeigenschaft £ ^ l-h/l nach V erfüllt 

ist. In der That, wenn diese Bedingungen weder für £=£j noch für £ = £3 

zuti-effen, so ist gleichzeitig| ^ ' ' ^ | — 1 und | - ^ 1 = 1 , und dann würde 
H-l 

e = (fij ef) eine Einheit von der verlangten Beschaffenheit sein. 
Wir bestimmen nun eine solche Potenz tj^^s^; der Einheit £, dass 

i-|—f^ 1 -wird. Wäre nun •! — [ + 1, so fiele der Exponent a gewiss 

zu / prim aus, und folglich wäre \-^—[• =1= 1. Es ist ausserdem, da 

X eine primäre Zahl darstellt, ersichtlich, dass eine gewisse Potenz von 
7jx mit einem zu / primen Exponenten der Zahl l -h2 nach P congruent 

wird. Aus (145.) und Hülfssatz 36 (S. 471) folgt noch |-^-p^|=|=l. 

Der.. Kummer'sche Körper kCYtjx, Q besitzt desshalb nur ein Geschlecht. 

Wegen ] - ^ ( = l ist P in diesem Körper weiter zerlegbar; ist fß ein 

JahreslDericlit der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 3 1 
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in p aufgehender Primfactor dieses Körpers, so findet man den Charakter 
von sp gleich dem Symhol 

{ t*Tt 71X \ 
f I "^ ^ 

ausfällt. Wegen der letzten Gleichung, und da | ' ' \ = 1 ist, 

folgt {-—^1 f - ^ } = 1, und wegen i ^ ] + 1 ist also auch 

\^-j^\ 4= 1, d. i. mit Rücksicht auf (145.) | - ^ | + 1; somit ist *̂4= 1. 

Da aber jener eine Charakter des Primideals 5ß gleich 1 sein muss, so 

folgt wegen i—i = 1 notwendig auch \ — [ = 1, und dies stünde im 

Widerspruch mit der eben gezogenen Folgening. 

§158. 
Das Vorhandensein gewisser Hülfsprimideale, für welche das Reciprocitäts­

gesetz gilt. 

Auf Grund der Sätze 152, 140 und 162 erkennen wir leicht die 
Existenz ge'wisser Primideale, die in § 159 und § 160 zur Verwendung 
kommen werden. Es gelten folgende Thatsachen: 

Hülfssatz 41. Wenn p ein beliebiges Primideal des regulären 
Kreiskörpers k(^) bedeutet, so giebt es stets ein Primideal r in X(p, 
welches den Bedingungen 

{I1-. {|} = { f l -
genfigt. 

Beweis. Es sei h die Klassenanzahl von X;(̂ ) und, wie in § 149 nnd 
§ 154, h* eine positive ganze rationale Zahl, so dass hh* ^ 1 nach / wird. 
Es sei p die rationale, durch p teilbare Primzahl und .T = p*** eine 
Primärzahl von p; ferner seien p', p", . . . die unter einander und von 
p verschiedenen, zu p conjugirten Primideale in k(^) und .T' = p'***, 
Tc"=p"''''' die betreffenden zu n conjugirten Z.<ihlen in X(^); sie sind 
Primärzahlon bez. von p', p", .... Wir haben dann p = pp'p" . .; 

Jth* p 
da ferner — ^ ,, - oino Einheit in X:(̂ ) sein muss und überdies primär 

ausfiillt, so stellt nach Satz 156 (s. auch S. 441) dieser Quotient die 
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/te Potenz einer Emheit £ in X:(Q dar, es ist also 

P = ETtTtTt'. . .. 

Nunmehr wenden wir den Satz 152 (S. 426) an, indem wir dort 

«1 = ?! «2 = TT, «3 = TT', a^ = TT", «5 = TT"' , . . . , 

7^-=^, )', = ?, 3̂ = 1, y, = l, 73 = 1, . . . 

nehmen. Da ^ nicht die /te Potenz einer Emheit in k(tf) ist und 

TC, T^, Tc", . . . Potenzen von Primidealen smd, deren Exponenten zu / 

prim ausfallen, so sind die' Voraussetzungen des Satzes 152 erfüllt, und 

es giebt daher nach diesem Satze in k(C) ein Primideal r, für welches 

bei irgend einem geeigneten, zu / primen Exponenten m 

{ir- =. {T}=^ {̂1 -'. {̂ r 
d.h. 

(ue.){l} = r,{f} = C..{̂ } = ..{if} = i.... 
wird, wo ^* eine von 1 verschiedene HQ Einheitswurzel darstellt. Aus 

(146.) erhalten wir { ^ } = { ^ - f - } ={^^IiIL^] = ;*, , , d 

folglich whrd wegen Satz 140 (S. 369) auch | — | ^ | = J*, wo q eine 

Primärzahl von x bedeuten soU. Da nun wegen (146.) nach Satz 162 

(S. 479) | - ^ | = 1, | _ i ^ j = 1, . . . sein muss und 

ist, so erhalten wir \-^\ = \~^\^^*', damit ist gezeigt, dass das 

Primideal r alle Bedingungen des Hülfssatzes 41 erfüllt. 
Hülfssatz 42. Wenn p ein beliebiges Primideal des regulären 

Kreiskörpers kQ) und TC eine Primärzahl von p bedeutet, wenn ferner 
£ eine beliebige Einheit in k(tf), nur nicht die /te Potenz einer Einheit 
in X(^) ist, so giebt es ein Primideal r in kQ), das den Bedingungen 

{^1-'. {iWil-
genügt. 

31'* 
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Beweis. Es mögen TC, TJ/, TT", . . . für .p die Bedeutung -wie im 
vorigen Hülfssatz 41 haben; wir nehmen in Satz 152 (S. 426) 

«1 = EU, « j =Tt, «3 = n', a^ = TT", «5 = Tl"', • • . 

y,=i, Y^ = t„ 73 = 1, y, = i, 75 = 1' • • •; 

die Zahlen a^, a^, a,, «,, a^, . . . genügen wiederum, -wie man leicht 
einsieht, der Voraussetzung des Satzes 152; es führt die entsprechende 
Schlussweise wie in Hülfssatz 41 zu einem Primideal r von der hier 
verlangten Beschaffenheit. 

§159 . 

Beweis des ersten Ergänzungssatzes zum Reciprocitätsgesetz. 

Um den ersten Ergänzungssatz für ein Primideal p der ersten Art 
zu beweisen, wenden wir den Hülfssatz 41 an; diesem zufolge lässt 
sich ein Primideal r bestimmen, für welches 

{|}*>-{|} = {f} + 1 

wird, und das also gewiss ein Primideal erster Art ist. Nach Glei­
chung (145.) haben wir für das Primideal r die Gleichung 

7!(r)-l 

{|}-^^-{¥). 
wo q eine Primärzahl von r bedeuten soll. Da | -5-1 4: i ausfällt, so 

besteht nach Hülfssatz 38 (S. 475) auch für jede andere Einheit S m 
X(^) die Gleichung 

{4) = {¥)̂  
und demnach treffen die sämtiichen Bedingungen des Hülfssatzes 40 (S. 47^) 
zn, wenn wir an SteUe der dort mit p bez. p* bezeichneten Primideale die 
beiden Primideale t bez. p nehmen. Nach jenem Hülfssätze giebt es 

somit eine Einheit £ in X(Q derart, dass | - ^ | = l-Z:-i-|4= 1 wird, 

wobei TC eine Primärzahl von p bedeuten soll. Infolge dieser Thatsache ist 
nach Hülfssatz 38 (S. 475) auch für jede andere Einheit f in k(C) die 

Gleichung | — 1 = | — i — | erfüllt, wie es der erste Ergänzungssatz be­

hauptet. 



§ 160. Capitel XXXIIL Das Reciprocitätsgesetz etc. 485 

Des Weiteren bedeute q ein Primideal zweiter Art in X(^). Dann 
ist nach der Definition eines solchen Primideals für jede Einheit g in k(^) 

stets I — > = 1, und wenn x eine Primärzahl von q bezeichnet, so ist nach 

Hülfssatz 37 (S. 472) stets auch | - ? ^ | = 1. Es gilt daher in der That 

wiederum der erste Ergänzungssatz | -5->:^-!— ' -^ \ -

§ 160. 

Beweis des Reciprocitätsgesetzes zwischen zwei beliebigen Primidealen. 

Nachdem der erste Ergänzungssatz in § 159 bewiesen worden ist, 
folgt aus Hülfssatz 39 (S. 476) sofort die Richtigkeit des Reciprocitäts­
gesetzes für zwei beliebige Primideale erster Art. 

Es sei zwei tens ein Primideal p erster Art und ein Primideal q 
zweiter Art vorgelegt; TC und x seien Primärzahlen von p und q. Im 

FaUe, dass | - 5 - | = l ausfäUt, folgt aus Satz 162 (S. 479) | — 1 = 1 

und mithin die Richtigkeit des Reciprocitätsgesetzes für p und q. Wir 

nehmen jetzt an, es sei ] — | ^^ {̂ —I "^ 1" ^^ P '^°^ der ersten Art 

ist, so giebt es eine Einheit £, so dass | } ^̂ ^ 1 ausfällt, und es 

kann hierbei stets, "wie aus einer Betiachtung am Schlüsse des Beweises 
von Hülfssatz 39 (S. 476) hervorgeht, die Einheit £ zugleich so bestimmt 
werden, dass eine ge-wisse Potenz von ex mit einem zu / primen Ex­
ponenten = l - h ^ nach r -wird. Wir betrachten den Kummer'schen 

i 

Körper k(Yex, Q . Nach Satz 148 (S. 393) enthält die Relativ­
discriminante dieses Körpers in Bezug auf k(t,) die zwei Primfactoren l 
und q. Da q ein Primideal zweiter Art ist, so gelten wegen der 
Hülfssätze 36 und 37 für jede Einheit S in k(t) die Gleichungen 

m-{¥]m='- {ii-'' 
und demgemäss ist die Anzahl r der Charaktere, welche das Geschlecht 

i 

emes Ideals in k(Ysx, f) bestimmen, gleich 2. Nach Hülfssatz 35 (S. 470) 
i 

ist dann in kCYsx, Q die Anzahl der Geschlechter g ^ l Wir bestimmen 
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nun nach Hülfssatz 42 (S. 483) ein Primideal r in k(tf) von der Be­

schaffenheit, dass 

m-'- {-v)-{i}-
wird. Wegen der ersteren Gleichung ist r in X;(|/fij(, tf) 'weiter zerlegbar. 
Es sei SR ein Primfactor von r in diesem Körper und q eine Primärzahl 

i 

von r. Dann besteht das Charakterensystem des Ideals 5R in k(\ex, '(f) 

aus den beiden Charakteren 

<»'•' {^). {^) = {|) q J i q 

Da der zweite Charakter 4=1 ist, so bestimmen die Ideale 91, 9 1 , . . . , 31 
lauter von einander verschiedene Geschlechter, und es giebt, wie die 
oben gefundene obere Grenze für die Anzahl der Geschlechter zeigt, 
ausser diesen keine weiteren Geschlechter. Mit Benutzung des in § 159 
bevriesenen ersten Ergänzungssatzes ergiebt sich 

{ ^ ) { | )= - { ^ | { | ) - {T I { | ) 

= {Tl{i} = { ^ l - . 
d. h. das Product der beiden Charaktere (147.) ist gleich 1. Da jedes 

i 

beliebige Ideal in X(]/£x, tf) notwendig einem jener / Geschlechter an-
i ^_ 

gehören muss, so folgt hieraus, dass für jedes Ideal in X;(l £x. t ) das 

Product seiner ibeiden Charaktere stets gleich 1 ist. Wegen | — ^ [ 1 

ist p in k(Yex, tf) weiter zerlegbar; bezeichnet $ß einen Primfactor von 
p in diesem Körper, so sind die beiden Charaktere für Sß durch die Symbole 

{ ^ } . { ^ 1 = {|1 
gegeben, und es folgt somit unter Benutzung des iu § 159 bewiesenen 
Ergänzungssatzes notwendig 

{^1{|}-{^1{|} = {7}{|}= 1 
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oder 

{|}={fr-{f)={|}. 
d. h. es gilt das Reciprocitätsgesetz für die beiden Primideale ;p und q. 

Es seien drittens zwei Primideale q und q'* der zweiten Art vor­
gelegt; X, X* seien Primärzahlen von q bez. q*. Wir betrachten den 

i 

Kummer'schen Körper k (l/xx*, f). Die Zahlen x und x* sind, wie sich 
im Beweise des Hülfssatzes 37 herausgestellt hat, /ten Potenzen von ge­
wissen ganzen Zahlen in k(t) nach I congruent; das Gleiche gilt daher 
von XX*, und folglich ist nach Satz 148 (S. 393) die Relativdiscriminante 

t 

des Körpers k(Yxx*, t) nicht durch l teilbar. Diese Relativdiscriminante 
enthält somit nur die beiden Primfactoren q und q"*. Nun ist für jede 
Einheit | in k(^) 

{¥^}={|}-- {^1-{M='-
und dementsprechend ist die Anzahl r der Charaktere, welche das Ge-

i 

schlecht eines Ideals in k(Yxx*,^) bestimmen, = : 2. Nach Hülfs-
i 

salz 35 (S. 470) ist dann in X;(|/x3«*, ̂ ) die Anzahl der Geschlechter g ^ l. 
Femer lässt sich nach Satz 152 (S. 426) jedenfalls ein Primideal r in 
k(t) bestimmen derart, dass 

ausfällt. Wegen der ersten Gleichung ist r m k(Yxx*, t) 'weiter zerleg­
bar; es sei 31 ein Primfactor von r in diesem Körper nnd q eine Primärzahl 

i 

von X. Dann besteht das Charakterensystem des Ideals 91 in k(Yxx*, t,) 
aus den beiden Charakteren 

l {^ )={ i l = {T)' 
""' h^Wf^Wî i' 

Da der erste Charakter wegen l -^ l + 1 dem Satze 162 (S. 479) gemäss 
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notwendig ebenfalls verschieden von 1 ist, so bestimmen die Ideale 
9t, 91^, . . ., di' lauter von einander verschiedene Geschlechter, und es 
giebt, wie bereits gezeigt worden ist, auch hier nicht mehr als / Geschlechter 

Wogen I - ^ [ 4= 1 ist r ein Primideal erster Art; es gilt daher na^h 

dem Vorigen einerseits für die Primideale r, q, andererseits für die 

Primideale r, q'* das Reciprocitätsgesetz, und das Product der beiden 

Charaktere (148.) wird folglich 

0«.) {|){^)-{|l{^h{^l='-
/ 

Da jedes beliebige Ideal in k(l[x^, tf) einem jener / Geschlechter an­
gehören muss, so folgt aus (149.), dass für jedes Ideal das Product 
seiner beiden Charaktere gleich 1 sein muss. Nun ist das Ideal q gleich 

i 

der Iten Potenz eines Primideals Q in kfffx^, t)- Die beiden 
Charaktere von £i in diesem Körper sind alsdann 

{^}={^r-{fr={fi"" 
{^}={^i-{fi. 

und da ihr Product gleich 1 sein soll, so erhalten wir 

{f} - W\-
Hiermit ist das Reciprocitätsgesetz für zwei Primideale der zweiten Art 
bewiesen, und nunmehr ist der Beweis des Reciprocitätsgesetzes für zwei 
beliebige Primideale vollständig erbracht. 

§ 161. 

Beweis des zweiten Ergänzungssatzes zum Reciprocitätsgesetz. 

Es sei zunächst p ein Primido.al erster Art und rc eine Primärzahl 

von p. Wir bestimmen eine Einheit £ in kQf) dcr.vt, dass \ 1 ^^ 1 

wird, und betrachten dann den durch ]/£/l und 'C bestimmten Kummer'schen 

Körpiir. Wogen \—~[= l ist p in diesem Körjier weiter zerlegbar; es 
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sei gj ein Primfactor von p in diesem Körper. Wir erkennen, dass das 

Charakterensystem des Ideals gj aus dem einen Charakter | ^'^ \ be­

steht, und da somit nach Hülfssatz 35 (S. 470) auch nur ein Geschlecht, 

nämlich das Hauptgeschlecht, vorhanden, ist, so muss dieser Charakter 

den Wert 1 besitzen. Hieraus, und da nach § 159 | - ^ [ = ]-^^|-^[ 

ist folgt sofort die Gleichung l—\ = {I^IJL\ . 

Des Weiteren sei ein Primideal q der zweiten Art vorgelegt, und 

es bezeichne x eine Primärzahl von q; dann sind zwei Fälle zu unter­

scheiden, je nachdem \ — [ = 1 oder #= 1 ausfällt. Im ersteren Falle 

i 

lehrt die Betrachtung des Kummer'schen Körpers k(YX, ^), dass auch 
X X) 
'' ^ ^ 1 ist. Im zweiten Falle bestimme man nach Satz 152 (S. 426) { I 

ein Primideal p, für welches \ — [ = '] — f + 1 ausfällt. Dann ist p ge'wiss 

ein Primideal erster Art, und es folgt nach Satz 162 (S. 479), wenn TI eine 

Primärzahl von p bedeutet, \ — f 4= 1! mithin lässt sich gewiss eine 

1 ̂ = 1 ausfällt. Be-

; 
trachten wir den Körper k(YXTc",^), so besteht für diesen, weil 

l— > = j -2 - l z^ 1 ist, das Charakterensystem eines Ideals wiederum 

nur aus einem Charakter, und dieser ist stets gleich 1. Wenden wir die 
letztere Thatsache auf einen Primfactor D von q in diesem Körper an, 

so folgt ß'''^^" | = | - L r ' ' [ - i ^ | = l , und berücksichtigen wir die 

Gleichung | - J -1 = | — | , so entsteht '̂  — [ = | ¥ — | ' 

Das Reciprocitätsgesetz für /te Potenzreste ist zuerst von Kummer be­
wiesen worden. Der hier dargelegte neue Beweis desselben unterscheidet sich 
von den Kummer'schen Beweisen vor allem darin, dass Kummer zunächst 
den ersten Ergänzungssatz, nnd zwar unter einem erheblichen Aufwände 
von Rechnung, durch eine kunstvolle Erweiterung der Formeln der Kreis­
teilung gewinnt und dann erst auf Grund der errechneten Formehi das 
Reciprocitätsgesetz zwischen zwei Primidealen ableitet, während die 
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obige Entwickelung die Beweisgründe für das Reciprocitätsgesetz und 
seine beide Ergänzungssätze aus gemeinsamer Quelle schöpft. 

Von besonderen Reciprocitätsgesetzen, zu deren Behandlung die 
Formeln der Kreisteilung ausreichen, sind das Reciprocitätsgesetz für 
biquadratische Reste [Gauss^, Eisenstein^' ^], das Reciprocitätsgesetz für 
cubische Reste [Eisenstein^''', Jacobi'], femer für bicubische Reste 
[Gmeiner''^'^] und die auf 5 te , 8te, 12te Potenzreste bezüglichen 
Untersuchungen von Jacobi zu nennen [Jacobi'*]. 

Auch sei endlich noch erwähnt, dass Eisenstein ohne Beweis ein 
Reciprocitätsgesetz für Ite Potenzreste aufgestellt und dabei auch den Fall 
in Betracht gezogen hat, dass die Klassenanzahl des Kreiskörpers der 
/ten Einheitswurzeln durch / teilbar ist. [Eisenstein^' * .̂] 

Capitel XXXIV. 

Die Anzahl der vorhandenen Geschlechter im regulären 
Kummer'schen Körper. 

§ 162. 

Ein Satz über das Symbol | ^ ^ j . 

Die wichtigste Aufgabe in der Theorie der Geschlechter eines 
Kummer'schen Körpers betrifft die Ermittelung der Anzahl der wirklich 
vorhandenen Geschlechter. Wir beweisen hier zunächst einen Satz, 
welcher dem Hülfssätze 14 (S. 297) aus der Theorie des quadratischen 
Körpers entspricht. 

Satz 163. Wenn v und fi zwei beliebige ganze Zahlen ( 4 0) eines 
regulären Kreiskörpers k(t) bedeuten, so ist stets 

(n))l tt.1 J ' 

wenn das Product linker Hand über sämtiiche Primideale xo in k(t) 
erstreckt wird. 

Beweis. Es sei h die Anzahl der Idealklassen in k(C) und h* 
eine ganze rationale positive Zahl mit der Congruenzeigenschaft hh* ^ 1 
nach /. Wir setzen -v = 1"^)^pj,... und ;, = fq^q^.., , so dass a 
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und b ganze rationale Exponenten und :p̂ , p^, . . ., q̂ , q̂ , . . . gewisse 
von I verschiedene Primideale in kQ) sind. Bedeuten ferner TTJ, 
Jij, . . . , Xj, Xg, . . . Primärzahlen der Primideale bez. p^, p^, ..., 
q̂ , q ,̂ . . ., und zwar derart, dass 

?ii = i)i , ^ 2 = ^ 2 , . . . , Xj = qi , X2 = q ; " , . . . 

gilt, und wird noch A = l — t , gesetzt, so bestehen zwei Gleichungen 
von der Gestalt: 

(,10U.) -V = £ / TI^TTg..., ;H = 7 J / , Ä j X j . . . , 

worin £ und rj Einheiten in kQ) sind. Wenn xo ein beliebiges Prim­
ideal bedeutet, so ist allgemein 

C . .. \ f ÄÄ'* hh* -. 

Es seien nun p, q zwei von einander und von l verschiedene Prim­
ideale in kQ) und TT, X bez. Primärzahlen von 3̂, q; ferner seien e, ij 
beliebige Emheiten in k(tf). Aus Hülfssatz 36 (S. 471) und aus Satz 161 
(S. 471) folgen dann leicht die Formeln 

(152.) 

,{T=){T}='' {^1{^}= ' -
Ist tti ein von I verschiedenes Primideal, welches nicht in fi aufgeht, so 
ist nach Satz 148 (S. 393) die Relativdiscriminante des Kummer'schen 

i 

Körpers k(Yp,, tf) zu xo prim; fällt dann xo auch zu v prim aus, so ist 
nach Satz 150 (S. 402) die Zahl v Normenrest des Kummer'schen 

1 

Körpers k(\ffi, Q, und daher gilt nach Satz 151 (S. 420) die Gleichung 

W-h 1. Mit Rücksicht hierauf gilt wegen (152.) der Satz für 

den Fall, dass eine jede der Zahlen v, fi sei es eine Einheit, sei es eine 
beliebige Potenz von X, sei es eine Primärzahl eines von I verschiedenen 
Primideals vorstellt; wegen (150.) und (151.) und auf Grund der Re­
geln (80.) (S. 411) und (83.) (S. 413) gilt sodann der Satz 163 allgemein. 
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§ 163. 

Der Puudamentalsatz über die Geschlechter eines regulären Kummer'schen 
Körpers. 

Wir sind jetzt im Stande, für den regulären Kummer'schen-Körper 
denjenigen Satz aufzustellen und zu beweisen, welcher dem funda­
mentalen Satz 100 (S. 293) in der Theorie des quadratischen Körpers 
entspricht. Dieser Satz lautet: 

Satz 164. Es sei r die Anzahl der Charaktere, welche ein 
i 

Geschlecht im regulären Kummer'schen Körper K^ kf^jji, ü) be­
stimmen; ist dann ein System von r beliebigen Iten Einheitswurzeln 
vorgelegt, so ist dieses System dann und nur dann das Cliarakteren-
system eines Geschlechtes in K, wenn das Product der sämtlichen 
r Einheitswurzeln gleich 1 ist. Die Anzahl der in K vorhand.enen 
Geschlechter ist daher gleich P~ . 

Beweis. Es sei h die Klassenanzahl des regulären Kreiskörpers 
k(t) und h* eine ganze rationale positive Zahl mit der Congruenz­
eigenschaft hh*^l nach /; ferner seien l^, . . ., l die ?• gemäss 
§ 149 ausgewählten Primfactoren der Relativdiscriminante von K. Es 
bedeute nun A irgend eine Idealklasse in K, 3 ein zu I = : ( l — c ) 
und zur Relativdiscriminante von K primes Ideal der Klasse A und 
v = (iVr(3))''''* die nach der Vorschrift in § 149 (S. 462) aus 3 
gebildete und mit einem gewissen Einheitsfactor versehene ganze Zahl in 
k(t), so dass 

/i(3) = {^}, ..., ..(3) = {^) 
die r Einzelcharaktere sind, welche das Geschlecht von S bestimmen. 
Es sei p ein Ideal des Kreiskörpers k(t), wofern es ein solches giebt, 
welches in v zn einem nicht durch / teilbaren Exponenten vorkommt: 
dabei ist p sicher von l verschieden und prim zur Relativdiscriminante 
von K. Da iVj(3) die Relativnorm eines Ideals ist. so muss p im 
Körper Ä'zerlegbar sein. Es gilt raitiiin nach Satz 149 (S. 398) für jedes 

solche Primideal p die Gleichung | - Y ^ | = 1 , und daher ist auch stets 

{¥)= 1. Mit Rücksicht auf Satz 163 (S. 490) folgt daher 

(153.) n f A i L ] = 1, 
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wenn m aUe in der Relativdiscriminante von K enthaltenen, von I 
verschiedenen Primideale und ausserdem das Primideal I durchläuft. 
Femer ist, wenn l_,^j, I^^^, . . ., Î  die ausser I ,̂ I ,̂ ..,., l̂  in der 
Relativdiscriminante aufgehenden Primideale bedeuten, nach § 149 

'̂"•Mif)='' m----m-' 
Kommt nun tn der Relativdiscriminante des Körpers K das Prim­

ideal l vor, so ist wegen (153.) schon hiermit bewiesen, dass das 
Product sämtlicher r Charaktere gleich 1 ist. Kommt andererseits das 
Primideal l in jener Relativdiscriminante nicht vor, so ist nach Satz 150 
(S. 402) die Zahl r Normenrest des Körpers K nach \, und folglich ist 

nach Satz 151 (S. 420) \ ' ^ 1 = 1 ; damit erkennen -wü: aus (153.) 

und (154.) auch in diesem Falle den einen Teü der Aussage des 
Satzes 164 als richtig. 

Den Beweis für den anderen Teil der Aussage des Satzes 164 
führen wir der Kürze wegen nur in dem Fall, dass die Relativ­
discriminante des Körpers K den Primfactor I nicht enthält. Es seien 
dann wiederum Î ,̂ . . ., Î  die / in der Relativdiscriminante von K auf­
gehenden Primideale des Körpers kQ), und X.^, . . . , X^ seien bezüglich 
Primärzahlen von I ,̂ . . ., l̂ ; ferner gehe allgemein l̂  in fi genau e^mal 
auf, und es sei ef dann eine ganze rationale Zahl mit der Congruenz­
eigenschaft e^e*^l nach /. Endlich mögen y^, ..., y^ beliebig ge­
wählte »• der Bedingung j ' j . . . y ^ ^ l genügende /te Einheitswurzeln sein; 
nach Satz 152 (S. 426) giebt es dann stets in k(tf) ein Primideal p, das 
in fl nicht aufgeht und überdies die Forderungen 

<-•) m=^' {^F'j' • • •• {^r-'̂  

für h-gend einen Exponenten m aus der Reihe 1, 2, . . ., /—1 erfüllt. 
Ist n eine Primärzahl von 3̂, so folgt wegen (155.) mit Benutzung 
von Satz 161 (S. 471) 

(-'•> {^!-{^r={fr-{ir='.. 
(j = 1, 2, . . . , r). 
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Ferner ergiebt sich wegen (156.) in ähnlicher Weise 

<-) {^\-{jf-m='' 
(i = r+l, r+2,..., i). 

Da yy..y^= 1 ist, so ist wegen (157.) und (158:) 

(-•^ S { ^ 1 = '• 
wenn hierin xo alle Primideale I^, . . . , Î  durchläuft. Bedeutet nun m 
ein von p, I , . . . , Î  verschiedenes Primideal in k(^, so ist gemäss 
Satz 150 (S. 402) die Zahl TI Normenrest des Kummer'schen Körpers K 

nach ra und folgHch nach Satz 151 (S. 420) stets | - ^ ^ ^ | = = 1. Mit Rück­

sicht auf diesen Umstand und wegen (159.) lehrt der Satz 163 (S. 490), 

dass auch j—?-CL| = 1 , d. h. | - ^ | = 1 sein muss. Infolge der 

letzteren Gleichung zerfällt das Primideal p nach Satz 149 (S. 398) im 
Körper K in l Primideale. Ist p eines derselben, so hat, wenn wir 
(157.) und (158.) berücksichtigen, das Ideal Sß" offenbar die vor­
geschriebenen Einheitswurzeln y^, . . ., ŷ  als Charaktere, und damit ist 
der Satz 164 für den hier betrachteten Fall vollständig bewiesen. 

Geht I in der Relativdiscriminante von K auf, so hat man, um 
den Satz 164 zu beweisen, an den vorstehenden Ausführungen eine 
geeignete Abänderung anzubringen, die man leicht aus der Analogie mit 
den entsprechenden Betrachtungen für den quadratischen Körper (vergl. 
S. 312 —314) ersieht. 

Kummer hat seinen Untersuchungen einen gewissen Zahlenring im 
i 

Körper K ==^ kQfp, tf), nicht die Gesamtheit der ganzen Zahlen dieses 
Körpers zu Grunde gelegt. Der Begriff des Geschlechtes bedarf dann 
einer gewissen veränderten Fassung. Es ist Kummers grosses Ver­
dienst, für den von ihm ausgewählten Zahlenring diejenige Thatsache 
aufgestellt und bewiesen zu haben, die für den Körper K selbst sich 
in dem Satze 164 ausdrückt. [Kummer^''.] Ausser dem von Kummer 
behandelten Ringe sind noch unendlich viele andere Ringe in K 
vorhanden, deren Theorie mit entsprechendem Erfolge zu entwickeln 
sein würde. 
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§ 164. 

Die Klassen des Hauptgeschlechtes in einem regulären Kummer'schen 
Körper. 

Wir heben in diesem und dem nächsten Paragraphen einige wichtige 
Folgerungen hervor, die aus dem Fundamentalsatz 164 für den Kummer'-

sehen Körper K = k(Yfi,^) sich ergeben, und die den in § 71 und 
§ 72 oder in § 82 für den quadratischen Körper entwickelten Sätzen 
entsprechen. 

Satz 165. Die -Anzahl g der Geschlechter in einem regulären 
Kummer'schen Körper ist gleich der Anzahl seiner ambigen Complexe. 

Beweis. Wenn t und n die Bedeutung -wie in Satz 159 (S. 459) 
haben, und wenn wir berücksichtigen, dass nach Satz 164 (S. 492) g=f~^ 

ist, so folgt aus Hülfssatz 34 (S. 468) r—1 < ^-j-m — , und da 

nach Hülfssatz 33 (S. 466) andererseits t-i-n — < » • — 1 sein 
2 

muss, so folgt 

/ - h l 
-1 = t-hn-

Die im Beweise (S. 469) zu Hülfssatz 34 bestimmte Anzahl a der 
ambigen Complexe ist mithin = lf~ ; vrir haben daher a = g. 

Satz 166. Jeder Complex des Hauptgeschlechtes in einem re­
gulären KumTner'schen Körper Kist die (1—S) te symbolische Potenz 
eines Complexes in K, d. h. jede Klasse des Hauptgeschlechtes in 
einem regulären Kum/mer'sehen Körper K ist gleich dem Product 
aus der (1 — S ) ten symbolischen Potenz einer Klasse und aus einer 
solchen Klasse, welche Ideale des Kreiskörpers kQ) enthält. 

Beweis. In dem Beweise (S. 469) zu Hülfssatz 34 ist die Gleichung 
af = gf abgeleitet; hierbei bedeutet a die Anzahl der ambigen Com­
plexe, / ' die Anzahl derjenigen Complexe, welche gleich (1—iS)ten sym­
bolischen Potenzen von Complexen sind, ferner bedeutet g die Anzahl 
der Geschlechter und / die Anzahl der Complexe des Hauptgeschlechtes. 
Da nach Satz 165 a = ^ ist, so f o l g t / ' = / , und damit ist bewiesen, 
dass jeder Complex des Hauptgeschlechtes die (1—Ä)te symbolische Potenz 
eines Complexes ist. 
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§ 165. 

Der Satz von den Relativnormen der Zahlen eines regulären Kummer'schen 
Körpers. 

Satz 167. Wenn v, [i zwei ganze Zahlen des regulären 
Kreiskörpers kQ) bedeuten, von denen fi nicht die Ite Potenz einer 
ganzen Zahl in k(t) ist, und welche für jedes Primideal xo in k(tf) 
die Bedingung 

{^} 1 

erfüllen, so ist die Zahl v stets gleich der Relativnorm einer ganzen 
t 

oder gebrochenen Zahl A des Kummer'schen Körpers K=^k(fffi, If). 
Beweis. Wir beweisen diesen Satz zunächst für den FaU, dass v 

eine Einheit in kQ) ist. Es mögen wiederum t und n für den 
i 

Kummer'schen Körper K^^kf^^,1f) die Bedeutung wie in Satz 159 
(S. 459) haben; im Beweise zu Satz 165 ist gezeigt worden, dass 

r—l=t-\-n — sein muss, d. h. es ist n = /+>'• 
Z 2 

Andererseits betrachten wir die r* = t—r Einheiten £ , . . . , £ , die 
in § 149 (S. 464) bestimmt worden sind. Wegen der Gleichungen 
(140.) (S. 464) kann ein Product aus Potenzen dieser r* Einheiten nur 
dann die /te Potenz einer Einheit in X;(Q sein, wenn die Potenz­
exponenten sämtlich durch / teilbar sind. Es müssen sich daher, da die Ge­
samtheit aller Einheiten in kQ) eine Schar vom Grade bildet, weiter 

Jt ^—1 * ,.. , —2 r* Einheiten £.,^,, e^.^,^, . . ., s^_^ in k(Q) bestimmen 

lassen, so dass überhaupt jede Einheit S in k(ftf) sich in der Gestalt 

» t - i 

$ ^'j C(> . . . c ^ j c 

darstellen lässt, wobei x^, x.,, ..., .'»,_j ganze rationale Exponenten 

sind nnd £ eine geeignete Einheit in k(t.) bedeutet. Setzen wir nun 
allgemein 

l l J "~ ^ ' 
( .. = 1, 3. . . . , i = l ! « = I, 3 r') 
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so liefern die r* Gleichungen 

<™''{¥l=''{xf }='•"•• {t^]=' 
für die Exponenten x^, x,, ..., x^_^ die r* linearen Congruenzen 

2 

f «11*1 + 031^2 + ' 

(161.) 

'^izl, 1 ""izi = °' 

«lr»«l+V*2- l - l .„."'l-l ^ ' 

(/). 

Wegen (140.) (S. 464) haben wir 

«11 = 1> «21 = 0 , ßg, = 0 , . . . , e^^ = 0 , 

«22 = 1 ' ^32 = 0 , . . . , e^.2 = 0 , 

« 3 3 = 1 ' • • • ' «.-3 = 0 ' (0; 

und daher sind die r* linearen Congruenzen (161.) von einander un­
abhängig; es folgt somit, dass alle diejenigen Einheiten J , welche den 
Bedingungen (160.) genügen, eine Einheitenschar vom Grade 

/—1 „ /—1 

bilden. 

Wir haben nun zu Beginn dieses Beweises festgestellt, dass der 
Grad n der Schar aUer derjenigen Einheiten in k(t), welche Relativ­
normen von Einheiten oder gebrochenen Zahlen in K sind, den gleichen 
Wert besitzt. Da ferner jede Einheit in k(^), welche die Relativnorm 
einer Einheit oder einer gebrochenen Zahl im Kummer'schen Körper K 
ist, offenbar Normenrest von K nach l sein und daher nach Satz 151 
(S. 420) notwendig auch den Gleichungen (160.) genügen muss, so 
gehört jede Einheit der zu Anfa,ng behandelten Schar auch der zweiten 
Einheitenschar an; weil beide Einheitenscharen gleiche Grade haben, sind 
sie mit einander identisch. Die vorgelegte Einheit v genügt nun nach Vor­
aussetzung den Bedingungen (160.) und gehört also der zweiten Einheiten­
schar an; nach dem eben Bewiesenen ist mithin v auch in der zuerst 
behandelten Einheitenschar enthalten, d. h. es ist v gleich der Relativ­
norm einer Einheit oder einer gebrochenen Zahl in K. 

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 3 2 
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Es sei jetzt v eine beliebige ganze Zahl in K, welche die Vor­
aussetzung des Satzes 167 erfüllt; wir fassen die in v aufgehenden 
Primideale des Körpers X(0 in's Auge. Wir setzen X^l—C und 
l = (X). Kommt das Primideal I des Körpers k(Q in v zu einer 
Potenz erhoben vor, deren Exponent b nicht durch / teilbar ist, und 
geht ausserdem l in der Relativdiscriminante des Körpers K nicht auf, 
so haben wir auf Grund der Angaben am Schlüsse von § 133 auf 
8. 423. 

{-v^}={¥}-{fl"' 
und mit Rücksicht auf die hieraus zu entnehmende Gleichung 

{f} 
ist I nach Satz 149 (S. 398) in K als Product von /Primfactoren dar­
stellbar. Bedeutet 8 einen derselben, so haben wir l = A ;̂t(6)-

Es sei ferner p ein von I verschiedenes Primideal des Kreiskörpers 
k(^), und es komme p in v zu einer Potenz erhoben vor, deren Ex­
ponent b nicht durch / teilbar ist; dagegen sei der Exponent a, zn dem 
p in p aufgeht, durch / teilbar: dann ist nach der Definition des Symbols 

{^1 - iiT' P i 1 ? 

und hieraus folgt wegen der Voraussetzung des Satzes 167 |-!—>==:l: 

nach Satz 149 (S. 398) ist also p in K als Product von / Primidealen 
darstellbar. Ist Sp eines dieser / Primideale, so wird p = X. (']>). 

Endlich siud die in der Relativdiscriminante von K aufgebenden 
Primideale des Körpers X(^) stets /te Potenzen von Primidealen in A' 
und daher ebenfalls Relativnormen von Idealen in A'. Aus allen diesen 
Umständen zusammengenommen folgt, dass r die Relativnorm eines 
Ideals | ) in K sein muss, d. h. es ist r = i\ .^(•p). 

Wegen der Voraussetzung des Satzes 167 gehört ferner .n dem Haupt­
geschlecht in K an, und wir können daher nach Satz 166 (S. 495) 

setzen, in solcher Weise, dass [ ein Ideal in k(Q uud ^ ein Ideal in 
K bodeuteti Ist h die Anzahl iler Ulealklassen in k(t^), so haben wir 
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i (-• 1, und folglich muss A = 1 —~— j eine ganze oder gebrochene 

Zahl des Körpers K sein; die Relativnorm dieser Zahl Nj^(A) ist offen 
bar = £v'', wo £ eine Einheit in X;(̂ ) bedeutet. Aus der letzten Gleichung 
folgt nach Satz 151 (S. 420), dass für jedes beliebige Primideal Xo in 

X;(b) notwendig | '-^ \ = l und daher auch | -^-^ \ = 1 sein muss. 

Es ist nun im ersten Teile des gegenwärtigen Beweises gezeigt worden, 
dass unter diesen Umständen £ stets gleich der Relativnorm einer Zahl 
in K sein muss; wir setzen e = Nj^(H), wo H eine Zahl in A" ist. 
Bedeuten dann b und e zwei ganze rationale Zahlen von der Art, dass 
/ i Ä - h e / = l ist, so folgt 

V = N^(A'H~\'), 

und hiermit ist der Beweis für den Satz 167 vollständig erbracht. 
In diesem Beweise können wir die Anwendung des Satzes 151 

beidemal auf den Fall ©4=1 beschränken, da dann nach Satz 163 (S. 490) 
die behaupteten Thatsachen auch für tt) ^ l folgen. 

Damit ist es dann gelungen, alle diejenigen Eigenschaften auf den 
regulären Kummer'schen Körper zu übertragen, welche für den quadrati­
schen Körper bereits von Gauss aufgestellt und bewiesen worden sind. 

Capitel XXXV. 

Neue Begründung der Theorie des regulären 
Kummer'schen Körpers. 

§ 166. 

Die wesentlichen Eigenschaften der Einheiten des regulären Kreiskörpers. 

Wir haben gesehen, eine wie wichtige RoUe das besondere Symbol 

| J ! i ü l in der Theorie des Kummer'schen Körpers spielt. Was die De­

finition dieses Symbols in § 131 (S. 413) und die Ableitung seiner 

Eigenschaften in § 1 3 1 bis § 1 3 3 betrifft, so knüpften wir in der 

dortigen Darstellung an die von Kummer' eingeführten logarithmischen 

Differentialquotienten der zu einer Zahl w = l nach I gehörenden Function 
32'* 
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0) (x) an. Die in § 131 bis § 13 3 für das Symbol | "^ \ im Kummer'schen 

Körper ausgeführten Rechnungen entsprechen übrigens genau denjenigen 

( n m, \ 
—^—1 im quadratischen 

Körper angestellt worden sind. Obwohl es nun bereits gelang, die von 
Kmnmer ersonnenen rechnerischen Hülfsmittel auf ein geringes Mass 
zu bringen, so erscheint es mir doch noch, vor allem auch im Hinblick 
auf eine künftige Erweiterung der Theorie, notwendig zu untersuchen, 
ob nicht eine Begründung der Theorie des Kummer'schen Körpers ganz 
ohne jene Rechnungen möglich ist. Ich gebe in diesem Capitel den 
Weg hierzu kurz an. 

Zunächst können leicht ohne Rechnung und ohne Heranziehung 
der Bernoulli'schen Zahlen die späterhin wesentlichen Eigenschaften der 
Einheiten des regulären Kreiskörpers k(^) abgeleitet werden. Für 
Satz 156 erinnern wir uns des zweiten auf S. 440 mitgeteilten Beweises. 

Wir können dann aus diesem Satz 156 den Satz 155 (S. 438) wie folgt 
ableiten. Wir wollen unter fi^, . . . , fi^, irgend ein System von /* 
reellen Grundeinheiten des Körpers X(f) verstehen; wir bestimmen dann 
positive Exponenten e^, . . ., e^, und gewisse ganze rationale, zu / prime 
Zahlen a^, . . ., a^., b^, . . ., b^, derart, dass die Congruenzen 

fij = a^+b^x'', (y+'y 

fi,. = a^, + b^X , ( l ' ) 

gültig sind. Wir nehmen an, es habe unter den Exponenten e . . . ., e 
etwa ßj den niedrigsten vorkommenden Wert. Dann können wir, wie 
leicht ersichtlich ist, die /*—1 Einheiten £„, . . ., £̂ . derart mit Po­
tenzen von £j multipliciren, dass für die /*—1 entstehenden Producte 
fig, . . . , £j, die Congruenzen 

£̂  = £ , f i f ' = « ;+ / , ; /% 0''^+'), 

<. = fi,.fif" = a;.+i;.r, ( O 

bestehen, wo a^, . . . , « ; , , J^, . . . , /.;. ganze rationale, zu / prime 
Zalilen bedeuten, und wo nun die Exponenten e'.,, . . . . <>', sämtlich 
grösser als e^ siud. Die Kinhoiten f̂ , P.,, P^, .... ff bilden wiederum 
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ein System von Grundeinheiten in k(C). Nun möge unter den Ex­
ponenten e'.,, . . ., e'^ etwa e'^ den niedrigsten vorkommenden Wert 
haben; dann ist es weiter möglich, die Einheiten fi^, . . ., EJ, derart 
mit Potenzen von £̂  zu multipliciren, dass für die /*—2 entstehenden 
Producte e'^, .. ., fiJ,' die Congruenzen 

gelten, wo a'f, . . ., a'f, b'^, . . ., b'f ganze rationale, zu / prime Zahlen 
bedeuten und nunmehr die Exponenten e'f, . . ., e'f sämtlich grösser als 
e'^ sind. Die Einheiten fi^, e'^, fig', fi^', . . ., e'f bilden offenbar wiederum 
ein System von Grundeinheiten iu kQ). Indem wir in geeigneter Weise fort­
fahren, gelangen wir zu einem System von Grundeinheiten fi^, fi', . . . , fij, ~ 
in X(Q, die den Congruenzen 

£,=«,-h^r, (f^n 

£; = a;-h6;r'^ ({^^\ 

e';=a'f^h'ff, (f"''^\ 

eV-l) e('*-l).+-l 

genügen, wo a^, ..., «jf"*', & ,̂ • • • , ^[f~ '̂ ganze rationale, zu / 

prime Zahlen sind, während für die Exponenten e^, . • ., ej. ~ die Kette 

von Ungleichungen 

(162.) .,<4<4'<-<4'*-'̂  
gilt. Da die betrachteten Einheiten sämtlich reell sind, so fallen die 

Exponenten e^, e'^, e'^, . . ., e^^"^'^ gerade aus. Wäre nun 

so würde nach Satz 156 fijf"^^ die /te Potenz einer Einheit Xj in kQ) 

sem. Drücken wir dann 7j durch die Einheiten J, fij, fi^, • • •, «j! 

aus in der Gestalt 

7j = r£>T-(«r")"'*' 
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wo u, u , M,, . . ., M,, ganze- rationale Exponenten sind, und erheben 

diese Gleichung in die /te Potenz, so erhalten wir eine Relation zwischen 

den /•* Einheiten e., fi', . . ., fi,'' ~ ' ' mit Exponenten, die nicht sämtiich 
(/*—1) 

Null sind; dies widerspricht der Thatsache, dass £,, fi^, . . ., £,, 
ein System von Grundeinheiten in kQ) bilden. Es ist daher 

, a - » < / _ l . 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf die Ungleichungen (162.), dass not­

wendigerweise 

e^ = 2, 4 = 4, 4' = 6, . . ., 4'*"'̂  = —̂ '•' 

sein muss, und diese Thatsache lässt unmittelbar auf das Vorhandensein 
von solchen Einheiten £,, . . ., £,. schliessen, die von der im Satze 155 
(S. 438) verlangten Beschaffenheit sind. 

Der Satz 157 (S. 441) folgt wie in § 142 aus Satz 155. 

§167 . 

Beweis einer Eigenschaft für die Primärzahlen von Primidealen 
der zweiten Art. 

Wir legen die in § 131 (S. 411) gegebene Definition des Symbols 

j ' [ für ein Primideal tt) =1= I zu Grunde, sehen jedoch vorläufig von 

einer Definition des Symbols \ " ^ ^ ab; wir benutzen dementsprechend 

die Sätze 150 (S. 402), 151 (S. 420) ebenfalls nur für xo^\. Die 
Sätze 158 (S. 449), 159 (S. 459) folgen dann unmittelbar in der 

dort dargelegten Weise für den Kummer'schen Körper X(l'(7. t ) , sobald 
wir die einschränkende Annahme machen, dass die Relativdiscriminante 

von XC|/;t, t,) in Bezug auf kQ) zu l prim sei. Unter derselben 

Einschränkung gelangen wir ohne Gebrauch des Symbols | - " ' " | zu dem 

Begriff des Ch.irakters eines Ideals in k(Yp, t ) , zu der Einteilung der 
Idenlklassen eines Kummer'sciien Körpers in Geschlechter, sowie zu der 
Gültigkeit der Hülfssätze 33 (S. -166), 3-1 (S. 468), 35 (S. 470) und 
beweisen danu zunächst folgenden Hülfssatz: 

Hülfssatz '13. iMiie jode Primärzahl x eines Primideals q der 
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zweiten Art ist der /ten Potenz einer ganzen Zahl in k(Q nach l' 
congruent. 

Beweis. Es seien fi^, . . . , £ , . die in § 166 bestimmten und dort mit 
7 q 

fj . . . . , £,!~ bezeichneten l* ^—-— Grundeinheiten des Körpers 

k(t,); es seien ferner p, p^, . . ., p^, von I verschiedene Primideale in 

k(C) von der Beschaffenheit, dass 

(iss.) .{a=''{^)-^.'{^)-""'{^l = '' 

{i!-'{^}-'{^|-'.--V{|;l = C 
ausfällt, wo f*, ^ j , . . ., ^̂ , irgend welche von 1 verschiedene /te 

Einheitswurzeln bedeuten. Die Existenz solcher Primideale folgt aus 

Satz 152 (S. 426); wenn wir auf den Beweis dieses Satzes zurück­

greifen, sehen wir, dass nicht bloss die Anzahl, sondern die Summe 

der reciproken Normen aller Primideale r von der dort angegebenen Be­

schaffenheit unendlich war, und wegen dieses Umstandes dürfen wir, wie 

aus den Betrachtungen beim Beweise des Satzes 83 (S. 264) ersichtlich 

ist, gegenwärtig annehmen, dass die Primideale p, p^, . . ., p^ obenein 

sämtlich vom ersten Grade sind. Ferner können wir voraussetzen, dass 

die durch p, p^, . . ., p^, teilbaren rationalen Primzahlen sämtlich von­

einander verschieden ausfallen. Es seien TT, TT^, . . ., n^,, Primärzahlen 

bez. von p, p^, . . . , p^,. 

Wir behandeln nun die Annahme, es gäbe P-\-l ganze, nicht 

sämtlich durch / teilbare Exponenten u, u^, . . ., M .̂, für welche der 

Ausdruck a = TT'^TT'' ...TI'^ der /ten Potenz einer ganzen Zahl in kQ) 

nach l' congruent wird. Nach Satz 148 (S. 393) besitzt dann die Relativ-
i 

discriminante des Kummer'schen Körpers k(ffa, Q eine gewisse Anzahl / der 

Primideale p,p^, . . ., :p .̂, aber nicht das Primideal 1 als Factor. Anderer­

seits folgt aus (163.) unter Berücksichtigung des Satzes 151 (S. 420), 

dass der Grad m der Schar derjenigen Einheiten in kQ), welche Relativ-
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'_ l 1 
normen von Einheiten in k(Ya, ^) sind, höchstens den Wer t— 1 

i 

hat; somit würde für den Kummer'schen Körper k(Y'a, t) 

m<^ /, d. h, i -hm—^±i-<0 

ausfallen, was nach Satz 158 (S. 449) nicht sein kann. Damit ist die 
oben versuchte Annahme als unmöglich erkannt, d. h. für Exponenten 
u, u , . . ., Uj.., die nicht sämtiich durch / teilbar sind, ist der Ausdruck 

7r"7r"i...yir/* niemals der /ten Potenz einer ganzen Zahl in k(tf) nach 
1 t 

l' congruent. 
Es sei X eine Primärzahl des Primideals q. Aus dem Beweise des 

( / - l ) . / ' - ' ^ ,:_i 
Satzes 157 (S. 441) entnehmen wir, dass es genau ^ -^ nach l 

und also (/—1)/'*"^' nach i' incongruente primäre Zahlen in X(J) giebt: 

andererseits ist die /te Potenz einer zu l primen Zahl in k(t,) stets der 

/ten Potenz einer der l—l Zahlen 1, 2, . . ., l—l nach l' congruent. 

Aus der vorhin gefundenen Thatsache folgt daher, dass es stets 

möglich sein muss, die Exponenten u, M^, . . ., u^. derart zu bestimmen, 

dass der Ausdruck P^TI^TT\' ...TT"/x der /ten Potenz einer ganzen 

Zahl in kQ) nach \' congruent wird; wir setzen, wenn u, u^. .. ., «^ 

solcher Art bestimmt sind, a = 7i"7r"'...JT"' , so dass fi = ax wird, 

und behandeln nun die Annahme, dass eine gewisse posi t ive Anzahl 

a von diesen Exponenten u, u., ..., u, zu / prim, die übrigen 

—~ a aber durch / teilbar seien. Es wäre dann wegen (163.) 

i _ 

für den Kummer'schen Körper k(Yfi, tf), indem wir für ihn die Be­
zeichnungen des § 149 benutzen, ( ^ a - h l , r*^a, r = t—i* = 1. und 

(_ 

folgUch sind nach Hülfssatz 35 (S. 470) in diesem Körper hf^fi. t) alle Ideal­

klassen vom Hauptgeschlecht. Hieraus ergiebt sich unmittelbar folgende That­

sache: wenn r irgend ein Primideal in kQ) mit der Eigenschaft | - ' — 1 = 1 

ist und q eine Primärzahl von r bedeutet, so muss bei geeigneter Wahl 

der Einheit ^ das Charakterensystem der Zahl "̂p im Körper X(]'/i, tf) 
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aus lauter Einheiten 1 bestehen; es ist also insbesondere 

{^} = {fl=-. 
und da q ein Primideal zweiter Art sein soll, so ist auch j — f ^ l -

Wir bezeichnen jetzt die zu q conjugirten und von q verschiedenen 
Primideale mit q', q", . . . und diejenigen Substitutionen aus der Gruppe 
von k(C), welche q in q', q", ... überführen, bez. mit s', s", .... 
Haben dann h, h* die Bedeutung wie in § 149, und ist q die durch q 
teilbare ganze rationale Primzahl, so ergiebt sich (ähnlich wie in § 158) 
mit Rücksicht auf die Bemerkung hinter dem Satze 157 (S. 441) 

x(s'x)(s"x)--- = e'q''''% 

wo £ eine Einheit in X(Q ist. Wegen unserer Annahme über die Ex­
ponenten u, u^, . . ., u^, und da die Primideale p, p^, . . ., p^ vom ersten 
Grade und femer die durch sie teilbaren rationalen Primzahlen unter sich 
verschieden sind, können wir aus dem Satz 152 (S. 426) schliessen, dass 
es in X(Q ein Primideal r giebt mit den Eigenschaften 

(164.) 

{f}-i'-'. {f}=i: 

wo t,* irgend eine von 1 verschiedene /te Einheitswurzel bedeutet. 
Diese Gleichungen (164.) ergeben sofort 

(-•) m=-m-^-m-''--
r x.s'x.s"x... 1 f q\ ^^ 

(166.) { ^ h|Tt = ^ ' 
aus der ersten von den Gleichungen (165.) folgt nach dem zuvor Be­

wiesenen |—[ = 1, und in gleicherweise liefern die weiteren Gleichungen 

(165.) die Beziehungen { ^ } = 1' {7^}==^' ' ' "' ^"' '* ^""*" 
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plication wird hieraus \ — ( = 1 3 was wegen Satz 140 (S. 369) der 

Gleichung (166.) widerspricht. Unsere augenblicklich behandelte An­
nahme über die Exponenten u, M,, . . ., u^, ist daher unzutreffend, d. h. 
diese Exponenten, wie sie oben bestimmt wurden, müssen sämtlich durch 
/ teilbar sein, und a ist mithin gleich der /ten Potenz einer ganzen 
Zahl in k(t); hieraus ergiebt sich, dass x congruent der /ten Potenz 
einer ganzen Zahl in k(C) nach l' ausfällt, womit der Hülfssatz 43 be­
wiesen ist. 

§168 . 

Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die Fälle, dass eines der beiden 
Primideale von der zweiten Art ist 

Wir gelangen jetzt schrittweise, 'wie folgt, zu einzelnen Teilen des 
Reciprocitätsgesetzes für /te Potenzreste: 

Hülfssatz 44. Es sei q ein Primideal zweiter Art und r ein 

Primideal erster oder zweiter Art in k(^); wenn dann |—!-| = i ist, 

so wird auch i — \ = 1. 
[ q] 

Beweis. Es seien x, q Primärzahlen der Primideale q bez. r. 
Mit Rücksicht auf Hülfssatz 43 (S. 502) besitzt die Relativdiscriminante des 

Körpers k(Yx, t.) nach Satz 148 (S. 393) nur den einen Primfactor q. und 
daher gehören wegen des Hülfssatzes 35 (S. 470) in diesem Körper alle 

Ideale dem Hauptgeschlechte an. Wegen ] — [ = 1 ist r im Körper 
(_ 

k(Yx, fe) das Product von / Primidealen; für den Charakter irgend eines 
dieser / Primideale eriialten wir den Wert 

{Vl-{il='. 
und damit ist der Hülfssatz 44 bewiesen. 

Hülfssatz Ab. Wenn q, q irgend zwei Primideale zweiter Art in 

/ '(f) sind, so ist stets | - i ! - | = | i l | . 

Beweis. Im Falle | - " - | = l folgt die Richtigkeit der Behauptung 
q 
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unmittelbar aus Hülfssatz 44. Wir betrachten nunmehr den Fall 

] -t^ f ={= 1. Es seien x, x Primärzahlen bez. von q, q; ferner seien 
Iq 1 
q'. q", . . . die von q verschiedenen, zu q conjugirten Primideale und 
X, x", • • • tez. die betreffenden zu x conjugirten Primärzahlen' von 

q'. q", . . .: andererseits seien q', q", . . . die von q verschiedenen, zu 

q conjugirten Primideale und x', x", . .. bez. die betreffenden zu x con­

jugirten Primärzahlen von q', q", . . . . Endlich sei q die durch q teil­

bare rationale Primzahl; man hat dann xx'x"... = e'q''''', wo e eine 

Einheit in k(t) ist. Nach Satz 152 (S. 426) giebt es ein Primideal x, 

für welches 

(-) { T } = ^ M 4 1 - - { T } = >. •^-

(-) { 4 } - ^ - ' { 4 } - ' . { ^ 1 - ' • • • • • 

<-) {|}-'. {4)='. {^}-.-.{^)=> 
wird, wo t* irgend eine von 1 verschiedene Einheitswurzel bedeutet, und wo 

fi , . . ., £ die /•* in § 166 bestimmten und dort mit £j, fij, . . ., fij' ~ 

bezeichneten Einheiten in k(t) sind. Aus (167.) folgt 

und daher ist, wenn q eine Primärzahl von r bedeutet, nach Satz 140 

(S. 369) auch 

'"»•' {f|-{f}{f}{^l"-^* 
Andererseits ist wegen (167.) nach Hülfssatz 44 

{ f } - ' { ^ l = ' ' • '• 
und daher folgt aus (170.) | - ^ | = | — | = S*, es ist also 
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In gleicher Weise leiten wir aus (168.) die Beziehung her: 

07.) {i)={f}*.. 
Wir bestimmen nun die Potenz q''- von q so, dass J —^ [ ̂ ^ 1 

i 

wird, und betrachten dann den Kummer'schen Körper k(f\fxq', tf). Da 
q nach Voraussetzung und r wegen (169.) Primideale zweiter Art sind, 
so folgt vermittelst des Hülfssatzes 43, dass die Relativdiscriminante 
dieses Körpers nur die beiden Primideale q, r enthält. Nach Hfilfs-

i 

satz 35 (S. 470) giebt es daher in k{]Jxq', ^) höchstens / Geschlechter. 
i 

Das Primideal r ist die /te Potenz eines Primideals 9t in k(f^xq', t). 
Die beiden Charaktere von 31 in diesem Körper sind 

{^}-{T1' {^i-{fr'={ir. 
und hieraus ergeben sich die Charaktere von 91, 91 ,̂ . . . , 9t'. Wegen 
(171.) bestimmen die / Ideale 91, 91 ,̂ . . . , ^ l verschiedene Ge­
schlechter, und wegen der nämlichen Formel (171.) ist zugleich für 
dieselben stets das Product ihrer beiden Charaktere gleich 1. Die 

i 

letztere Thatsache gilt folglich für jedes beliebige Ideal in X(]W^. t). 

Da ] - J - [ = l ist, so wird q in k^fJxq", t) weiter zerlegbar; die Cha-
i- q J 

raktei-e eines Primfactors von q sind 

{^i-{i i. {^i={fi' 
und es ist daher das Product | - ^ [ | — | = 1 . Da andererseits 

{fh{fl{TF=' 
sein soll, so folgt unter Heranziehung von (172.) ]-'- i = | J - [ . 

I- q 1 l q J 
Hülfssatz 46. Es sei p ein Primideal der ersten Art und q ein 
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Primideal der zweiten Art in X(Q; wenn dann | - ^ | = i ausfällt, so 

wird auch \ — f = 1. 
U J 

Beweis. Es seien n, x Primärzahlen bez. von p, q. Wir nehmen 

an, es wäre | — | 4 = i . Nach Satz 152 (S. 426) giebt es ein von p 

und q verschiedenes Primideal r, für welches 

< - ' { 1 1 - ' . { ^1 = '. • { ^ 1 - ' 
ausfällt, wo fij, . . ., £j, die in § 166 bestimmten und dort mit 

fip . ., £;* bezeichneten Einheiten sind. Wegen (174.) ist r ein 

Primideal zweiter Art. Bedeutet q eine Primärzahl von r , so fällt 

| - ^ } 4 = 1 aus; denn aus j - 5 - | = i würde nach Hülfssatz 44 (S. 506) 

f TT] 1 folgen, was der ersten Gleichung in (173.) widerspräche. Wir 

können daher eine Potenz q^ von q bestimmen derart, dass \ —— \ = 1 wird. 

Da T, q Primideale zweiter Art sind, so folgt mit Rücksicht auf 
Hülfssatz 43 (S. 502) nach Satz 148 (S. 393), dass die Relativdiscriminante 

i 

des Körpers /£(]/;« p*, If) nur die beiden Primideale q, r als Factoren 

enthält. Nun ist nach (173.) |—1=1= 1 und nach Hülfsatz 45 (S. 506) 

{T}-{lh{T}' q-

und daraus folgt, wie im Beweise des Hülfssatzes 45 , dass für jedes 
i 

Ideal in k(Yxq^, tf) das Product der beiden Charaktere gleich 1 sein 

muss. _„__- , 
p 

.^egen j ^ ^ f = 1 wird p in k(]fxq% t,) weiter zerlegbar; ein 

jeder Primfactor von p besitzt als seine beiden Charaktere 

[^H^' {̂ }={")•' 
Da der erste Charakter nach Voraussetzung gleich 1 ist, so würde nach 
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( TI] 
dem eben Bewiesenen auch | — \ ^ 1 folgen, was nach (173.) nicht zu-

f q l 
trifft. Dadurch ist unsere Annahme \ — 1 ^ 1 wideriegt. 

Hülfssatz 47. Wenn q ein Primideal zweiter Art und p ein Prim­

ideal erster Art ist, so folgt stets \ — \ ^ \ — [• 

Beweis. Wir verfahren genau- wie im Beweise des Hülfssatzes 45, 

indem wir statt des Primideals q nunmehr das Primideal p einsetzen 

und demgemäss im Verlauf des Beweises behufs Ableitung der (172.) 

entsprechenden Beziehung statt des Hülfssatzes 44 den Hülfssatz 46 

heranziehen. 

§ 169. 

Ein Hülfssatz über das Product / / ' < ' \, worin ID alle von l verschiedenen 
l IT) J 

Primideale durchläuft. 

Wir sind nunmehr im Stande, den folgenden Hülfssatz abzuleiten: 
Hülfssatz 48. Wenn v, fi zu l prime ganze Zahlen sind nnd 

überdies fi der /ten Potenz einer ganzen Zahl in kQ) nach l' con­
gruent wird, so ist stets 

n'1:^ = 1, 

WO das Product über alle von I verschiedenen Primideale ffi in k(t.) er­
streckt werden soll. 

Beweis. Unter der über /.( gemachten Voraussetzung können wir 
offenbar p gleich einem Product aus lauter Primärzahlen von Prim­
idealen, dividirt durch die /te Potenz einer ganzen Zahl in X-(C), setzen. 
Ist V insbesondere gleich einer Primärzahl x eines Primideals q zweiter 
Art, so folgt alsdann die Richtigkeit der Behauptung sofort aus den 
Hülfssätzen 45 und 47, d. h. es ist unter der über ,t( gemachten Vor­
aussetzung stets 

(175.) n ' ( - ' ' - ^ - ^ | = i . 
(u.) l xo J 

l 

Nunmehr betrachten wir Aon Kummer'schen Körper X'(]/((, t). 
Wenn •/• die Anzahl dĉ r Charaktere bozeiehnel, die das Geschlecht einer 
Klasse in diesem Körjier bestimmen, so giebt es nach Hülfssatz 35 
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(S. 470) höchstens H"' Geschlechter in diesem Körper. Sind nun 
y-i,, • • •, Yr irgend r solche /te Einheitswurzeln, deren Product gleich 1 
ist, so können wir genau wie beim Beweise des Satzes 164 (S. 492) 

i _ 

nachweisen, dass es stets Ideale in k(Yft,, 0 giebt, deren Charaktere 
mit / j , . . ., y^ übereinstimmen. Dabei ist nur zu den Bedingungen 
(155.), (156.), denen das dort mit p bezeichnete Primideal genügen 
soU, noch das ßedingungssystem 

{|} = M-^)----^{^} = ' 
hinzuzunehmen, wo e^, . .., £̂ , die in § 166 bestimmten und dort mit 
£j, . . . , £;, bezeichneten Einheiten sind. Auf diese Weise wird nämlich 
erreicht, dass p obenein noch ein Primideal zweiter Art wird, und wegen 
dieses Umstandes dürfen wir mit Rücksicht auf die Hülfssätze 45 und 47 
das Reciprocitätsgesetz in der nämlichen Weise anwenden, wie dies beim 

Beweise des Satzes 164 geschehen ist. Statt des dort benutzten Satzes 163 
i _ 

ziehen wir hier die Formel (175.) heran. Zugleich folgt, dass in k(Yfi, 0 
wirklich P~ Geschlechter vorhanden sind, und damit zugleich, dass für 
jedes derselben das Product der r Charaktere stets gleich 1 sein muss. 
Diese Thatsache bringen wir nun zur Anwendung, um den Hülfssatz 48 
für den FaU zu beweisen, dass v eine Einheit ist, und weiter für den 
FaU, dass v eine Primärzahl eines Primideals erster Art ist. 

Es seien wiedemm £,, . . ., s^, die soeben erwähnten l* Einheiten; 
ferner 1 ,̂ . . . , l̂ , wie in § 149, die t in der Relativdiscriminante von 

k(Yfi, ö aufgehenden verschiedenen Primideale, und es mögen darunter 
1(1 ^t-i' • • •' W i ^'^ *° § ^'^^ ausgewählt sein; ferner seien X^_^.^, • • •, X^ 
Prünärzahlen bez. von I , . . ., Î ; endUch sei § eine beUebige Einheit 
in X(^). Nach Satz 152 (S. 426) giebt es ein Primideal q, für welches 
bei einem gewissen zu / primen Exponenten m 

(176.) . 
q 

(177.) ' 

^ 1 = 1 . 

q 1 1 v+i J i q I i V-t-2 

fi} - {!)" 
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( p,} 
wird. Es sei x eine Primärzahl von q. Wegen der Gleichung '^ '^f ^^ 1 

i_ 

zerfäUt q im Körper k(Yp', 0, ^^^ 'wegen der übrigen Gleichungen 
(176.) ist q ein Primideal zweiter Art. Die r Charaktere eines Prim­
factors von q haben, da, wie man aus (377.) und durch die Hülfs­
sätze 45 und 47 erkennt, 

(-> { ^ } - ' . ••• {^"^1 = " 
ist, folgende Werte: 

{^}. {^I^ • • •• {^)' 
Nun muss nach dem oben Bevriesenen das Product derselben gleich 1 
sein; dies liefert mit Rücksicht auf (178.) und auf die letzte Gleichung 
in (176.) die Beziehung 

^ ^ ^ = 1 , 
W > 

WO- das Product über alle von I verschiedenen Primideale tti zu er­
strecken ist; daraus folgt dann weiter mit Hülfe von (175.) 

(179.) JI'{i_Aü)=,l^ d.h. i l ' f l i J i l ^ l ; 
(tu) (. tf J (ro) 1 W 1 

der Hülfssatz 48 gilt also auch in dem Falle, dass v eine beUebige 
Einheit in X(^) vorstellt. 

Nunmehr sei p irgend ein Primideal der ersten Art, welches die 

Bedingung j - i — 1 ^ 1 erfüllt und folgUch in X(]'((. t) zerlegbar ist. 

Die /• Charaktere eines beliebigen Primfactors von p sind, wenn .T eine 
Primärzahl von p und ^ eine geeignete Einheit iu A-(̂ ) bedeutet. 

j'§n, p\ j^rc,.ft,\ |?-T, ,((\ 

ri;~r i i r • • ' 1 r,. r 
Da das Product derselben gleich 1 sein muss, so folgt wie vorhin: 

0») i W 1 

und hieraus wegen (179.): 

J2 '{^ ' 'U=1 ' 
Ciu) l >« I 
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Ist endUch p ein solches, zu fi primes Primideal erster Art, für welches 

| - r - f =1= 1 ist, so bestünme man ein Primideal zweiter Art q derart, dass 

|-—1 + 1 ist; dann ist nach Hülfssatz 44 auch {-^f4= 1. Bedeutet x 

eine Primärzahl von q und x' eine solche Potenz von x, dass 1 ^ ^ [ = 1 

wird, so ist nach dem soeben Bewiesenen 

(») l tt) J 
und da auf Grund des Hülfssatzes 47 auch 

to)ltt)J I p l l q J (») 
ausfäUt, so folgt weiter 

(180.) J I ' { i ^ | = l ; 

der Hülfssatz 48 gut also auch dann, wenn v eine Primärzahl eines 
beUebigen Primideals erster Art ist. Aus (175.), (179.), (180.) folgt 
die allgemeine Gültigkeit des Hülfssatzes 48. 

§ 1 7 0 . 

Das Symbol \v, fj.\ und das Reciprocitätsgesetz zwischen zwei beliebigen 
Primidealen. 

Wir gelangen jetzt in überraschend einfacher Weise zu der am 
Anfang dieses Capitels in Aussicht gestellten neuen Begründung der 
Theorie des regulären Kummer'schen Körpers. Setzen wir, wenn v und 
fl ganze Zahlen in k(t) bedeuten, 

081.) „.„ = („. {^))-
WO das Product J I wiederum über alle von I verschiedenen Primideale 

(n>) 

ü) in X(S) zu erstrecken ist, so stellt das Symhol {v, p,} eine /te 
Einheitswurzel dar, die durch die Zahlen v, fi völUg bestimmt ist, und 
es folgen aus (80.) (S. 411) sofort die Formeln 

I-Vi-Vj, lA = K , lAK, lA, 

(182.) ^ \v, fi,p.f\ = \v, p^Mv, p-,\, 

\v, (A\fJ" A = 1 ' 
Jahresbericht der DentäChen Mathem.-Vereinigung. IV. 3 3 
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in denen v, v,, v,^, p, fi^, fi^ beliebige ganze Zahlen in k(t) bedeuten. 
Bezeichnet ferner r eine Primitivzahl nach / und « = ( ^ : ^ ) die be­
treffende Substitution der Gruppe von k(Q, so folgt 

(183.) \8v, sp] = {v, p,f. 

Fexner ergiebt sich die Thatsache: 
Hülfssatz 49. Wenn v, fi zwei primäre Zahlen des Körpers k(^) 

sind, so hat das Symbol \v, p,\ stets den Wert 1. 
Beweis. Zunächst folgt, wenn a irgend eine ganze rationale, zu / 

und zu V prime Zahl ist, mit Rücksicht auf Satz 140 (S. 369) die Gleichung 

<'»*•) i '-«i={^r{T)='-
l-l 

Da fl eine primäre Zahl sein soll, so ist fi.s '•' fi einer ganzen rationalen 
Zahl nach l'"* congruent. Infolgedessen können wir dann auch nach 
I eine ganze rationale Zahl a bestimmen derart, dass die Congruenz 

l—l 

a.fi.s ^ j(i ^ 1, ( l ' ) 

besteht, und ausserdem wieder a prim zu v wählen. Nun orpebt sich 
bei Anwendung des Hülfssatzes 48 

l—l t-i 

\v, a\\v, p\\v, s 2 p,\ = {v, a.p,.s ^ p\ = l. 

und folgUch wird wegen (184.) auch 

l—l 

\v, p.\{v, S ^ fl} = 1. 

Entsprechend beweisen wir 

t—i l - l j—i 

{v, s 2 p]\s ^ V, s ^ fl] = 1. 

Aus Formel (183.) ergiebt sich ferner 
l-l l-l 

{(', p]{s 2 r, s - fl] = 1. 

Die drei letzten Gleichungen zusammengenommen liefern 

\v, fi\'=l, d. h. jr. |a| = l. 

und damit ist der Hülfssatz 49 bewiesen. 

Wählen wir insbesondere v, fi als Primärzahlen von zwei be­
liebigen Primidealon p, q in X'(^), so ist die Aussage des Hülfss.'itzes 49 
mit dem allgemeinen Rociprocitätsgesotze 161 (S. 471) für diese Prim­
ideale p, q gleichbedeutend. 
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§ 1 7 1 . 

Uebereinstimmung des Symbols [v, LI] mit dem Symbol {^^^f-

Wir schUessen aus Satz 151' (S. 420), wobei nur der FaU Xo + 1 
dieses Satzes zur Anwendung kommt, dass {v, fi] stets den Wert 1 

i_ 

besitzt, sobald v die Relativnorm einer ganzen Zahl des Körpers k(Yfi, 0 
ist; und endlich gelingt jetzt auch der Nachweis dafür, dass \a, fi] stets 

i 

den Wert 1 hat, so bald die ganze Zahl «Normenrest des Körpers X;(]//I, t) 
nach l ist. In der That, nehmen wir der Kürze wegen an, dass beide 
Zahlen a, fi zn l prim sind, und setzen wir a^Nj^(A) nach l', wo 

i 

N^(A) die Relativnorm einer ganzen Zahl A in k(Yfi, t) bedeuten soU, 

so ist die Zahl a.(Nj^(A))~ offenbar der /ten Potenz einer ganzen 

Zahl nach l congruent; daher wird unter Benutzung der Formeln (182.) 

sowie mit Rücksicht auf die vorausgeschickten Bemerkungen und den 

Hülfssatz 48 : 

{a.(N^(A))'-\ fl] = \a, fi]{N,(Ay fi]'-' = \a, fi] = l, 

wie behauptet wurde. Wenn eine der Zahlen a, fi oder beide durch I 
teilbar sind, so gelingt der Nachweis dieser Formel ebenfalls ohne 
Mühe vermöge der nämUchen Hülfsmittel. 

Ist fl eine ganze, zu I prime Zahl in X(^), so folgt aus (181.) 
leicht die Gleichung 

\t, !^] = C ' ; 

demnach erfüUt der Ausdruck {v, fi] sämtiiche Forderungen, die für 

das Symbol 1 ^""' | am Schluss des § 133 aufgestellt worden sind; es ist 

somit, wenn vrir die dort auf S. 423 unten angegebene Definition des 

Symbols \ ' \ zn Grunde legen, 

\^, M) = {^}; 
in dieser Gleichung erkennen wir dann den Satz 163 (S. 490) wieder^ 

Sind insbesondere die beiden Zahlen v, p zu I prim und v, fi 
33'* 
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ganze Zahlen in X(S), die mit den ersteren durch die Congruenzen 

V = -V, |U = |W, (t) 

verknüpft sind, so erhalten wir durch Benutzung des Hülfssatzes 48 

leicht 

{¥} = {¥)• 
Hieraus und in Ansehung der Formeln (182.) entnehmen is-ir folgende 

Thatsache: Wenn die beiden Zahlen v, fi zu l prim sind und 

^ = a'(l-^X)'' (1+A^)"^...(l-[-X'-T'\ it, 

^ = b'(i-^xf''(i-^xT'...(i-^x'-T-\ (Ö 
gesetzt 'Wird, wo a, b und die Exponenten 

« 1 , « 2 , • •- »*,_i; » » i ' '»»2' • • •' '^i-i 

ganze rationale Zahlen smd, so besteht eine Gleichung von der Gestalt 

{ ^ 1 = £ 

dabei ist L eine homogene bUineare Function der beiden Reihen von 
VeränderUchen n^, ..., n^^; m^, ..., TO,_J, und die Coefficienten 
von L sind, ganze rationale Zahlen die nur von der Primzahl / abhän­
gen, und die man bei gegebenem Werte der Primzahl / etwa durch be­
sondere Annahmen der Zahlen v, p leicht berechnen kann. 

Nachdem nun das Symbol l—''/^\ definirt und seine wichtigsten 

Eigenschaften abgeleitet worden sind, dürfen wir die in diesem Capitel 
bisher festgehaltene Einschränkung auf Kummer'sche Körper mit einer 
zu I primen Relativdiscriminante fallen lassen; es gelangen dann, genau 
wie oben, die Sätze 164 (S. 492), 165 (S. 495), 166 (S. 495) und vor 
allem der Fundamentalsatz 167 (S. 496) zum Nachweise, Mit Hülfe 
dieses Satzes 167 und geeigneter Benutzung des Satzes 152 (S. 426) 
lässt sich dann auch zeigen, dass, wenn v, fx zwei beUebige g.anze 

Zahlen in k(t) mit der Eigenschaft | — ! i - | = l sind und jtj nicht 

gleich der /ten Potenz einer ganzen Zahl in X(t) ausMt, die Zahl r 

stets Normenrest des Kummer'schen Körpers k(YJi. t.) nach I sein 
muss. Damit ist dann der Satz 151 (S. 120) für den Fall 1» = l nach­
träglich als richtig erk.annt, und es folgt hieraus auch die Gültigkeit des 
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Satzes 150 (S. 402) für ttj = I. Bei der hier dargelegten Begründungsart 
der Theorie des Kummer'schen Körpers erscheinen also die Sätze 150 und 
151 für iti = l im Gegensatz zu dem früheren Aufbau als die Schluss­
steine des ganzen Gebäudes. 

Capitel XXXVl. 

Die Diophantische Gleichung a"'-hß"'-hY"' = 0. 

§ 172. 
Die Unmöglichkeit der Diophantischen Gleichung ß'-h/S'-h/ = 0 

für reguläre Primzahlexponenten l. 

Fermat hat die Behauptung aufgesteUt, dass die Gleichung 

a -ho -hc = 0 

in ganzen rationalen, von Null verschiedenen Zahlen a, b, c für keinen 
ganzzahUgen Exponenten m > 1 lösbar ist. Wenngleich schon aus der 
Litteratur vor. Kummer' vereinzelte Resultate über diese Gleichung 
von Fermat bemerkenswert sind [Abel', Cauchy^' ^, Dirichlet'' -' ]̂ 
Lame'' ^'', Lebesgue'' ^' ^], so ist es doch erst Kummer auf Grund der 
Theorie der Ideale des regulären Kreiskörpers gelungen, den Beweis der 
Fermafs<Aien Behauptung für sehr umfassende Klassen von Exponenten 
m vollständig zu führen. Die wichtigste von Kummier bewiesene 
Thatsache ist die folgende: 

Satz 168. Wenn / eine reguläre Primzahl bedeutet und a, ß, y 
irgend welche ganze Zahlen des Kreiskörpers der /ten Einheitswurzeln 
sind, von denen keine verschwindet, so besteht niemals die Gleichung 

(185.) aH-iS'-4-/ = 0. 

[Kummer'^' ^' ^'.j 
2in 

Beweis. Es sei t,= e ' , . . ^ = 1 — ? , I = (A). Wir nehmen im 
Gegensatz zu der Behauptung an, die Gleichung (185.) besässe eine 
Lösung in ganzen Zahlen a, ß, y des Körpers kQ), und unterscheiden 
dann die zwei Fälle, dass keine der drei ganzen Zahlen a, ß, y durch 
I teilbar ist, oder dass mindestens eine unter ihnen durch I teilbar ist. 
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Im ers ten Falle sind jedenfalls für den Exponenten / die Werte 
3 und 5 ausgeschlossen. In der That, für / = 3 wäre jede der drei 
Zahlen et, ß, y ^ ± l nach I und folgUch jede der drei Potenzen 
a", ß^, y ' ^ ± l nach t ' ; hieraus würde folgen, dass die Summe 
dieser drei Potenzen = d z l oder = ± 3 nach V ausfiele, was 
mit dem Bestehen der Gleichung (185.) nicht verträglich ist. Auf 
einen ähnlichen Widerspruch gelangen wir für / = 5 , wenn wir berück­
sichtigen, dass in diesem Falle jede der drei Zahlen a, ß, y ^ ± l , ± 2 
nach I und folglich jede der drei Potenzen a\ ß\ ^ ' = ± 1 , ± 3 2 
nach P sein müsste. 

Es sei also / ^ 7 . Gilt die Gleichung (185.) für die drei Zahlen 
a, ß, y, so ist offenbar auch a*+ß*'-^y*'= 0, wenn a*, ß*, f be-
zügUch die Producte von a, ß, y mit irgend welchen /ten Einheits­
wurzeln bedeuten. Wegen dieses Umstandes dürfen wir von vorn herein 
annehmen, dass die drei der Gleichung (185.) genügenden Zahlen 
a, ß, y semiprimär sind. Wir bringen nun die Gleichung (185.) in 
die Gestalt 

(186.) ( a - l - ( S ) ( a - h ^ | S ) ( a - l - ? ' | S ) . . . ( a + r t ) == -f-

Würden hier zwei der / Factoren linker Hand, z. B. a-h^"/? und 

a-{-C'^"ß, einen Factor gemein haben, so müsste dieser auch in (tf—l)a 
1 — tf 

und in ( 1 — t,'')ß aufgehen, und da — TT- eine Einheit ist und 1 nicht 

in y aufgeht, so müsste dieser gemeinsame Factor notwendig ein ge­
meinsamer Factor der Zahlen a und ß sein. Da jeder Primfactor, der 
nur in einem der / Factoren linker Hand von (186.) aufgeht, wegen 
eben dieser Gleichung offenbar zu einem durch / teUbaren Exponenten 
darin vorkommen muss, so folgt, dass die / Factoren der linken Seite 
von (186.) die folgende Zerlegung gestatten: 

a-htß = î a, 

«+SV = ta, 

«+rV = iL,a; 
darin bedeutet o den grössten gemeinsamen Idealteilcr der Zahlen «, ß, 

^1'"' i' Ji> i2> •••>!;_] "̂i*^ gewisse Ideale in k(C). Da insbesondere 
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a - h ^ ~ ß zu I prim ist, so können wir eine /te Einheitswurzel ^* be­
stimmen derart, dass ^*(a-\-^''~^ß) semiprimär wird; wir setzen 

ß 
fl Q = r («+0) ' " r(«+s''̂ V) 

Es ergiebt sich dann 

(187.) 

^Ij—1' 

^ li—1'' 

^j_2 (\l—2 \ 

î(—1 

d. h. es ist 

(li)'-' (li)'-' '' " (fe)'-' 
und femer wird 

(188.) A*+^^^? = ^*~'' 

Bedeutet h die Anzahl der Idealklassen in k(ty so ist andererseits 

( d ) ' - ( l i ) ' - " •• (fe)*-' 
und da Ä zu / prim ist, so folgt hieraus weiter 

ll 

b_i » 2 — 1 

It—2 

L i 
( - 1 -

Die Gleichungen (187.) können infolgedessen und mit Rücksicht auf 

Satz 127 (S. 336) in der Gestalt 

(189.) i^+r? = c'"^^"^' (u=0, 1, 2, . . . , 1—2) 

geschrieben werden, wo die e^ gewisse ganzzahUge Exponenten, die £„ 

geeignete ree l le Einheiten des Kreiskörpers k(0 und die a^ gewisse 

ganze oder gebrochene Zahlen mit zu l primen Zählern und Nennern 

in k(0 bedeuten. Da die /te Potenz der Zahl a^ jedesmal congruent 

einer gewissen ganzen rationalen Zahl a^ nach t ist, so erhalten wir 
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aus den Gleichungen (189.) die Congruenzen 

(190.) ^-+-re = £'"*„«„' a')> (u^o,i,2,...,i-2). 
Auf diese Congruenzen wenden wir die Substitution (t,--t,~) an und 

bezeichnen die bei dieser Substitution aus fi und q hervorgehenden 

Zahlen mit fi' und q'; dann entsteht 

(191.) fi'-^trq' = C\<^^, a'), (»=".'. '^ '-2)-

Aus (190.) und (191.) folgt 

(192.) P-^CQ = f > ' + ? ' ' " " " ? ' : ( 0 , (" = ".'- 2 '-^J-

Setzen wir | i t ^ m , q^^r nach I', wo m und r ganze rationale Zahlen 

bedeuten sollen, so folgt aus (192.) 

(193.) 
, ,.14 v2e„ , . 2 « « - " ^,3>. 

und wegen der aUgemeinen Beziehung ^ ^ 1— r̂A nach l ' Uefert (193.) 
die Congruenz: 

2e^(m-{-r) = 2ru, (/). 

Andererseits folgt aus der Gleichung (188.) m-i-r ^ 1 nach /, und 
daher haben wir 

e^ ^ ru, (/), (u = 11,1,2 1-2). 

Nehmen wir nun unter Berücksichtigung dieser Beziehung speciell die 
Congruenzen (192.) für u=0, 1, 2, 3, so folgt aus diesen durch 
Elimination der Zahlen p, q, fi', q' notwendig 

1, 1, 1 

Sr—1 

2i\2 ,v2r—1^2 
) , 

3 /)-2r,3 /v2r—1.3 

1, (Cf, Q"'f, (^-'y 

1, (?)̂  (rf, (r-y 

= 0, d'), 

d. i. 

(194.) (i-m-t)(i-t-')(t-i")(c-c^^')(t-^'-')=o, 0'). 
Hier ist auf der linken Seite keiner der Factoren gleich 0, denn sonst 
müsste entweder r ^ O oder r ^ l oder »'^-J- nach / sein. Wäre 
r = 0 nach /, so würde ß^O nach I folgen; wäre r = l nach /, so 
würde ( " = 1 nach 1, d. h. ß=.a-{-ß oder a = 0 nach I folgen; 
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beides läuft unserer Annahme über die Zahlen a, ß, y zuwider. Wäre 
r ^ \ nach /, so würde p = ^ nach I, d. h. 2jS = a-hjS oder a^=.ß 
nach I folgen. Da aber a, ß, y in der Gleichung (185.) symmetrisch 
auftreten, so würde die gleiche Schlussweise auch zu der Congruenz 
a'^y nach I führen, und dann wäre a ' -h jS ' -hy '= 3a ^ 0, d. h. 
a ^ 0 nach I, was wiederum unserer Annahme über es, ß, y widerspricht. 
Jeder Factor auf der Unken Seite der Congruenz (194.) ist demnach 
durch l, aber nicht durch I' teilbar, daher ist mit Rücksicht auf die 
Annahme / > 7 diese Congruenz (194.) unmöglich. 

Wir nehmen nunmehr zwei tens an, es sei in der Gleichung (185.) 
eine der drei Zahlen a, ß, y, etwa y, durch I teilbar, und zwar gehe in 
y genau die mte Potenz von \ auL Wird dann y durch Xf''8 ersetzt, 
so dass § eine zu l prime ganze Zahl in kQ) bedeutet, so ist die aus 
(185.) entstehende Gleichung von der Gestalt 

(195.) d+ß' = £2""(J'; 

hierin ist £ : = — 1 . Es soll jetzt gezeigt werden, dass überhaupt eine 
Gleichung von dieser Gestalt (195.) nicht möglich ist, wenn in der­
selben a, |S, J zu I prime ganze Zahlen und £ irgend eine Einheit des 
Kreiskörpers kQ) sein soUen. Zu dem Zwecke nehmen wk wiederum 
die Zahlen a, ß semiprimär an und bedenken dann zunächst, dass 
d, ^ ganzen rationalen Zahlen nach l'"̂ ^ congruent werden und daher 
wegen (195.) auch £2™'^' einer ganzen rationalen Zahl nach l'"*"̂  con­
gruent sein muss; infolgedessen ist notwendig »i > 1. Ferner erkennen 
wir durch eine ähnUche Ueberiegung wie in dem vorher behandelten 
FaUe und in Berücksichtigung des Umstandes, dass a-^ß semiprimär 
ist, die Gültigkeit der folgenden Gleichungen: 

(196.) 
a-h^jS = Hi<^, 

a+f'ß = At^a, 
wo j , i , . . ., i , a zu I prime Ideale in kQ) sind. Ist insbesondere 
/ = 3 , so fällt die Klassenanzahl h des Körpers kQ) gleich 1 aus, und 
es ist daher jedes Ideal in kQ) ein Hauptideal. Setzen wir in diesem 
Falle a = (x), wo x eine ganze Zahl in kQ) bedeute, und dann 

a ß 
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so gehen die Gleichungen (196.) über in 
.•.',(,i,-i)+i-i fi-\-q = K \, 

ii-+U 
t.2 

^ll ' (197.) 

/.i-h-t^e = 

Im Falle / > 3 bilden wir die Zahlen 

aX ßl 
M = - ^ q : ^ ^ ' ^ - a-h^'-V ' 

dieselben lassen sich auch in der Gestalt von Brüchen schreiben, deren-
Zähler und Nenner zu l prim sind. Aus den drei ersten und der 
letzten der Gleichungen (196.) entnehmen wir die Gleichungen 

-,l(m-l)+l i \ \ 

(198.) \ f*+Se = ' ^ ( T ^ ) ' 
^ H—l' 

Wie in dem zuerst behandelten Falle schliessen wir hieraus wiederum 

i 1 1̂ 1 '2 ., 
Y-r^l, - j—<-' l ' ^—<-'l> 
1;_1 \i—\ l/_i 

und infolgedessen können wir die Gleichungen (198.) in der Gestalt 

(199.) 

M+? 

P'+K.^ 

V 

Xa*' 

^ . 2 eXf 
fi-\-l q = — f i ­

schreiben, so dass V, a*, ß*, y* ganze, zu I prime Zahlen und f und fi* 
Einheiten in X;(̂ ) bedeuten. Wegen (197.) besteht ein Gleichnngssysteiu 
wie (199.) auch für / = 3 . Durch Elimination von p, q folgt daher 
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für / = 3 sowie für / > 3 eine Gleichung von der Gestalt: 

(200.) a*'+7}ß*' = 7j*X'^'"~'^y*\ 

wo 7j und 7j* \== ^ ~"^/ £ und = r i - I ? ' ^ ** ) ^ '̂̂ öl*®" ™ 

k(t) sind. Da a*, ß*, ganzen rationalen Zahlen nach l' congruent 
sind und, wie vorhin bewiesen, m > 1 ausfällt, so folgt in Anbetracht 
dieser Gleichung (200.), dass auch TJ einer ganzen rationalen Zahl nach 
l' congruent sein muss, und daher ist nach Satz 156 (S. 439) rj die 
Ite Potenz einer Emheit in k(Q. Schreiben wir nun in der Gleichung (200.) 

_i_ 

ß*7j ' an SteUe von ß*, so nimmt diese Gleichung die Gestalt von 
(195.) an, nur dass der Exponent m jetzt um 1 kleiner geworden ist. Die 
wiederholte .Anwendung des nämUchen Verfahrens auf die Gleichung (200.) 
würde notwendig zu einer Gleichung von der Form (195.) mit m = l 
und dadurch auf einen Widerspruch führen. Damit ist der Satz 168 
voUständig bewiesen. 

§ 173. ^ 

Weitere Untersuchungen über die Unmöglichkeit der Diophantischen Gleichung 

Der Beweis der Unlösbarkeit der Gleichung a -\-ß -+-y = : 0 in 
ganzen Zahlen a, ß, y des Kreiskörpers der /ten Einheitswurzeln ist 
von Kummer noch in dem FaUe erbracht worden, dass / eine Primzahl 

( —) 
ist, die in der Klassenanzahl h des Kreiskörpers XVe ' / zur ersten, 
aber nicht zu einer höheren Potenz aufgeht [Kummer'^]. Der Be­
merkung auf S. 437 zufolge ist somit die Fermat'sche Behauptung ins­
besondere für jeden Exponenten m < 1 0 0 als richtig erkannt. Die 
Aufgabe, die Fermat'sche Behauptung aUgemein als richtig zu erweisen, 
harrt jedoch noch ihrer Lösung. 

Es bleibt noch übrig, die Gleichung a™+jS'"-h)'"' = 0 für den 
FaU zn behandeln, dass der Exponent m eine Potenz von 2 ist. Die 
Gleichung a^-+-b'= c^ besitzt bekannüich unendlich viele Lösungen in 
ganzen rationalen Zahlen a, b, c. Weiter gilt jedoch der Satz: _ 

Satz 169. Wenn a, ß, y ganze Zahlen des durch i = Y—'^ ^^-
stimmten quadratischen Körpers sind, von denen keine verschwindet, so 
gilt niemals die Gleichung 

(201.) a'-^-ß' = y' „2 
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Beweis. Wir nehmen im Gegenteil an, dass es drei solche ganze 
Zahlen a, ß, y gebe, welche diese Gleichung erfüllen. Es werde X=l-{-i 
und I = (X) gesetzt. Zunächst sehen wir dann leicht ein, dass not­
wendig eine der beiden Zahlen a, ß durch X teilbar sein muss. In der 
That, nehmen wir an, dass a und ß prim zu X wären, und berück­
sichtigen wir, dass eine zu X prime ganze Zahl in k(i) stets ^ 1 oder '/ 
nach P, ihre zweite Potenz dann ^ ± 1 nach l* und ihre vierte notwendig 
= 1 nach 1° sein muss, so folgt a*-h|3* ̂  2 nach l"'. Hiernach müsste 
y- notwendig durch I und durch keine höhere Potenz von I teilbar sein. 
Setzen wir aber dementsprechend y^X-\-X'^y', wo y' 'wiederum eine 
ganze Zahl in k(i) bedeute, so finden wir y^^2i nach I* und daher 
stets y^ E|E «•'-hjS* nach l*, womit unsere Annahme 'widerlegt ist. Der 
Fall, dass beide Zahlen a und ß durch I teilbar sind, kann offenbar 
sofort ausgeschlossen werden, da dann y durch l ' teilbar und somit das 
Fortheben der Potenz X* auf beiden Seiten der Gleichung (201.) 
möglich wäre. 

Es bleibt also nur die Annahme übrig, dass die eine der Zahlen 
a, ß, etwa die Zahl a, durch I teilbar, die Zahlen ß und y dann aber 
zu I prim sind. Wir setzen demgemäss « ^ A" a*, wo a* eine zu X 
prime Zahl bedeute, und legen dann unserer Betrachtung sogleich die 
allgemeinere Gleichung 

(202.) ß'—f = eX'"'a** 

zu Grunde, wo e eine beliebige Einheit in k(i) bedeute. Wir entnehmen 
aus dieser Gleichung (202.), indem wir nötigenfalls y mit — / ver­
tauschen, zwei Gleichungen von der Gestalt: 

3'-{-y = 7jX""-\'\ 

<}2 , , q, 12 „ f i 

iß'-i-y = 7jX'"'-'a'' 
(203.) i^ ' ' {' 

[ß"-y = &X'' ß''. 
wobei 7j, & Einheiten und a', ß' ganze, zu l prime Zahlen in k(i) be­
deuten. Wenn man die beiden Gleichungen (203.) addirt und das Re­
sultat durch d-X^ dividkt, so entsteht eine" Gleichung 

(204.) ß''—,»'ß' = 7j'X""-'a'\ 

wo -&', •»;' Einheiten in k(i) sind. Im FaUe m= 1 wäre diese Gleichung 
sicher unmöglich, weU die Zahlen ß', d-', ß, >/, a' sämtlich = 1 nach 
l ausfallen. Es ist daher notwendig m > 1. Dann .aber folgt aus 
dieser Gleichung (204.), wenn sie ids Congruenz nach 1̂  aufgefasst 
wird, zunächst -i/- '= 1 nach l"; es ist daher y-' = ± l . Setzen wir, 



§ 173. Capitel XXXVL Die Diophantische Gleichung etc. 525 

je nachdem hier das positive oder das negative Vorzeichen gut, ß = y' 
bez. ß = iy', so nimmt die Gleichung (204.) die Gestalt der Glei­
chung (202.) an, nur dass jetzt m einen um 1 kleineren Wert hat. 
Die gehörige Wiederholung des angegebenen Verfahrens führt auf einen 
Widerspruch. 

Aus der Fei'mat'schen Behauptung für den FaU / = 3 lässt sich 
sofort die Thatsache ableiten, dass es keine andere cubische Gleichung 
mit rationalen Coefficienten giebt, deren Discriminante gleich 1 ist, 
ausser den zwei folgenden: 

x^—x±i = 0 
und denjenigen, die durch die Transformation x = x'-i-a, wo a eine 
rationale Zahl ist, aus jenen Gleichungen hervorgehen. [Kronecker'.] 

Die aUgemeine i^ej'mafsche Behauptung lässt sich nach Hurwitz 

in der Fassung aussprechen, dass der Ausdruck yi—x'^ für eine posi­
tive, echt gebrochene rationale Zahl x und einen ganzen rationalen Ex­
ponenten m > 2 stets eine irrationale Zahl darstellt. 
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Dnickfeliler, Bericlitiguiigeii und Zusätze. 

S. 177. Z. 3 V. u. Statt „diese" lies: „eine solche". 
S. 180. Z. 14. Statt „bestimmende Zahl" lies: „bestimmende ganze Zahl". 
S. 182. Z. 5. Füge ein „[Kummer i, ^y. 
S. 185. Z. 11. Man hat nämlich den .Hülfssatz 2 auf diejenigen zwei Func­

tionen der einen Veränderlichen x anzuwenden, welche aus F und R 
entstehen, wenn man darin 

u, = x, u,=x'''+\ »3 = :r(™+lJ', . . ., u, = x<-^+'-^'-^ 
einsetzt. 

S. 192. Z. 9. Füge hinzu: „vorausgesetzt, dass a und B zu einander prim 
sind". 

S. 200. Z. 7—5 V. u. Inwiefern Ideale eines Körpers k zugleich auch als 
Ideale eines höheren Körpers aufgefasst werden können, wird auf 
S. 204 Z. 12—19 auseinandergesetzt. Vgl. überdies den hier folgen­
den Zusatz zu S. 204. 

S. 204. Z. 12—19. Dass wir berechtigt sind, unter den angegebenen Um­
ständen {«p . . . , ßj) zugleich als ein Ideal in Je und in A' anzusehen, 
lehrt der folgende Satz: Wenn ßp . . . , it̂  und «*, . . . , o* ganze 
Zahlen in k sind, so dass in K die beiden Ideale 3 = («p • • • i "^ 
und 5* = (ci*, . . . , af,) mit einander übereinstimmen, so stimmen 
auch in k die beiden Ideale j = («j, . . . . ŵ ) und j * = {af, ..., af,) 
mit einander überein. In der That, wegen der Voraussetzung gilt, 
wenn «* eine der Zahlen n* njt bedeutet, eine Gleichung von 
der Gestalt o*=yija^-l h^^ßj, wo ^ j , . . . , A^ gewisse ganze 
Zahlen in K sind. Wenn wir mm von beiden Seiten dieser Glei­
chung die Relativnorm bilden, so crkonuen wir, dass im Körper it 
die Zahl f? "" durch f leilbar sein muss; infolgedessen isl in k auch 
fc* durch j und daher auch j * durch j teilbar. Da in gleicher ^Yeise 
das Umgekehrte gezeigt worden kann, so haben wir notwendig in k 
die Gleichung j = J*. 

S. y.'SB. Z. 12—13. Statt: „in welchem ,„ . . . , i^^^ die Basis eines Ringideals 
bilden" hos: „in welchem, wenn A eine geeignet gewählte gtmze 
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rationale Zahl bedeutet, die Producte Äl^, Ai,^, ..., Ac.^ die Basis 
eines Ringideals bilden". Zum Beweise dieses Satzes 60 vergleiche 
den Beweis zu Satz 61. 

S.24L Z .8v . u. Statt . . , - ^ lies _ ^ , . . . , ^ . 

S. 241. Z. 7 V. u. ist das erste Mal „m" zu streichen. 
S. 243. Z. 8 V. u. Statt: „ i = ( ß i , . . . , a^ ist folglich zu f prim" lies: 

„j* = («j, . . . , «p ist folglich zu f prim. Da j * durch j teilbar ist 
Und überdies in dem Product fj aufgeht, so ergiebt sich daraus 
j * = j ; d. h. j , . erweist sich als ein reguläres Ringideal, dem das 
Körperideal j zugeordnet ist. Damit ist der Satz 64 bewiesen." 

S. 258. Die sämtlichen in der Tabelle vorkommenden Gradzahlen und Ex­
ponenten haben für jedes in p aufgehende Primideal des Körpers K 
die gleichen Werte wie für ^ und sind daher durch die Primzahl p 
allein vöUig bestimmt. 

S. 264. Für den Fall, dass die Gruppe der zur Bestimmung des Körpers'^: 
dienenden Gleichungen die symmetrische ist, lässt sich bereits aus 
den Bemerkungen Kronecker''s die Existenz der Dichtigkeiten /lg, 
/ll, ..., J^ entnehmen; für einen beliebigen Körper A ha,t Frobenius 
die Existenz dieser Dichtigkeiten bewiesen und zugleich ihre Werte 
bestimmt; sie sind rationale Zahlen, welche in einfacher Weise von 
der Gruppe der den Körper k bestimmenden Gleichungen abhängen. 
[Frobenius']. 

S. 267. Z. 13 V. u. Statt „U^u" lies „/ZS,^'". 
i, l i, l 

S. 267. Z. 12 V. u. Statt „^^ dasjenige Primideal" lies „3^, da.sjenige Ideal". 
S. 267. Nach Z. 11 v. u. füge die Worte hinzu: „Die Ideale 3 ^ sind nicht 

notwendig Primideale iu K." 
S. 273. Z. 2. Statt F^_.^ Ues 2?;^^. 
S. 279. Z. 9 V. u. Statt 90 Ues 94. 
S. 291. Am Schluss des § 64 füge hinzu: 

Aus den Formeln (a'), {a"), (5'), (6") in Satz 98 lässt sich 
folgende Thatsache ableiten: 

Wenn man ein vollständiges System zu w primer und nach w" 
incongruenter Zahlen ins Auge fasst, wo e ^ 1 und im Falle w = 2 
sogar e > 2 sei, so sind entweder aUe diese Zahlen Normenreste 
des quadratischen Körpers kQfm) nach w oder nur die Hälfte, je-
nachdem MI zu der Discriminante von h(ym) prim ist oder nicht. 

S. 297. Z. 5. Hier, fehlt der Nachweis, dass, wenn ( - ^ j = - h l ist, not­

wendig (—j = — 1 sein muss. Das Reciprocitätsgesetz für zwei 
rationale Primzahlen g, q', die beide = 3 nach 4 sind, folgt am ein­
fachsten, wenn wir den quadratischen Körper k(^qif) betrachten. 

Da wegen f ' 1 = — 1 die Norm der Grundeinheiten s dieses 
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Körpers jedenfalls = 4 - 1 sein muss, so giebt es nach Satz 90 eine 
ganze Zahl ß in kQ/rji/) yon der Beschaffenheit, dass £ = «'•"' = — 
wird, wo sct die zu « conjugirte Zahl bedeutet, und hieraus schliessen 
wir leicht, dass das in </ enthaltene ambige Primideal q notwendig 
ein Hauptideal sein muss. Folglich ist bei geeigneter Wahl des 
Vorzeichens gleichzeitig 

OS ist daher in jedem Falle 

d. h. mit Rücksicht auf Formel (c') in Satz 98 

-ii)-(f)-
S. 299. Die Kriterien für die Auflösbarkeit der quadratischen temären 

Diophantischen Gleichung sind zuerst von Lagrange gefunden worden 
[Lagrange']. 

S. 299. Z. 10 V. u. statt „negativ" lies „positiv". 
S. 333. Z. 9—25. Zum Beweise des Satzes 125 nehmen wir der Kürze 

wegen m=l''H'''' an und bezeichnen dann die Kreiskörper der i*'ten, 
/''^ten Einheitsvrarzeln bez. mit A'^', i ® . Femer sei p eine von i,, /, 
verschiedene rationale Primzahl und p'-^', p̂ ^̂  seien je ein idealer Prim­
factor von p bez. in den Körpern k''', 4™'; wir bezeichnen in k'^', fc™ 
die Zerlegungskörper der Primideale p''% p'^' bez. mit k^\ kf'. Es 
seien / j , _/̂  die kleinsten Exponenten, für welche p^' = l nach f'' 
bez. pf'' = 1 nach f'' ausfällt, und es möge 

l'H-\l^ -1) = c,/„ f^-\k-l) =e,f, 

gesetzt werden: dann sind cj, e^ bez. die Grade der Körper k^ ', kf' 
und / i , /2 der Relativgrad von k^'^ in Bezug auf k^f^ bez. der Re­
lativgrad von k^^^ in Bezug auf kf\ Nach Satz 88 (vgl. die oben zu 
S. 267 angegebenen'^Verbesserungen) zerfällt die rationale Primzahl 
p in dem aus k^'', kf' zusammengesetzten Körper kp ' in e, Cj 
Ideale; diese sind daher sämtlich Primideale ersten Grades in 
kf' '. Wir betrachten unter diesen insbesondere das Primideal 
p = ( p ' \ p^^') und bezeichnen mit 5ß einen Primfactor von p in 
dem aus k^'-', k^^'> zusammengesetzten Körper k; es sei J-, der Zer­
legungskörper des Primideals Sß in k. Es folgt zunächst aus der 
Definition der Zeriegungskörper, dass k^''' entweder mit k^ überein­
stimmen oder in k^ als Unterkörper enthalten sein muss. Die Re-
lativgruppo dos aus k^'\ kf' zusammengesetzton Körpers in Bezug 
auf k'-f ' ist cyklisch vom Grade J\; die Relativgruppe des aus 
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kff k'-' zusammengesetzten Körpers in Bezug auf k^''^^ ist cyklisch 
vom Grade/2. Wir entnehmen hieraus, dass, wenn / das kleinste 
gemeinsame Vielfache der Zahlen / j , /a bedeutet, die Belativ-
gruppe von k in Bezug auf kf'^'> keine cyklische Untergruppe von 
höherem als dem /ten Grade enthalten kann. Da k als Trägheits­
körper des Primideals 5ß eine cyklische Relativgruppe in Bezug auf 
k^ besitzen muss und der Körper k^ den Körper k^f' ^^ enthält, so 
folgt, dass jene cyklische Relativgruppe von k in Bezug auf k^ 
höchstens den Grad / hat. 

Andererseits stellen wir folgende Betrachtungen an. Die beiden 
Körper k^'^ und k^ haben den Körper k^f\ aber keinen Körper 
höheren Grades als gemeinsamen Unterkörper, da sonst p̂ ^̂  in k^'^ 
noch weiter zerlegbar sein müsste. Desgleichen haben die beiden 
Körper k^ ' und k^ den Körper Ä;̂  ' zum grössten gemeinsamen 
Unterkörper. Wir legen nun k^f' ' als Rationalitätsbereich zu 
Grunde; es ist dann k^ ein solcher Relativkörper in Bezug auf 
k"' ', der weder mit k^'f noch mit k^ ' einen Relativkörper in Bezug 
dMi k^f'^^ gemein hat. Hieraus schliessen wir ohne Mühe, dass k^ 

höchstens vom Relativgrade ^^^^ in Bezug auf kf' '̂ sein kann. 

Der Körper k^ ist daher höchstens vom Grade ' ' f ^ , d. h. die 

.Relativgruppe von k in Bezug auf k^ hat mindestens den Grad / . 
Dies zusammen mit der oben bewiesenen Thatsache zeigt, dass der 
Grad der Relativgruppe von k in> Bezug auf k^ gleich / sein muss, 
womit sich für den gegenwärtig betrachteten besonderen Fall die 
Aussage des Satzes 125 deckt. 

S. 346. Z. 6 V. u. u. s. f. Wenn in einem beliebigen Körper h ein Ideal j 
und zwei gebrochene Zahlen ß, j3 vorgelegt sind, so soll die Con­
gruenz aEEzß nach j besagen, dass es in k eine zu j prime Zahl 
fl giebt, für welche pa,fj,ß ganze Zahlen ink werden und überdies 
die Congruenz fiaE^fiß nach j gilt. 

S. 367. Zeile 3 —6. Statt/S setze überaU b. 
S. 367. ZeUe 3. Statt „eine ganze Zahl oder ein beliebiges Ideal" setze 

„ein beUebiges zu I primes Ideal". 
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