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Vorwort.

Die Zahlentheorie gehért zu den’ #ltesten Zweigen mathema-
tischen Wissens, und es wurde der menschliche Geist sogar auf
tief liegende Eigenschaften der natiirlichen Zahlen friihzeitig auf-
merksam. Doch als selbstindige und systematische Wissenschaft
ist sie durchaus ein Werk der neueren Zeit.

An der Zahlentheorie werden von jeher die Einfachheit ihrer
Grundlagen, die Genauigkeit ihrer Begriffe und die Reinheit ihrer
Wahrheiten geriihmt; ihr kommen diese Eigenschalten von Hause
aus zu, wihrend andere mathematische Wissenszweige erst eine
mehr oder minder lange Entwickelung haben durchmachen miissen,
bis die Forderungen der Sicherheit in den Begriffen und der Strenge
in den Beweisen iiberall erfiillt worden sind.

Es nimmt uns daher die hohe Begeisterung nicht Wunder,
von der zu allen Zeiten die Jiinger dieser Wissenschaft beseelt ge-
wesen sind. ,Fast alle Mathematiker, die sich mit der Zahlen-
theorie beschilftigen®, so sagt, Legendre, indem er Euler’s Liebe zur
Zahlentheorie schildert, ,geben sich ihr mit einer gewissen Leiden-
schaft hin“. Weiter eripnern wir uns, welche Verehrung unser
Meister Gauss fiir die arithmetische Wissenschaft empfand, wie, als
ihm zuerst der Beweis einer ausgezeichneten arithmetischen Wahi-
heit nach Wunsch gelungen war, ,ihn die Reize dieser Unter-
suchungen so umstrickten, dass er sie nicht mehr lassen konnte“,
und wie er Fermat, Euler, Lagrange und Legendre als ,Minner
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11 Vorwort.

von unvergleichlichem Ruhme“ preist, weil sie ,den Zugang zu
dem Heiligtume dieser gottlichen Wissenschaft erschlossen und
gezeigt haben, von wie grossen Reichtiimern es erfiillt ist“.

Eine besondere Eigentiimlichkeit der Zahlentheorie bildet die
oft entgegentretende Schwierigkeit der Beweise einfacher und durch
Induction leicht entdeckter Wahrheiten. ,Gerade dieses ist es,
sagt Gauss, ,was der hoheren Arithmetik jenen zauberischen Reiz
giebt, der sie zur Lieblingswissenschaft der ersten Geometer ge-
macht hat, ihres unerschépflichen Reichtums nicht zu gedenken,
woran sie alle anderen Teile der Mathematik so weit iibertrifft.

Bekannt ist auch Lejeune Dirichlet’s Vorliebe fiir die Arith-
metik; Kummer's wissenschaftliche Thiitigkeit war weitaus in erster
Linie der Zahlentheorie geweiht, und Kronecker gab dem Empfinden
seines mathematischen Herzens Ausdruck durch die Worte: ,Die
ganze Zahl schuf der liebe Gott, alles Uebrige ist Menschenwerk.“

In Anbetracht der Schlichtheit ihrer Voraussetzungen ist sicher
die Zahlentheorie der Wissenszweig der Mathematik, dessen Wahr-
heiten am leichtesten zu begreifen sind. Aber die arithmetischen
Begriffe und Beweismethoden erfordern zu ihrer Auffassung und
vélligen Beherrschung einen hohen Grad von Abstractionsfihigkeit
des Verstandes, und dieser Umstand wird bisweilen als ein Vorwurf
gegen die Arithmetik geltend gemacht. Ich bin der Meinung, dass
alle die anderen Wissensgebiete der Mathematik wenigstens einen
gleich hohen Grad wvon Abstractionsfihigkeit des Verstandes ver-
langen — vorausgesetzt, dass man auch in diesen Gebieten die
Grundlagen iiberall mit derjenigen Strenge und Vollstindigkeit zur
Untersuchung zieht, welche thatséichlich notwendig ist.

Was die Stellung der Zahlentheorie innerhalb der ge-
samten mathematischen Wissenschaft betrifft, so {asst Gauss in dor
Vorrede zu den Disquisitiones arithmeticae die Zahlentheorie noech
lediglich als cine Theorie der ganzen natiirlichen Zahlen auf mit
ausdriicklicher Ausschliessung allor imaginiiren Zahlen.  Dement-
gprechend rechnet or die Kreistoilung an und {iir sich nicht zur
Zahlentheorie, [iigh aber hinzu, dass ,ihre Principien einzig und
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allein aus der héheren Arithmetik geschopft werden®. Neben Gauss
geben auch Jacobi und Lejeune Dirichlet wiederholt und nach-
driicklich ihrer Verwunderung Ausdruck iiber den engen Zusammen-
hang zahlentheoretischer Fragen mit algebraischen Problemen, ins-
besondere mit dem Problem der Kreisteilung. Der innere Grund
fir diesen Zusammenhang ist heute vollig aufgedeckt. Die Theorie
der algebraischen Zahlen und die Galois'sche Gleichungstheorie
haben néimlich in der allgemeinen Theorie der algebraischen
Korper ihre gemeinsame Wurzel, und die Theorie der Zahlkorper
insbesondere ist zugleich der wesentlichste Bestandteil der moder-
nen Zahlentheorie geworden.

Das Verdienst, den ersten Keim fiir die Theorie der Zahl-
korper gelegt zu haben, gebiihrt wiederum Gauss. Gauss erkannte
die natiirliche Quelle fiir die Gesetze der biquadratischen Reste in
einer ,Erweiterung des Feldes der Arithmetik“, wie er sagt, nim-
lich in der Einfithrung der ganzen imaginiren Zahlen von der
Form a—67; er stellte und ldste das Problem, alle Sitze der ge-
wohnlichen Zahlentheorie, vor allem die Teilbarkeitseigenschaften
und die Congruenzbeziehungen, auf jene ganzen imaginiiren Zahlen
zu iibertragen. Durch die systematische und allgemeine Fortent-
wickelung dieses Gedankens, auf Grund der neuen weittragenden
Ideen Kummer’s, gelangten spiter Dedekind und Kronecker zu der
heutigen Theorie des algebraischen Zahlkérpers.

Aber nicht nur mit der Algebra, sondern auch mit der
Functionentheorie steht die Zahlentheorie in innigster wechsel-
seitiger Beziehung. Wir erinnern an die zahlreichen und merk-
wiirdigen Analogien, welche zwischen gewissen Thatsachen aus
der Theorie der Zahlkérper und aus der Theorie der algebraischen
Functionen einer Veriinderlichen bestehen, ferner an die tiefsinnigen
Untersuchungen von Réemann, durch welche die Beantwortung der
Frage nach der Hiufigkeit der Primzahlen von der Kenntniss der
Nullstellen einer gewissen analytischen Function abhingig gemacht
wird. Auch die Transcendenz der Zahlen ¢ und 7 ist eine arith-
metische Eigenschaft einer analytischen Function, wnimlich der
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Exponentialfunetion. Endlich ruht die so wichtige und weittragende,
von Lejeune Dirichlet ersonnene Methode zur Bestimmung der
Klassenanzahl eines Zahlkorpers aul analytischer Grundlage.

Am tiefsten aber beriihren dic periodischen Functionen und ge-
wisse Functionen mit linearen Transformationen in sich das Wesen
der Zahl: so ist die Exponentialfunction ¢*"¢ als die Invariante
der ganzen rationalen Zahl aufzufassen, insofern sie die Grundlisung
der Functionalgleichung #(z+1) = f(2) darstellt. Ferner hatte
schon Jacobi den engen Zusammenhang zwischen der Theorie der
elliptischen Functionen und der Theorie der quadratischen Irratio-
nalitiiten empfunden; er giebt sogar der Vermutung Raum, dass bei
Gauss der oben erwihnte Gedanke der Einfiihrung der ganzen imagi-
niiren Zahlen von der Form a—+b57 nicht auf rein arithmetischem Boden
erwachsen ist, sondern durch Gauss’ gleichzeitige Untersuchungen
iiber die lemniscatischen Functionen und deren complexe Multi-
plication mitbedingt wurde. Ks sind die elliptische Function
fiir geeignete Werte ihrer Perioden und die elliptische Modul-
function jedesmal die Invariante der ganzen Zahl eines be-
stimmten imaginiiren quadratischen Zahlkorpers. Diese als Inva-
rianten bezeichneten Functionen vermogen fiir die beziiglichen
Zahlkérper gewisse tiefliegende und schwierige Probleme zur Lésung
zu bringen, und umgekehrt verdankt die Theorie der elliptischen
Functionen dieser arithmetischen Auffassung und Anwendung einen
neuen Aufschwung.

So sehen wir, wie die Arithmetik, die ,Ko6nigin“ der mathe-
matischen Wissenschaft, weite algebraische und functionentheore-
tische Gebiete erobert und in ihnen die Fihrerrolle ibernimmt. Dass
dies aber nicht frither und nicht bereits in noch hoherem Maasse ge-
schehen ist, scheint mir daran zu liegen, dass die Zahlentheorie erst
in neuester Zeit in ihr reiferes Alter gotreten ist. Sogar noch Gauss
klagt iiber dic unverhiiltnissmissig grossen Aunstrengungen, die ihn
die Bestimmung cines Wurzelzoichens in der Zahlenthoeovie gekostet:
es habe ihn ,manches Andere wohl nicht so viel Tage aulgchalten,
als dieses Jahre®, und dann aul cin Mal, ,wie der Blitz cinsclliigt®,
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habe ,sich das Riithsel geldset“. An Stelle eines solcheén fiir
das fritheste Alter eoiner Wissenschaft charakteristischen, sprung-
haften Fortschrittes ist heute durch den systematischen Aufbau der
Theorie der Zahlkorper eine sichere und stetige Entwickelung
getreten. ' -

Es kommt endlich hinzu, dass, wenn ich nicht irre, iberhaupt die
moderne Entwickelung der reinen Mathematik vornehmlich unter
dem Zeichen der Zahl geschieht: Dedekind’s und Weiersirass’ De-
finitionen der arithmetischen Grundbegriffe und Cantor’s allgemeine
Zahlgebilde fiihren zu einer Arithmetisirung der Functionen-
theorie und dienen zur Durchfiihrung des Princips, dass auch in
der Functionentheorie eine Thatsache erst dann als bewiesen gilt,
wenn sie in letzter Instanz auf Beziehungen fiir ganze rationale
Zahlen zuriickgefiihrt worden ist. Die Arithmetisirung der
Geometrie vollzieht sich durch die modernen Untersuchungen
iiber Nicht-Euklidische Geometrie, in denen es sich um einen
streng logischen Aufbau derselben und um die moglichst directe
und vollig einwandsfreie Einfiihrung der Zahl in die Geometrie
handelt.

Der Zweck des vorliegenden Berichtes ist es, die That-
sachen aus der Theorie der algebraischen Zahlkorper mit ihren
Beweisgriinden in logischer Entwickelung und nach einheitlichen
Gesichtspunkten darzustellen und so mitzuwirken, dass der Zeit-
punkt néher komme, wo die Errungenschaften unserer grossen
Klassiker der Zahlentheorie Gemeingut aller Mathematiker geworden
sind. Historische Erdrterungen oder gar Prioritdtsuntersuchungen
sind ganz vermieden worden. Um die Darstellung auf einem ver-
hiltnissmiissig so kleinen Raum zu ermdglichen, habe ich mich
bemiiht, iiberall den ergiebigsten Quellen nachzuspiiren, und ich
gab, wenn eine Auswahl sich bot, allemal den schirferen und
weiter tragenden Hilfsmitteln den Vorzug. Die Frage, welcher
von mehreren Beweisen der einfachste und naturgemdésseste ist,
lisst sich meist nicht an sich entscheiden, sondern erst die Erwi-
gung, ob die dabei zu Grunde gelegten Principien der Verallge-
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meinerung fihig und zur Weiterforschung brauchbar sind, giebt
uns eine sichere Antwort.

Der erste Teil des Berichtes behandelt die allgemeine
Theorie der algebraischen Zahlkirper; diese Theorie erscheint uns
als ein miichtiger Bau, getragen von drei Grundpfeilern: dem
Satze von der cindeutigen Zerlegung in Primideale, dem Satze
von der Existenz der Einhciten und dem Satze von der transcen-
denten Bestimmung der Klassenanzahl. Der zweite Teil enthilt
die Theorie des Galois’schen Zahlkorpers, in der auch umgekehrt
dic Gesetze der allgemeinen Kérpertheorie enthalten sind. Der
dritte Teil ist dem klassischen Beispiel des quadratischen Korpers
gewidmet. Der vierte Teil behandelt den Kreiskdrper. Der
fiinfte Teil endlich entwickelt die Theorie desjenigen Korpers,
den Kummer bei seinen Untersuchungen iiber hohere Reciprocitits-
gesetze zu Grunde gelegt hat, und den ich desshalb nach diesem
Mathematiker benannt habe. Es ist die Theorie dieses Kummer’-
schen Korpers offenbar auf der Hohe des heutigen arithmetischen
Wissens die #usserste erreichte Spitze, und man {ibersieht von ihr
aus in weitem Rundblick das ganze durchforschte Gebiet, da fast
_jeder wesentliche Gedanke und Begriff aus der Korpertheorie, zum
wenigsten in specieller Fassung, bei dem Beweise der héheren Re-
ciprocititsgesetze seine Anwendung findet. Ich habe versucht, den
grossen rechnerischen Apparat von Kummer zu vermeiden, damit
auch hier der Grundsatz von Riemann verwirklicht wiirde, dem-
zufolge man die Beweise nicht durch Rechnung, sondern lediglich
durch Gedanken zwingen soll.

Die im dritten, vierten und (iinften Teile behandelten Theorien
sind siimtlich Theorien besonderer Abel’scher oder relativ-Abel'scher
Korper. RLin weiteres Beispiel fiir cine solche Theorie ist die
complexe Multiplication der clliptischen Functionen, indem wir
diese als cine Theorie derjenigen Zahlkirper aullassen, welche in
Bezug aul cinen gegebenen imaginiiven quadratischen Kérper velativ-
Abelsche sind.  Die Unfersuchungen diber die complexe Multipli-
cation der elliptischen Functionen mussten jedoch von der Auf-
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nahme in den vorliegenden Bericht ausgeschlossen werden, wei
die Thatsachen dieser Theorie noch nicht bis zu dem Grade de
Einfachheit und. Vollstindigkeit ausgearbeitet sind, dass eine be
friedigende Darstellung derselben gegenwiirtig moglich ist.

Die Theorie der Zahlkorper ist wie ein Bauwerk vor
wunderbarer Schonheit und Harmonie; als der am reichster
ausgestattete Teil dieses Bauwerkes erscheint mir die Theoric
der Abel’schen und relativ-Abel’schen Korper, die uns Kumme
durch seine Arbeiten d{iber die hdheren Reciprocititsgesetac
und Kronecker durch seine Untersuchungen iiber die complexc
Multiplication der elliptischen Functionen erschlossen haben.
Die tiefen FEinblicke, welche die Arbeiten dieser beiden Mathe-
matiker in die genannte Theorie gewihren, zeigen uns zugleich,
dass in diesem Wissensgebiete eine Fiille der kostbarsten Schitze
noch verborgen liegt, winkend als reicher Lohn dem Forscher, der
den Wert solcher Schéitze kennt und die Kunst, sie zu gewinnen,
mit Liebe betreibt.

Die erwihnten fiinf Teile des Berichtes gliedern sich in Ca-
pitel und Paragraphen, und in diesen schreitet die Entwickelung
in der Weise fort, dass allemal die Sitze und Hiilfssiitze vor-
anstehen und dann ihre Beweise folgen. Ich denke mir den
Leser wie einen Reisenden: die Hiilfssiitze sind Haltestellen, die
Sitze sind grossere Stationen, im Voraus bezeichnet, damit an
ihnen das Auffassungsvermégen ausruhen kann. Diejenigen Sitze,
die wegen ihrer principiellen Bedeutung an sich Hauptziele sind,
oder die als Ausgangspunkte zu weiterem Vordringen in noch un-
entdecktes Land hervorragend geeignet erscheinen, sind durch cur-
siven Druck ausgezeichnet; es sind dies die Sitze: 7 (8. 184),
31 (8. 195), 40 (8. 208), 44 (S. 211), 45 (8. 212), 47 (S.214),
56 (8. 230), 82 (8. 263), 94 (S. 279), 100 (8. 293), 101 (8. 295),
131 (S. 339), 143 (S. 381), 144 (S. 382), 150 (S. 402), 158 (8. 449),
159 (8. 459), 161 (S. 471), 164 (8. 492), 166 (S. 495), 167 (8. 496).

Wegen des genauen Inhaltes und der zur Erhéhung der Ueber-
sicht getroffenen Einrichtungen verweise ich auf die Verzeichnisse
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S. IX—S. XVIII und 8. 526-—S. 546; vor Allem méchte ich hier
auf das ganz an den Schluss gestellte Verzeichnis der im Berichte
vorkommenden Begriffsnamen aufmerksam machen.

Mein Freund Hermann Minkowski hat die Correcturbogen
dieses Berichtes einer sorgfiltigen Durchsicht unterworfen und
auch den gréssten Teil des Manuscripts gelesen. Wesentliche und
mannichfache Verbesserungen formaler und sachlicher Art erfolgien
aul seine Anregung hin, und ich spreche ihm fiir diese Hiilfe
meinen herzlichsten Dank aus.

Mein Dank gilt auch meiner I'rau, die das ganze Manuscript
geschricben und die Verzeichnisse angefertigt hat.

Endlich gebiihrt der Redactionscommission der Deutschen Mathe-
matiker-Vereinigung, insbesondere Herrn A. Gutzmer, fir die
Durchsicht der Correcturbogen und der Verlagsbuchhandlung Geory
Reimer fiir ihr weitgehendes Entgegenkommen bei Herstellung des
Satzes meine dankbare Anerkennung.

Gottingen, den 10. April 1897.
David Hilbert.
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Erster Teil.
Die Theorie des allgemeinen Zahlkorpers.

Capitel 1.
Die algebraische Zahl und der Zahlkorper.
§ 1.

Der Zahlkérper und die conjugirten Zahlkérper.

Eine Zahl ¢ heisst eine algebraische Zahl, wenn sie einer Glei-
chung mten Grades von der Gestalt

e"+a e a4, = 0

geniigt, wo a,, a,, ..., a,, rationale Zahlen sind.

Sind a, B, ..., » ecinc endliche Anzahl beliebiger algebraischer
Zahlen, so bilden alle rationalen Functionen von ¢, 8, ..., x mit ganz-
zahligen Coefficienten ein in sich abgeschlossenes System von algebraischen
Zahlen, welches Zahlkorper, Korper oder Rationalititsbereich ge-
nannt wird [Dedekind 2, Kronecker *°]. Da insbesondere die Summe, die
Differenz, das Product und der Quotient zweier Zahlen eines Rationalitéits-
bereiches oder Korpers wieder eine Zahl des Korpers ist, so verhilt sich der
Begriff des Rationalititsbereichs oder Korpers gegeniiber den 4 Rechnungs-
operationen der Addition, Subtraction, Multiplication und Division invariant.

Satz 1. In jedem Korper £ giebt es eine Zahl & derart, dass alle
anderen Zahlen des Korpers ganze rationale Functionen von 3 mit ra-
tionalen Coefficienten sind.

Der Grad m der Gleichung niedrigsten Grades mit rationalen Coef-
ficienten, der diese Zahl -9 geniigt, heisst der Girad des Korpers £.
Die Zahl & wird eine den Korper bestimmende Zahl genann.
Die Gleichung mten Grades fiir J ist in dem durch die rationalen Zahlen

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 12
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bestimmten Rationalititsbereiche irreducibel. Umgekehrt bestimm® jede
Waurzel einer solchen irreducibeln Gleichung einen Zahlkérper mten Gmdeﬁ'
Sind ', 9", ..., 9= dic m—1 anderen Wurzeln der Gleichung; $
heissen die bezﬁghch durch 9', 9", ..., 9= bestimmten Korper k
k1, Lo, kO die zu & conjugirten Korper. Ist « cinc beliebige
Zahl des Korpers k, und ist

a = ¢+ d+4e, I
WO ¢, €, ..., ¢ _rationale Zahlen sind, so heissen die Zahlen

d = ¢+, 9 —+—---+c §'m1,

a(m—l) = g, _+__c 1_)(m 1)+ +6 (J/m 1))m—1
dic bez. durch die Substitutionen ¢/ = ($: "), ..., £~V =(G:H""=1)
aus « entspringenden oder zu « conjugirten Zahlen.

2.
Die ganze al§gebraische Zahl.

Iine algebraische Zahl a heisst eine ganze algebraische Zahl oder
kurz cine ganze Zahl, wenn sie einer Gleichung von der Gestalt

@ —a, ¢ H-a, 0" A, = 0
geniigt, deren Cocfficienten a,, a,, ..., «  simtlich ganze rationale
Zahlen sind.

Satz 2. Jede ganze ganzzahlige Function F. d. h. jede vanze ra-
tionale Function mit ganzzahligen Coefficienten von beliebig vielen ganzen
Zahlen @, f3, ..., x ist wiederum cine ganze Zall.

Beweis: Bezeichnen wir mit ', @/, ..., 3. p" ..., ..o & 2, L
beziiglich die zu @, 8, ..., » conjugirten Zahlen. und bilden wir dann
simtliche Ausdriicke von der Gestalt
F(a, B ons %), F(, B, .. ), F(a, ,D”, coog Rlo 5w g

v Fla, 8, oo ), oo, F@, 3. ... %), ...,
so lehrt der bekannte Satz von den symmetrischen Functionen, dass die
Gleichung, welcher diese simtlichen Ausdriicke gendigen, lauter wanz-
zahlige Cocfficienten hat, withrend der Coefficient der hichsten 1’;\tenz
der Unbckannten =1 ausfillt.

Insbesondere ist die Summe, die Difterenz und das Product zweier
ganzen Zahlen wiederum eine ganze Zahl.  Der Begvift (ganz» verhalt sicl
mithin gegeniiber don  drei  Rechnungsoperationen  der Addition, Sub-
fraction und Multiplication invariant. Eine ganze Zahl y heisst dyrch
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die ganze Zahl « teilbar, wenn eine ganze Zahl f existirt, so dass
y=uap ist.

Satz 3. Die Wurzeln ciner Gleichung beliebigen Grades » von der
Gestalt

o+ 0 Ha,0 4o dea, — 0

sind stets ganze algebraische Zahlen, sobald die Coefficienten a,, a,, - .., a,
ganze algebraische Zahlen sind.

Satz 4. Wenn eine ganze algebraische Zahl ¢ zugleich rational ist,
so ist sie eine ganze rationale Zahl.

. 5 o 1s a .
Beweis: Wire nimlich ¢ = ——, wo « und b ganze rationale, zu

b
einander prime Zahlen bedeuten und dabei = 1, und geniigt ¢ einer
Gleichung, deren Coefficienten a,, ..., ¢ ganze rationale Zahlen sind,
so wiirde durch Multiplication dieser Gleichung mit o™—!
m
% = —a,a" '—agba"?—...—q " 1= A

folgen, wo A eine ganze rationale Zahl wiire, und dies ist nicht moglich.

[Dedekind*, Kronecker™®.]

§ 3.
Die Norm, die Differente, die Discriminante einer Zahl. Die Basis des Zahl-
korpers.

Ist « eine beliebige Zahl des Koérpers £, und bedeuten o/, ..., ¢V

die zu o conjugirten Zahlen, so heisst das Product
n(e) = aa'...a» D
die Norm der Zahl ¢. Die Norm einer Zahl « ist stets eine ratio-
nale Zahl. Ferner nenne ich das Product
d(e) = (e—a)(e—da")...(a—a™ ")

die Differente der Zahl . Die Differente einer Zahl ist wiederum
eine Zahl des Korpers . Es ist nimlich, wenn zur Abkirzung

fla) = ('Z~a)(m—a’)...(.z—a(m“1))

gesetzt wird, d(a) = [d—f(@] . Endlich heisst das Produkt
dx r=a
d(e) = (e—a'R(@—a" (@' —a"?. .. (™) —atr1)?
1, @, a27 # ey am1 2
1, o, a'?, a'm—1
tl; am=, (a(m—l))2, oo (a(m_l))m_l‘

12#
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die Diseriminante der Zahl ¢. Die Discriminante ciner Zahl ist eine

rationale Zahl, und zwar bis auf das Vorzeichen gleich der Norm der
mlm—1)

Differente; es ist nimlich d(e)=(—1) % =n(d).

Ist & eine den Korper hestimmende Zahl, so sind ihre Differente
und Discriminante verschieden von 0. Umgekehrt, wenn Differente oder
Discriminante einer Zahl von O verschieden sind, so bestimmt diese den
Korper. Ist @ cine ganze Zahl, so sind ihre Norm, ihre Differente, ihre
Discriminante ebenfalls ganz.

Satz 5. In ecinem Zahlkbrper meten Grades gicht cs stets s ganze
Zahlen o,, w,, ..., w von der Beschaffenheit, dass jede andere ganze

Zahl o des Korpers sich in der Gestalt

W= o a0, 4c o
darstellen ldsst, wo a,, ..., a, ganze rationale Zahlen sind.

Beweis. Ist ¢ eine den Korper bestimmende Zahl, so ist jede Zahl o

in der Gestalt

W = 941, ¢, @m
darstellbar, wo », »,, ..., r . rationale Zahlen sind. Durch Uehergang
zu den conjugirten Zahlen erhiilt man

o' = r~+re At @'

wlm=1) — p +,r a(7n—1)+ _|_, ((l i —1))m—l

und hieraus folgt allgemein fir s =1, 2, ..., m in leicht verstindlicher
Abkiirzung :
|15 @y 2 oom @y sany 22T
7 ==
(1, a ..., a1, ..., o]
_| La ..o ...,¢e 1, a ..., LI R A,
[1, @ o0y @1, oL, @ T2 d(a)’

wo A als ganze ganzzahlige Function von «. @', .... @o=1 .
w', . ..., (=1 cine ganze Zahl ist. Da andererseits -1, gleich der ratio-
nalen Zahl # d(a) ist, so ist A, nach Satz 1 eine ganze rationale Zahl.
Jede ganze Zahl o gestattet daher die Darstellung
A+Ia—|— tmal, g

{a.) v = Cd(e)
wo A, A4,, ..., A ganzo rationale Zahlen sind und d(@) die Diseri-
mmante von a bcdeutot

Nun soi wicderum s cine bestimmte von den Zahlen 1, 9

: .omg
wir denken uns alle ganzen Zahlen des Kérpers von der Gestal
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0, +0,a ++0, o1

0, =
s d(a) ’
O§1)+ 0(1)a+ +O(1) s—1
(U(l) =
) d(e) ’
0P + 0P g e 4~ 0P gs—1
@ — s
‘ d(a) ’
berechnet, wo die Coefficienten O, O, 0<2> ... simtlich ganze ra-
tionale Zahlen sind; wir kdnnen annehmen, dass etwa O 2+ 0 und der
grosste gemeinsame Teiler der simtlichen Zahlen O, 051), 0(2) ... st
Dann bilden die betreffenden s ersten Zahlen w,, ..., @ ein System

von der verlangten Beschaffenheit. Ist nimlich eine beliebige ganze Zahl w
in der Gestalt (1.) vorgelegt, so muss nach der eben gemachten Festsetzung
A, ,=a, O sein, wo a eine gewisse ganze rationale Zahl ist; dann
aber ist die Differenz o' =w—a_ o, von der Gestalt

A+ Aje+- 4, om?

d(a) '
Hier wird wiederum A’ =a_ _ O _ sein; die Betrachting der Diffe-
und die Fortsetzung dieser Schlussweise zeigt

ay ==

renz 0 =o' —a o
m—1"m—1
die Richtigkeit des Satzes o.
Die Zahlen w,, ..., w,  heissen eine Basis des Systems aller ganzen

Zahlen des Korpers k, oder kurz eine Basis des Korpers k. Jede

andere Basis o , ..., w, des Korpers ist durch Formeln von der Gestalt
wl = a (,0 + +a1mwm>

w;z = a’mlw + +amm m
gegeben, wo die Determinante der ganzzahligen Coefficienten o gleich

=1 ist. [Dedekind®, Kronecker'®.]

Capitel IL
Die Ideale des Zahlkorpers.
§ 4.

Die Multiplication der Ideale und ihre Teilbarkeit. Das Primideal.

Die erste wichtige Aufgabe der Theorie der Zahlkérper ist die Auf-
stellung der Gesetze iber die Zerlegung (Teilbarkeit) der ganzen alge-
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braischen Zahlen. Diese Gesetze sind von bewundernswerther Schonheit
und Einfachheit. Sie zeigen einc genaue Analogie mit den clementaren
Teilbarkeitsgesetzen in der Theorie der ganzen rationalen Zahlen und be-
sitzen die gleiche fundamentale Bedeutung. Sie sind fiir den hesonderen
Fall des Kreiskorpers zuorst von Kumvmer entdeckt worden; ihre Er-
griindung fiir den allgemeinen Zahlkorper ist das Verdienst von Ledelind
und Aronecker. Die grundlegenden Begriffe dieser Theorie sind folyrnde:

Ein System von uncndlich vielen ganzen algebraischen Zahlen «,
a,, ... des Korpers k, welehes die Eigenschaft besitzt, dass eine jede
lineare Combination A, &, + A4, ¢, =4--+ derselben wiederum dem System
angehort, heisst cin Ideal a; dabei bedeuten 7. 7, .. ganze alge-
braische Zahlen des Korpers £.

Satz 6. In einem Ideal a giebt es stets # Zahlen ¢, ..., ¢ von
der Art, dass eine jede andere Zahl des Ideals gleich ciner linearen Com-
bination derselben von der Gestalt

o= Lo, Al

mm

ist, wo {, ..., [ ganze rationale Zahlen sind.
Beweis: Es sei s eine bestimmte von den m Zahlen 1, 2, .. .. m:
dann denken wir uns alle Zahlen des Ideals von der Gestalt
¢, =J, oA4-4Jw.

3§
".El) = Jfl)wx—*_""*_‘]a(‘)w:’

aufgestellt, wo J, Jm, ... ganze rationale Zahlen sind, und wir nehmen
an, dass etwa .J; & O und der grosste gemeinsame Teiler der simtlichen
Zahlen ./, Jf'), ... ist.  Dann folgt, wic auf S. 151, dass die m Zahlen

4> -5 ¢, dic verlangte Beschaffenheit haben.
Die Zahlen ¢, ..., ¢, heissen cine Basis des Ideals a. Jede
andere Basis ¢/, .., ¢, des Ideals a ist durch Formeln von der Gestalt

1 1m [m ?

(= a, ,++ta

.
by, == B byt

m mm - m

gegeben, wo die Determinante der panzzahligen Coefficienten « ¢leich = 1 ist
8ind «,, ..., e, irgend » solche Zahlen des ldeals q. durch deren
lineare Combination nnter Benutzung ganzer algebraischer Coefficionten 2 d
Korpers alle Zahlen des Ideals orhalten werden Kinuen, so sehvoibe

s
ich kurz
a = (a, ..., @)
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Wemn a = (e, ..., ¢, ) und b=(g,, ..., §,) zwei ldeale sind, so werde
dasjenige Ideal, welches entsteht, wenn man alle Zahlen ¢, ..., ¢ und
Bis - -+, B, zusammen nimmt, kurz mit (a, b) bezeichnot, d. h. ich schreibe

(@, ) = (e, -5 @, By, -+ o5 B
Ein Ideal, welches alle und nur die Zahlen von der Gestalt A
enthilt, wo A jede beliebige ganze Zahl des Korpers darstellt und e
eine bestimmte ganze Zahl des Korpers bedeutet, heisst ein Hauptideal
und wird mit («) oder auch kurz mit e bezeichnet, falls eine Verwech-
selung mit der Zahl « ausgeschlossen erscheint.

Eine jede Zahl ¢ des Ideals a =(e,, ..., @) heisst congruent
0 nach dem Ideal a oder in Zeichen:
¢ =0, (a).

Wenn die Differenz zweier Zahlen ¢ und 8 congruent O nach a ist, so
heissen ¢ und g einander congruent nach a oder in Zeichen

e =8 (;
sonst heissen sie einander ineongruent oder in Zeichen
e B ()
Wenn man jede Zahl eines Ideals a = (e, - .., «,) mit jeder Zahl

eines zweiten Ideals b= (f,, ..., §,) multiplicirt und die so erhaltenen
Zahlen linear mittelst beliebiger ganzer algebraischer Coefficienten des
Kborpers combinirt, so wird das so entstehende neue Ideal das Product

der beiden Ideale o und b genannt, d. h. in Zeichen

ab = (@,By -0 @By vovs BBy oo &)
Ein Tdeal ¢ heisst durch das Ideal a teilbar, wenn ein Ideal b existirt
derart, dass ¢=aqab ist. Ist ein Ideal ¢ durch das Ideal a teilbar, so
sind alle Zahlen von ¢ congruent O nach dem Ideal a. DBetreffs der
Teiler eines Ideals gilt ferner die Thatsache:

Hiilfssatz 1. Ein Ideal j ist nur durch eine endliche Anzahl von
Idealen teilbar.

Beweis. Man bilde die Norm 7 einer beliebigen Zahl ¢ (& 0) des
Tdeals j; ist dann etwa a ein Teiler des Ideals j, so ist offenbar auch
die ganze rationale Zahl 7= 0 nach a. Die m Basiszahlen von a seien
von der Gestalt

al =ty w1+'”+a1m By o am = am1w1+'“+ammwm’
WO @5 <y O, 3DZ6 rationale Zahlen sind. Bedeuten ail, Ce a’;nm
beziiglich die kleinsten positiven Reste der Zahlen a, ..., «, nach
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n, so wird
a= (allw.l+..'+{”’lmwm’ e, amlwl+.“+ammwm)
r—— 1 ! 1 e ! n
e (a11w1+"'+“1mwm’ - amlwl—{r- +ammwm, )

und diese letstere Darstellung des Idealteilers a lisst unmittelbar die
Richtigkeit der Behauptung erkennen.

Fin von 1 verschicdencs Ideal, welches durch kein anderes Ideal
teilbar ist, ausser durch das Ideal 1 und durch sich selbst, heisst ein
Primideal. Zwei Ideale heissen zu einander prim, wenn sie ausser 1
keinen gemeinsamen ldcalteiler besitzen. Zwei ganze Zahlen « und 3.
bez. cine ganze Zahl ¢ und cin Ideal @ heissen zu cinander prim, wenn
dic Hauptideale (¢) und (f), bez. das [auptideal () und das Ideal a zu
einander prim sind. [Dedehind ']

5.
Die eindeutige Zerlegbarke§it eines Ideals in Primideale.

Es gilt die fundamentale Thatsache:

Satz 7. Lin jedes Ideal i ldsst sich stets auf eine wnd nur auy
eine Weise als Product von Primidealen darstellen.

Dedeliind hat seinen Beweis dieses Satzes kirzlich von neuem aus-
einandergesetzt [ Dedekind '], Das von Kronecher eingeschlazene Be-
weisverfahren beruht auf der von ihm geschaffenen Theorie der einem Zahl-
korper zugehdrigen algebraischen Formen. Die Bedentung dicser Formen-
theoric tritt deutlicher hervor, wenn man zuerst direct die Sitze der Ideal-
theorie ableitet; hierbei leistet folgender Hiilfssatz wesentliche Dienste:

Hiilyssatz 2. Wenn dic Coefficienten @, «,. .., 3,. g,. .. der
beiden ganzen Functionen ciner Verinderlichen .

Fr) = a a"taem 4o,

G(2) = p, 2Py &I
ganze algebraische Zahlen sind und die Coefficienten y,. y.. .. des
Productes beider Functionen

F@)@@) = yartye+=iq...

simtlich durch die ganze Zahl o teilbar sind. so ist auch jede der
Zahlen a,8,, ¢, By, .« oy w9, €y 3y . - . durch o teilbar, [Aronecker ™.
Dedekind®, Mertens s Thorwit="2]

Auns diesem Hiilfssalze crgeben sich leieht der Rethe nach die Sitze
[Hlriedtz"]:

Satz 8. Zu jedem vorgelegten Ideale q =(,. .... @) lisst sieh
stets ein Ideal b so finden, dass das Product ab cin Hauptideal wird.
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Beweis. Setzt man F=— o, %, —+-+—ea 2 und bildet das Product
der 7 —1 Formen mit den conjugirten Coefficienten

R — (allul_*_..._'_a:‘u’r)“.(a(lm_l)ul_*_"'+ag“_1)ur)
= lglf1+.“+ﬂsﬁ;’

Wb Foo ws s f° gewisse von einander verschiedene Potenzen und Producte

von Potenzen der %, , ..., w, und wo @, ..., B ganze Zahlen des
Korpers & sind, so ist FR=nU, wo n eine ganze rationale Zahl und
U eine ganzzahlige Function bedeutet, deren Coefficienten keinen gemein-
samen Teiler haben. Hieraus folgt, dass 2= 0 nach dem Product der beiden
Ideale @ und b=(g,, ..., g,) ist.  Der Hiilfssatz 2 lehrt ferner, dass
auch umgekehrt jede Zahl e,8, sich durch 7 teilen lisst. Es ist daher
ab=n.

Satz 9. Wenn die drei Ideale a, b, ¢ der Gleichung ac=bc ge-
niigen, so ist a =1".

Beweis: Es sei m ein Ideal von der Art, dass cm ein Hauptideal ()
wird. Aus der Voraussetzung folgt acm=Dbcm oder ¢a=—=ab und
mithin ¢ ="5.

Satz 10. Wenn alle Zahlen eines Ideals ¢ =0 nach dem Ideal ¢
sind, so ist ¢ durch q teilbar.

Beweis: Ist am gleich dem Hauptideal (@), so sind alle Zahlen des
Ideals mc durch a teilbar, und mithin giebt es ein Ideal § derart, dass
me==ab wird. Folglich ist amc=aab, d. h. ec=aab, und folglich
c=ab.

Satz 11.  Wenn das Product zweier Ideale ab durch das Primideal p
teilbar ist, so ist wenigstens eines der Ideale a und b durch p teilbar.

Beweis: Wire a nicht durch p teilbar, so wiirde das Ideal (a, p)
ein von p verschiedenes und zugleich in p aufgehendes Ideal, d. h. =1
sein; demnach wire 1 — a¢—7, wo @ eine Zahl in q und sz eine Zahl
in p bedeutet, und hieraus ergiebt sich durch Multiplication mit einer
beliebigen Zahl § in b die Beziehung § = af—-+7f = af nach p. Zu-
folge der Voraussetzung ist ¢f==0 nach p und folglich auch §=0
nach p.

Nunmehr beweist man den Fundamentalsatz 7 der Idealtheorie, wie
folgt: Ist { nicht selbst ein Primideal, so sei j = ab, wo a einen von j und
1 verschiedenen Teiler von { bedeutet. Ist nun einer der Factoren a und b
nicht ein Primideal, so stellen wir denselben in gleicher Weise als Pro-
duct zweier Ideale dar und erhalten somit j=a'b'c/, und so fahren wir
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fort. Diesos Verfahren bricht notwendig ab; nach Hiilfssatz 1 giebt es
viimlich nur eine endliche Anzahl von Teilern des Ideals j. Ist » diese
Anzahl, so kann jedenfalls i nicht gleich cinem Product von mehr als
» Factoren scin, da cinc Darstellung  =a,...a ,  die Existenz der 41
unter einander verschiedenen Idealteiler
a, 0,0y, 00,0, - o O ..o 0
bedingen wiirde. Der letzte Schritt des cingeschlagenen Verfahrens liefert
dic gewiinschte Darstellung
i = pq... 8

Diese Darstellung ist eindeutig. Denn wire zugleich j =yp'q"...1', s0
wird j durch p’ und folglich nach Satz 11 einer der Factoren p, g, .. .. [.
ctwa p, durch p' teilbar sein, d. h. es wire p =y, und folglich crzieht
sich nach Satz 9 die Gleichung q...l=gq’...l', welche wie die urspriing-
liche zu Dbehandeln ist.

Der Fundamentalsatz 7 lisst leicht die folgende Thatsache erkennen:

Satz 12. Ein jedes Ideal i des Kérpers £ kann als grosster gemein-
samer Teiler zweier ganzen Zahlen x, o dargestellt werden.

Beweis. Ist x eine beliebige durch i teilbare ganze Zahl, o jedoch
e
i

cine solche durch j teilbarc ganze Zahl, dass zu i prim ausfillt,

so ist j==(x, 0).

§ 6.

Die Formen des Zahlkirpers und ihre Inhalte.

Die  Kronccker’sche Formentheoric [Kronecker'®] erfordert folgende
weitere Begriffsbildungen:

Eine ganze rationale Function F' von belicbig viclen Verinderlichen
u, v, ..., deren Coefficienten ganze algebraische Zahlen des Korpers 4
sind, heisst cinc Form des Korpers 4. Werden in einer Form F
statt der Coefficienten der Reihe nach beziiglich die conjugirten Zablen
cingesetzt und dic so cntstchenden sogenanuten comjugirten Formen
', ..., Fe—1 mit einander und mit der urspriinglichen Form F' multi-
plicirt, so ergicht sich als Product cine ganze Function der Verdinderlichen
u, v, ..., deren Cocfficionten ganze rationale Zahlen sind; diesclbe werde
in der Gestalt

n U, v, ...)

angenommen, Wo 2 cine positive ganze rationale Zabl und U cine ganze ra-
tionale Function bedeutet, deren Coofficienten ganze rationale Zahien ohne
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gemeinsamen Teiler sind. 2 heisst die Norm der Form F. Wenn
die Norm 7 einer Form gleich 1 ist, so heisst die Form ecine Einheits-
form. Eine ganze Function, deren Coefficienten ganze rationale Zahlen
ohne gemeinsamen Teiler sind, heisst eine ratiomale Einheitsform.
Zwei Formen heissen einander inhaltsgleich®) (in Zeichen =), wenn
ihr Quotient gleich dem Quotienten zweier Einheitsformen ist. Insbeson-
dere ist jede Einheitsform = 1. Eine Form H heisst durch die Form I
teilbar, wenn eine Form @ existirt, derart, dass H = FG ist. Fine
Form P heisst eine Primform, wenn P im Sinne der Inhaltsgleichheit
durch keine andere Form ausser durch 1 und durch sich selbst teilbar ist.

Die Beziehung der Kronecker’schen Formentheorie zur Theorie der
Ideale wird klar durch die Bemerkung, dass aus jedem Ideal a:'(al, cen )
eine Form F' gebildet werden kann, indem man die Zahlen ¢, ..., o,
mit beliebigen von einander verschiedenen, Producten aus Potenzen der
Unbestimmten #, v, .. multiplicirt und zu einander addirt. Umgekehrt
liefert eine jede Form F' mit den Coefficienten a,, ..., & ein Ideal
a=(a,, ..., ). Dieses Ideal a nenne ich den Inhalt der Form F.
Dann gilt folgende Thatsache:

Satz 13. Der Inhalt des Productes zweier Formen ist gleich dem
Producte ihrer Inhalte.

Beweis. Es seien F' und G Formen mit beliebigen Verinderlichen
und den Coefficienten e, ..., a besiiglich 8, ..., f,, und es sei das
Product H = I"G eine Form mit den Coefficienten y,, ..., y,. Ferner
sei p* die hochste in a=(e,, ..., @) und p® die héchste in b=(8,, ..., §,)
aufgehende Potenz des Primideals p. Man denke sich ferner die Glieder
der beiden Formen F' und G zunichst nach absteigenden Potenzen von
w und dann die mit der nimlichen Potenz von w multiplicirten Glieder
nach absteigenden Potenzen von v geordnet u. s. f. Bei dieser Anord-
nung sei aqu’v'... das erste in F vorkommende Glied, dessen Coeffi-
cient ¢ durch keine hohere als die ate Potenz von p, und andererseits
sel ful'v” ... das erste in G vorkommende Glied, dessen Coefficient
durch keine hohere als die bte Potenz von p teilbar ist: dann ist offen-
bar der Coefficient y des Gliedes yw'+% o'+ ... in H durch keine ho-
here als die (a—-0b)te Potenz von p teilbar. Alle iibrigen Coefficienten
von H sind aber gewiss auch durch pet? teilbar. Somit folgt die Be-
hauptung (@, -+ €)(B,5 -« B)=1s -+ V)

Aus Satz 13 folgt insbesondere leicht, dass eine jede Einheitsform

*) Nach Kronecker ,aquivalent in engerem Sinne“.
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den Tnhalt 1 besitzt, und dass umgekehrt jede Form, deren Coefficienten
den grossten gemeinsamen Idealteiler 1 haben, eine Einheitsform sk
Mithin haben inhaltsgleiche Formen stets den ndmlichen Inhalt, und um-
gekehrt sind alle Formen von dem nimlichen Inhalt einander inhalts-
gleich.  Speciell sind zwei beliebige Formen mit gleichen Coefficienten
stets einander inhaltsgleich.

Weitere Folgerungen aus Satz 13 sind:

Satz 14. Wenn I cine vorgelegte Form ist, so ldsst sich dazu stets
cine Form finden derart, dass /'R ciner ganzen Zahl inhaltscleich ist.

Satz 15. Wenn das Product zweier Formen durch ecine Primform
L teilbar ist, so ist wenigstens eine der beiden Formen durch /7’ teilbar.

Satz 16. Jede Form ist im Sinne der Inhaltsgleichheit aof eine und
nur auf eine Weise als Product von Primformen darstellbar.

Diese Sitze laufen parallel beziiglich mit den Sitzen 8, 11 und dem
Fundamentalsatze 7 der Idealtheorie.

Ausser den von Dedelind und Kronecker eingeschlagenen Wegen
fithren noch zwei einfachere Methoden zum Beweisc des Fundamental-
satzes 7; der einen Methode liegt die Theorie des Galoig’schen Zahi-
korpers zu Grunde. Vgl. § 36 [Hilbert™?]. Die zweite Methode weht
von dem Satze aus, dass sich die Ideale eines Korpers auf eine endliche
Anzahl von ldealklassen verteilen. Der zum Beweise dieses Satzes erforder-
liche Grundgedanke kann als cine Verallgemeinerung desjenigen Ansatzes
angesehen werden, auf welchem das bekannte Euklidische Divisionsver-
fahren zur Bestimmung des grossten gemeinsamen Teilers zweier ganzen
rationalen Zahlen beruht. [ Hureitz*]

Capitel III.
Die Congruenzen nach Idealen.

§ 7.
Die Norm cines Ideals und ihre Eigenschaften.

Dio in Capitel T entwickelte Theorie der Zerlegung der ldeale eines
Korpers gestattel es, die clementaren Sitze der Theorie der rationalen
Zahlen auf die Zahlen  cines algebraischen Zahlkivpers zu ibertragen.
Wir stellen folgendo allgemeine Begriffe und Sitze voran.
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Die Anzahl aller nach einem Ideal a einander incongruenten ganzen
Zahlen des Korpers heisst die Norm des Ideals a: in Zeichen n(a).

Satz 17. Die Norm eines Primideals D ist eine Potenz der durch
p teilbaren rationalen Primzahl p.

Beweis. Es seien dic # ganzen Zahlen ®;, «.., @, einer Basis des
Korpers in dem Sinne von einander unabhingig, dass keine Congruenz
von der Gestalt

a4 o 4=ta0, =0, ()

besteht, wo a,, ..., @ ', ganze, nicht simtlich durch p teilbare Zahlen
bedeuten, und es moge iiberdies jede der anderen 72— f Zahlen der Korper-
basis einem Ausdruck von der Gestalt @, —+--—a;w, nach p con-
gruent sein; dann kann dieser Ausdruck jeder Zahl nach p congruent
werden, und es betrigt die Anzahl der einander incongruenten Zahlen
nach p offenbar p/.

Der Exponent f* heisst der Girad des Primideals p.

Satz 18. Die Norm des Productes zweier Ideale ab ist gleich dem
Product ihrer Normen.

Beweis. Es sei o eine durch q teilbare Zahl von der Art, dass

% ein zu b primes Ideal ist. Durchliuft dann & ein System von 7 (x)
a

nach a einander incongruenten Zahlen und 7 ein System von n(b) nach
b zu einander incongruenten Zahlen, so stellt der Ausdruck on—-£ ein
volles System nach ab einander incongruenten Zahlen dar; ein solches
System umfasst mithin 2 (a)n(b) Zahlen.
Satz 19. Ist
. = Q1 W1+ Qi Oy

b = A1 W1+~ Gy, Om
eine Basis des Ideals a, so ist seine Norm n(a) gleich dem absoluten
Betrage der Determinante der Coefficienten a.
Beweis. Legen wir die Basis des Ideals in der urspriinglich beim
Beweise des Satzes 6 gefundenen Gestalt zu Grunde, wo die Coefficienten
a, fir s> simtlich =0 sind, so ist die Determinante jener Coef-

ficienten @ gleich dem Product @, ...a Andererseits stellt der Ausdruck

o

ul wl + ' .+umwm

fiir

U =0, ]., ey a“~—1, coe ey um:O, 1, Coe amm—l
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ein System nach g einander incongruenter Zahlen dar. Damit ist Satz 19
bewiesen. Zugleich leuchtet die Umkehrung dieses Satzes ein.

Der Zusammenhang mit der Kromecker'schen Formentheorie erhellt
aus dem Satze:

Satz 20. Ist F cine Form mit dem Inhalte a, so ist die Norm
der Form F' gleich der Norm des Ideals a, d. h. n(f")=mn(a). Ins-
besondere ist die Norm einer ganzen Zahl ¢ dem ahsoluten Betrage nach
stets gleich der Norm des Hauptideals a = (a).

Beweis: Ist ¢, ..., ¢ einc Basis des Ideals a, so bilde man

die Form
F=qu-+-—4u;
dann ist
w, F' = Ly g4l
me = lml[’l+'“+lmm('m’
wo [, ..., [  lineare Formen von #, ..., «  mit ganzen rationalen
mmt 1 m

Coefficienten sind. Wir beweisen zunichst, dass die Determinante |ln|
der Formen [, ..., [  eine rationale Einheitsform ist. In der That,
wiren im Gegenteil die Coefficienten der Determinante |/ | simtlich
durch eine Primzahl p teilbar, so miissten notwendig m Formen L , ..., L,
existiren, deren Coefficienten ganze rationale, nicht simtlich durch p

teilbare Zahlen sind, und welche den Bedingungen

Lllll +“.+Lmlm1 — O’ (P)

Ll l1m+.“+anl~mm = 0" (P)
geniigen. Ilieraus wiirde

(Lyw,~4=+L, 0 )F = 0, (pa)

m oM

folgen, d.h. das Product la ist durch pa teilbar, wobei | den Inhalt
der Form ]lel+...+11m(um bezeichnet.  Mithin  wiice 1 durch »
teilbar, was nicht der Fall sein kann, da cine Zahl von der Gestalt
o A, @ WO dy, .y @ ganze Tationale Zahlen bedeuten.
nur dann durch p teilbar ist, sobald die Coefficicnten Qs ooy oa, simt-
lich durch p teilbar sind.

Nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten ist
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w3 F: seey Wy F lll;---;llm Ly, ceey b
O){ Fl) "~>w7’n F' l?l»--->l2m ('ia --~71"m
- - . . . . . - . . == ’ ?
(m—1) 72(m—1) = —1 i —1
wlm )F 9 & vy 005:1;“ )F(m d ll)ll g sy lmm l'(lm ): Aoy 5:':“ i

und mithin folgt nach Weghebung des Factors

@, ey @
! r
Wy, ey O
(m—1) (m—1)
wy s e e W)

die Beziehung [IF'... F»—1) = n(a) oder n(F)=mn(a). Der zweite
Teil des Satzes folgt, wenn wir F'= ¢ nehmen.

Wendet man auf die simtlichen Zahlen «, e,, ... des Ideals q
die Substitution ¢ = ($:9') an, so heisst das dann entstehende Ideal
o' = (e, t'e,, ...) das durch ¢’ aus a entspringende oder zu a con-
jugirte Ideal. Betrachtet man den aus &, &', ..., k=1 zusammen-
gesetzten Korper, so lehren die Sitze 18 und 20, dass das Product von a
und allen zu a conjugirten Idealen eine ganze rationale Zahl, niimlich
n(a) ist. Aus diesem Umstande entspringt eine neue Definition der Norm
des Ideals a, welche der Definition der Norm einer Zahl e genau entspricht
und iberdies einer wichtigen Verallgemeinerung fihig ist. Vgl § 14.

Satz 21. In einem jeden Ideal j lassen sich stets zwei Zahlen finden,
deren Normen die Norm des Ideals | zum grossten gemeinsamen Teiler haben.

Beweis. Man setze a = n(j) und bestimme eine Zahl ¢ in j derart,

a ; " . 1 A
dass — prim zu @ ausfillt. Dann wird, wenn ¢/, ..., ™1 die zu

« conjugirten Zahlen und j, ..., j**~V die zu j conjugirten Ideale be-
o a(n—=1) on(e)  nle) .
denten, auch —f—, ..., Ty und folglich ad) === prim zu

a, d. h. es ist n()) = a =(a", n(e)) = (n(a), n(x)).

§ 8.

Der Fermat’sche Satz in der Idealtheorie und die Function ¢ (a).

Auf Grund der niimlichen Schliisse wie in der Theorie der ratio-
nalen Zahlen ergiebt sich die folgende, dem Fermat’schen Lehrsatz ent-
sprechende Thatsache: [Dedekind'.]

Satz 22. Ist p ein Primideal vom Grade f, so geniigt jede ganze
Zahl w des Korpers £ der Congruenz

w = o, ()
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Auch der verallgemeinerte Fermat'sche Lehrsatz ist leicht auf die
Korpertheorie iibertragbar. Man beweist ferner ohne Miihe die folgenden
Sitze: [Dedekind’.)

Satz 23.  Die Anzahl aller derjenigen nach einem Ideale o ein-
ander incongruenten Zahlen, welche prim zu a sind, ist

1 1 1
0 = 2@ (1 s ) (= ey ) (=7 )
WY = mi) ( n(p,) n(y,) n,)
wo Y, Py, - .., p, die simtlichen in g aufgehenden und von einander ver-

schiedenen Primideale bedeuten. Fiir dic Zahl ¢ gelten dic beiden Formeln
g@g®) =gb) und Z¢)=n);
in der letzteren erstreckt sich die Summation auf alle Idealteiler t des Ideals g.
Satz 24. Jede zu dem Ideal a prime ganze Zahl o geniigt der
Congruenz
w?@® =1, (a).
So geniigt beispielsweise jede durch ein Primideal p vom Grade f
nicht teilbare ganze Zahl w des Korpers £ der Congruenz
o0/ =1, (p?).

Es gelten ferner die Thatsachen:

Satz 256. Wemn qa, ..., a. Ideale bedeuten, von denen stets je
zwei zu einander prim sind, und wenn e, ..., ¢, beliehice ganze Zahlen
sind, so giebt es cine ganze Zahl w, die den Congruenzen

W=, {0)5 - w=a, (a)
geniigt.

Satz 26.  Eine Congruenz rten Grades nach dem Primideal p von
der Gestalt

ez’ a4, = 0, (p)
WO @, @t,, .., (, ganze Zahlen in £ sind, besitzt hichstens » nach p ein-
ander incongruente Wurzeln.

Satz 27. Bedeutet p ein in der rationalen Primzall p aufgehendes
Primideal, und ist @ cine Wurzel der Congruenz

fz.z'"+(1lw"—’+-~-—|—<(,_ = 0. (p)
WO, (f, ..., «, ganze rationale Zahlen bedeulen, so ist auch e® cine
Wurzel dieser Congruenz.

Beweis.  Bezeichnen wir die linke Scite der obigen Congruenz mit
I'(e), so gilt nach dem Fermat’schen Satze ideutiseh in @ die Congruenz
[r‘(,/,,-w)E(,]f'(.zv))ﬂ' nach p, und diese Thatsache bedingt die Richitigkeit
der Behauptung.
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§9.

Die Primitivzahlen nach einem Primideal.

Eine ganze Zahl ¢ des Korpers £ heisst eine Primitivzahl nach
dem Primideal p, wenn die p/—1 ersten Potenzen derselben simtliche
p/—1 einander incongruenten, zu p primen Zahlen nach p darstellen. s
wird wiederum durch die entsprechenden Schliisse wie in der Theorie
der rationalen Zahlen leicht der Nachweis fiir folgende Thatsache gefiihrt:

Satz 28. Es giebt ®(p/—1) Primitivzahlen fiir das Primideal p,
wo P(p/—1) die Anzahl der einander incongruenten, zu p/—1 primen
rationalen Reste nach p/—1 bezeichnet.

Eine Theorie der Primitivzahlen fiir die Potenzen eines Primideals
ist bisher noch nicht entwickelt worden; dagegen erkennt man ohne Miihe
die folgenden Thatsachen: [Dedekind®.]

Satz29. Istp ein beliebig vorgelegtes Primideal des Korpers £, so kann
man stets in & eine Zahl ¢ finden von der Art, dass jede andere ganze Zahl
des Korpers einer gewissen ganzen Function von ¢ mit ganzen rationalen Coef-
ficienten congruent ist nach einer beliebig hohen Potenz p’ des Primideals y.

Beweis. Ist o* eine beliebige Primitivzahl fiir p, so sind offenbar alle
ganzen Zahlen congruent gewissen ganzzahligen Functionen von ¢* nach ).
Es sei

P =0, B

die Congruenz niedrigsten Grades mit ganzen rationalen Coefficienten,
welcher o* geniigt. Ist der Grad der Function P gleich /', so kann kein
Ausdruck von der Gestalt a,—a, 0*—+---—a, 0¥~ mit ganzzahligen
Coefficienten «,, a,, ..., @y nach p congruent O sein; es sei denu,
dass simtliche Coefficienten «,, a@,, ..., a, congruent O nach p sind.
Da andererseits jede ganze Zahl des Korpers einem Ausdruck von der
obigen Gestalt congruent sein muss, so folgt /' =7/

In dem Fall, dass P(o*) =0 nach p* ist, setze man ¢ = ¢"+,
wo 7 eine durch p, aber nicht durch p® teilbare Zahl ist. Es ist dann,

&
wegen EJ;(L;)EFO nach p, notwendig
Q

(@ ) _L

P(g) = P(¢*+mn) = Ple")+n > )

Die Zahl o ist eine Zahl von der verlangten Beschaffenheit. Durchlaufen

nimlich «,, a,, ..., o, alle Ausdriicke von der Gestalt o, ~+a,0—+---

a0/, WO a, @y, ..., ay Zahlen aus der Reihe 0, 1, ..., p—I1
Jahreshericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 13
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bedeuten, so stellt, wie leicht ersichtlich, die Summe

a,+a, P(o)+---+a{P)}
lauter nach p' einander incongruente ganze Zahlen dar, und da hier
p/* Zahlen vorliegen, so sind damit simtliche nach p* incongruenten Reste
erschopft. Offenbar kommt die gleiche Eigenschaft auch jeder Zahl zu,
welehe der Zahl o nach p* congruent ist.

Den letzteren Umstand benutzen wir zu der folgenden Darstellung des
Ideals p:

Satz 30.  Wenn cin Primideal p vom Jten Grade vorgelegt ist, so
giebt es im Korper £ stets eine ganze Zahl ¢ von der im Satze 29 ver-
langten Eigenschaft und iiberdies von der Art, dass man
hat, wo P(g) eine ganze Function ften Grades von ¢ mit ganzen ra-
tionalen Coefficienten ist.

Beweis: Es sei p=ypra, wo das Ideal a nicht durch p teilbar ist.
Ferner sei ¢ eine nicht durch p, wohl aber durch a teilbare ganze Zahl.
Nach Satz 24 ist ¢?/(»/~1) = 1 nach p®. Ersetzen wir nun die im vorigen
Beweise gefundene Zahl ¢ durch gai’f(ﬁ”f—‘), so behilt diese neue Zahl g
die frihere Kigenschaft; da ferner der letzte Coefficient der Funection P(o)
nicht durch p teilbar sein kann, so ist fiir die neue Zahl o notwendig

P(g) prim zu q, d. h. p==(p, P(g)).

Capitel IV.
Die Diseriminante des Korpers und ihre Teiler.
§ 10.

Der Satz iiber die Teiler der Discriminante des Korpers. Hilfssitze dber
ganze Functionen.

Die Diseriminante des Kérpers 4 ist, wenn ©,..... o eine Basis
von £ bedeutet, definirt durch die Gleichung
N
w] 2 v Ly, ]
! P
ol — (Dl, sy W X
2

m—1) (m—1)
e A

sio ist cino ganze rationale Zahl. Fiir die Entwickelung der Korpertheorie ist
die Untersuchung der in der Diseriminante dos Korpers £ aufeehenden idealen
Factoren von grundlegendor Bedentung,  Bs gilt der fundamentale Soatz:
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Satz 31. Die Discriminante d des Zahlkérpers k enthdlt alle wnd
nur dicenigen rationalen Primzahlen als Factoren, welche durch
das Quadrat eines Primideals teilbar sind.

Der Beweis dieses Satzes hat erhebliche Schwierigkeiten verursacht;
er ist zum ersten Mal von Dedekind gefiihrt worden [ Dedekind . Hensel
hat einen zweiten Beweis dieses Satzes gegeben und dadurch die Kronecker-
sche Theorie der algebraischen Zahlen in einem wesentlichen Punkte ergiinzt.
Der Hensel'sche Beweis beruht auf folgenden von Kronecker geschaffenen
Begriffen: [Kronecker'®, Hensel'.]

Bedeuten %, ..., u, Unbestimmte, und ist w,, ..., w, = eine Basis,
so heisst

E=ou—+ 4o u

mom

die Fundamentalform des Korpers k. Dieselbe geniigt offenbar der
Gleichung fir z

@—wu——o v )(@e—ou——a u ) -

e af iy —e—afu,) = 0,
welche die Gestalt
.z’"—{—U,wm—l—l— U;’mm—2_i____.+Um — 0

annimmt, wo U

., .-, U gewisse ganze Functionen von u,, ..., »_ mit
m 1 7

ganzen rationalen Coefficienten sind. Diese Gleichung #: ten Grades heis;t die
Fundamentalgleichung. Um mit den eben definirten Begriffen operiren
zu kbnnen, ist es notig, die Sitze iiber die Zerlegung von ganzen Functionen
einer Veriinderlichen # nach einer rationalen Primzahl p [Serret'] auf den
allgemeineren Fall zu iibertragen, wo die ganzen Functionen neben der einen
Verdnderlichen # noch die 7 Unbestimmten %, . . ., w, als Parameter ent-
halten.

Tm Folgenden werde unter einer ganzzahligen Function stets eine
solche ganze rationale Function der Verinderlichen oder Unbestimmten
verstanden, deren Coefficienten ganze rationale Zahlen sind. Es heisse
ferner eine ganzzahlige Function Z(z; w,, ..., u ) durch eine andere
ganzzahlige Function X teilbar nach p, wenn eine dritte ganzzahlige
Function Y existirt derart, dass identisch in den Verdnderlichen @, w,, ..., u,,
die Congruenz
Z = XY, (p

besteht. Ist eine ganzzahlige Function P nach p durch keine andere
Function teilbar ausser durch solche Functionen, die einer ganzen rationalen
13%
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Zahl oder der Function P selbst nach p congruent sind, so heisst die
Function P eine Primfunction nach p. Wie in der Theorie der
Functionen einer Veriinderlichen gelten auch hier die gewdhnlichen Gesetze
der Tcilbarkeit; insbesondere heben wir den durch das hekannte Faukli-
dische Recursionsverfahren leicht zu beweisenden Satz hervor:

Satz 32.  Wenn zwei ganzzahlige Functionen X und Y von gz,
%, ..., w nach der rationalen Primzahl p keincn gemeinsamen Teiler in
2 haben, so giebt cs eine ganzzahlige, nach p nicht der O congruente
Function U von w,, ..., u  allein, so dass man

U= AX+BY, (p)

hat, wo A und B3 geeignete ganzzahlige Functionen von @, ©,, ..., u, sind.

Unser niichstes Ziel ist die Zerlegung der linken Scite ' der Fun-
damentalgleichung in Primfunctionen nach der rationalen Primzahl p. Wir
beweisen zuniichst folgende Hiilfssitze:

Hiilfssatz 3. Wenn p ein in p aufgehendes Primideal ften Grades
bezeichnet, so giebt es-stets nach p eine Primfunction I1(z; %, . . ., % )
vom jften Grade in @, welche, wenn man an Stelle von 2 die Fundamental-
form & setzt, folgende Rigenschaften besitzt: die Coefficienten der Potenzen
und Producte von %, ..., u,, in der Function IT(%; w,, .. .. u, ) sind
durch p, aber nicht sidmtlich durch p® und auch nicht simtlich durch ein
von p verschiedenes, in p anfgehendes Primideal teilbar.

Beweis. Es sel p = p’a, wo das Ideal a nicht mehr durch p teilbar
ist. TFerner sei ¢ eine solche Primitivzahl nach p, welche die in den
Siitzen 29 und 30 angegebenen Eigenschaften besitzt. P(g) sei eine wie
dort bestimmte, zu p gehirige ganzzahlige Function ften Grades von der Art.
dass p==(p, I’(¢)) ist. P(2) ist Primfunction nach p. weil sonst ¢ einer
Congruenz nicdercn als ften Grades nach p geniigen wiirde. Wir setzen

Q === a,l wl+'"+ammm’

wo @, .., «  ganze ralionale Zallen sind, und uwehmen den Coeffi-
cienten von ¢/ in P(g) gleich 1 an. Da P(¢) =0 nach p ist. so folgt
nach Satz 27, dass auch P(e?) =0, P(*)=0, ., Ppr H=o
nach p ist, d. h. dic Congruenz /°(0) = 0 nach p besitzt die J einander
incongruenten Wurzeln o, o?, ..., QP".'_l, und es ist mithin identisch in @

P(a) = (a—g)(x—@?)...(x—o2"™"), (p)

d. b die clementarsymmetrisehon Functionen von g, oF ..., 9»-’“‘ sind
simtlich nach p gewissen ganzen rationalen Zahlen congruent,
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Da jede ganze Zahl des Korpers % nach  einer ganzzahligen Function
von ¢ congruent ist, so konnen wir die Fundamentalform
§= L5 upy -5 u)
nach p setzen, wo L eine ganzzahlige Function von 0, Uy, .-, u, bedeutet.
Nach dem eben Bewiesenen ist der Ausdruck

(e—L(o; u,, ..., u N(e—L(e?% wu,, ..., )
coo(@—L(e?"™Y Upy ooy U))
nach p einer ganzzahligen Function von a, Wy =
setzen ihn in die Gestalt
s uy ooy u ) = o/ Va4V,

M

. W, congruent; wir

wo V, ..., V;ganzzahlige Functionen von u,, . . ., u,, bedeuten. Offen-

bar geniigt die Fundamentalform &, fiir & gesetzt, der Congruenz
A@s w, s 0,) =0, @),

Da die Function 77(z; a,, ..., a )= P(2) nach p ist, so folgt,
dass auch p = (p, (¢: a,, ..., a,)) ist, und mithin sind die Coefficienten
der Potenzen und Producte von w,, ..., »_ in H(&; u,, ..., u,) nicht
simtlich durch p*® und auch nicht simtlich durch ein von p verschiedenes,
in a anfgehendes Primideal teilbar. Da P(z) Primfunction ist, so gilt
das Gleiche umsomehr von der Function II(2; %, ..., %)

Hiilfssatz 4. Jede ganzzahlige Function & (25 u,, .. ., ), welche
identisch in %, ..., %, nach p dem Wert O congruent wird, sobald man fiir
« die Fundamentalform & einsetzt, ist nach p durch H(z; u,, ..., ©,)
teilbar.

Beweis. Im gegenteiligen Falle hitten ¢ und IT nach p keinen
Teiler gemein, und es miisste folglich nach Satz 32 eine nach p dem Wert 0
nicht congruente ganzzahlige Function U von w,, ..., % allein existiren,
so dass U= A®—+ B nach p wird, wo A, B ganzzahlige Functionen
VOL &y Uy « -5 U, sind. Hieraus wiirde, wenn man fir 2 die Funda-
mentalform § einsetzt, U=0 nach p und folglich auch nach p sich
ergeben, was nicht der Fall ist.

Hiilfssatz 5. Ist @ eine ganzzahlige Function von @, w,, ..., u_,
welche identisch in %, ..., w, nach p¢ dem Wert O congruent wird,
wenn man fiir z die Fundamentalform & einsetzt, so muss notwendig &
nach p durch 77°¢ teilbar sein.

Beweis. Setzen wir & = 7I°F' nach p, wo ¢ <Ce¢ ist und F
eine ganzzahlige Function von @, u,, ..., %, bedeutet, die nach p nicht
mehr durch I7 teilbar ist, so folgt, dass simtliche Coefficienten der Po-
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tenzen und Producte von 1, , ..., in {JI(E;u, ..., u ) F(Eu,, ..., uw,)
durch pe teilbar sein miissen. Wir denken uns nun sowohl 77(&; %, - .-, Uy
als F'(& w,, ..., u ) nach fallenden Potenzen der Variabeln u, und
die Coefficienten der Potenzen von w%, wicderum nach fallenden Potenzen
von u, geordnet u. s. f. Isi dann sz der crste Cocfficient in 1/(£), welcher
nicht durch p® teilbar ist, und zutreffendenfalls » der erste Coefficient in
F' (%), welcher nicht durch p teilbar ist, so wiirde 77%'% = 0 nach p® folgen,
was nicht moglich ist; d. h. simtliche Coefficienten von f7(%) sind durch
p teilbar, und hieraus folgt nach dem Hiilfssatz 4, dass F'(z; u,, ..., u )
ducch IT(z; w,, ... u, ) nach p teilbar ist. Diese Folgerung wider-
spricht unserer Annahme.

§ 11.
Die Zerlegung der linken Seite der Fundamentalgleichung. Die Discriminante
der Fundamentalgleichung.

Aus den Hiilfsséitzen 3, 4 und 5 folgen die nachstehenden wich-
tigen Thatsachen, welche die Zerlegung der linken Seite der Fundamental-
gleichung betreffen: N

Sutz 33. Ist die Zerlegung der rationalen Primzahl p in Primideale
durch die Formel p = p°p'¢’... gegeben, so gestattet die linke Reite F
der Fundamentalgleichung im Sinn der Congruenz nach p die Darstellung

= BN, {5
wo IT, Il', ... gewisse verschiedene Primfunctionen von &y WUpy v voey U
nach p bedeuten; iiberdies ist, wenn

F —— IIEH’U'..._}_pG
gesetzt wird, G cine ganzzahlige Function der Veriinderlichen & Wy o,
welehe nach ) durch keine der Primfunctionen I, I', .. teilbar ist.

Sutz 34. Die aus der Fundamentalgleichung sich ergebende Con-
gruenz mten Grades
Fla; w, ..., u) =0, (p)

ist zugleich die Congruenz nicdrigsten Grades mit ganzen rationalen Coef-
ficienten, welcher dic Fundamentalform &, fiir cingesetzt. nach p geniigt.

m

Beweis. s sei @ ecine ganzzahlige Funetion von .p. U ooy U
solcher Art, dass die Congruenz @ () = 0 nach p von der Fundamental-
form & befricdigh wird.  Ferner seien die von einander verschiedenen, in
» aufgehendon Primidealo p, p', oo beziiglich von den Graden 7o 5
durch Bildung der Norm folgt p = p/e/ 7 L, m=fe-y'e'4...,
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Ferner mogen IT, IT', ... bez. die zu den Primidealen p, y', ... ge-
hirigen Primfunctionen von @, w,, ..., u, bedeuten, wie sic in den
vorigen Hiilfssitzen gebraucht worden sind. Aus dem Hiilfssatz 5 folgt dann

& = II'Il'"... W, (p)

wo P eine ganzzahlige Function bezeichnet. Da IT, IT', ... beziiglich
von der Graden f, /', ... in @ sind, so folgt, dass ¢ mindestens vom
mten Grade in 2 sein muss, und dieser Umstand liefert, wenn man an
Stelle von & die linke Seite /' der Fundamentalgleichung wihlt, den ersten
Teil des Satzes 33 und den Satz 34.

Wire endlich G'(2) nach p etwa durch II(2) teilbar, so wiirde
die Fundamentalform &, fiir @ eingesetzt, der Congruenz G (z) = 0 nach
p und folglich auch der Congruenz IT°(%)I1'* ()--- = 0 nach pe+! ge-
niigen miissen, was nach Hiilfssatz 5 nicht moglich ist. Damit ist auch
der zweite Teil des Satzes 33 bewiesen.

Die gefundenen Thatsachen bedingen eine Reihe von wichtigen Dis-
criminantensitzen:

Satz 35. Der grosste Zahlenfactor von der Discriminante der Fun-
damentalgleichung ist gleich der Discriminante des Korpers.

Beweis. Wir setzen

1 = TJll m1+'“+Ulm )
E = (]21 w1+“.+U2m wm’
(2') . . . . . . . . . .
_1 —— o
EW - Uml m1+ —+ Umm W
wo U,, ..., U  ganzzahlige Functionen von w,, ..., u, seien. Wire

nun die Determinante U dieser m? Functionen eine solche Function, deren
simtliche Coefficienten etwa durch die rationale Primzahl p teilbar sind,
so gibe es offenbar 72 nicht simtlich dem Werte O nach p congruente
ganzzahlige Functionen V,, ..., ¥V von w,, ..., %, der Art, dass iden-

tisch in »,, ..., %,

Vl U;l e g Vm Uml = 07 (P)

Vl Ulm++ Ifm l’mm = O’ (p)

wird. Mithin miisste die Fundamentalform & der Congruenz

V.4 V,e+-V "1 =0, (p)

m

geniigen, welche von niederem als smtem Grade ist. Da dies nach Satz 34
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nicht statthaben kann, so folgt, dass die Determinante U eine rationale
Einheitsform ist.

Die Gleichungen (2.) ergeben mit Hilfe des Multiplicationssatzes der
Determinanten:

1, & - o, oo
eli— ] !

1, §'7 9 B ¥ gm 1’ ‘”1’ FEPE U)m

1, goen, L L, (g Dy N wg;-—n;

Durch Quadriren dieser Beziehung folgt (&)= U’d oder d(£)="d, wo d/£)
die Discriminante der Fundamentalgleichung und ¢ die Korperdiscriminante
bedeutet.

Durch Auflosung der Gleichungen (2) ergiebt sich ferner die folgende
Thatsache:

Satz 36. Jede ganze Zahl des Korpers k ist gleich einer ganzen
rationalen Function (m—1)ten Grades der Fundamentalform £. und zwar
sind die Coefficienten dieser Function ganzzahlige Functionen von 2. ..., u ,
dividirt durch die rationale Einheitsform U. [Kronecker'®, Hensel*.]

§ 12.

Die Elemente und die Differenie des Korpers. Beweis des Satzes iiber die
Teiler der Korperdiscriminante.

Der Satz 35 gestattet die Zerlegung der Korperdiscriminante ¢ in
gewisse ideale Factoren. Die m -—1 Ideale

¢ = ((0,—w)), s (o, —o ),
(’.” = ((wl—wll')’ "e oy (wm—w:l,x))’

el -1) — ((wl—ws’“—‘)), cen (0, — vy
nenne ich die m—1 Elemente des Kirpers 4. Dieselben sind Ideale.
welche im allgemeinen dem Zahlkirper 4 nicht angehoren; dagegen ist
das Product p==c'e'"...c(»=" ein Ideal des Kiorpers k. Bedenken wir
nimlich, dass die Elemente ¢/, ..., ¢ bez. die Inhaltc der Formen

E—F ..., E-—&0m 1) sind, so orkennen wir nach Satz 13. dass das
Ideal b den Inhalt von der Differente der Fundamentalform. niimlich v
ich von
or

85 (§—§')...(§_§(':._1))
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bildet, und diese ist eine Form des Korpers k. Das Ideal b nenne ich die
Differente*) des Korpers. Die Norm derselben ist gleich dem grossten
Zahlenfactor von der Diseriminante der Fundamentalform, und, da dieser
nach Satz 35 gleich d ist, so folgt der Satz:

Sat: 37. Die Norm der Differente des Korpers ist gleich der Dis-
criminante des Korpers.

Aus der Congruenz

OF@) .., ol . o AT
6.17 =cll —(9.1,“11, ---+8IH Il 4 az --..—{—..., (}))

folgt ferner, dass die Differente des Korpers stets durch pet teilbar ist,
und dass sie jedenfalls dann keine hohere Potenz von ) enthilt, sobald
der Exponent ¢ zu p prim ist. Durch Uebergang zur Norm ergiebt sich
hieraus, dass die Discriminante des Korpers stets durch p/(e—D-+/"(e'—1+---
teilbar ist und iberdies jedenfalls dann keine hohere Potenz von p ent-
hilt, wenn simtliche Exponenten e, ¢', ... zu p prim sind; damit ist
zugleich der am Anfang des § 10 aufgestellte Fundamentalsatz 31 bewiesen.

§ 13.
Die Aufstellung der Primideale. Der feste Zahlteiler der rationalen Einheits-
form U.

Die wirkliche Berechnung der in einer rationalen Primzahl p auf-
gehenden Primideale kann auf Grund des Satzes 33 durch Zerlegung der
linken Seite der Fundamentalgleichung ausgefiihrt werden. Doch ist es
von Nutzen zu wissen, unter welchen Umstéinden hierbei den Parametern
%y, ..., u, in der Fundamentalgleichung specielle Werte beigelegt werden
diirfen. Wir stellen zu dem Zweck die folgenden Betrachtungen an.

Die Discriminanten aller ganzen algebraischen Zahlen des Korpers
erhilt man, wenn man in U°’d die Parameter «,, ..., u,, alle ganzen
rationalen Zahlen durchlaufen ldsst. Der grosste gemeinsame Teiler aller
dieser Discriminanten braucht nicht mit der Korperdiscriminante o iiber-
einzustimmen, da sehr wohl der Fall eintreten kann, dass die rationale
Einheitsform U fiir alle ganzzahligen Werte der u,, ..., u  eine Reihe
von Zahlen mit einem festen Teiler 4= 1 darstellt. Dieser Umstand setzt die
Bedeutung des Gebrauchs der Unbestimmten ,, ..., %  in helles Licht.
Man findet auch leicht eine notwendige und hinreichende Bedingung da-

#) Nach Dedekind ,das Grundideal®.
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fiir, dass dic rationale Primzahl p ecin solcher fester Teiler von U ist.
Diese Bedingung besteht ndmlich darin, dass U in die Gestalt

pV+@p—u) V- +@h—u)V,

gebracht werden kann, wo V, V, ..., V ganzzahlige Functionen von
ooy Uy, sind.  [Hensel>5.]

Wenn s nun moglich ist, den Unbestimmten w,, ..., % solche
ganzen rationalen Zahlenwerte «,, ..., « zu erteilen, dass fiir dieselben
die rationale Einheitsform U cine durch p nicht teilbare Zahl wird, so
darf bei der Zerlegung der rationalen Primzahl p die IFundamentalgleichung
so specialisirt werden, dass die Form & durch ¢ =0, 0, +-~a o
ersetzt wird. In der That, unter der gemachten Annahme ist, wie leicht
aus Satz 36 folgt, jede heliebige ganze Zahl o des Korpers einer ganz-
zahligen Function von & nach p congruent, und es ist daher eine ganz-
zahlige Function von niederem als mtem Grade in ¢ niemals durch p
teilbar, wenn nicht ihre Coefficienten simtlich durch p teilbar sind. Be-
zeichnen wir die aus IT(w; w,, ..., u ), H'(x; w, ..., u ), ...
durch die Substitution %, = a,, . .., u, = @ hervorgehenden Functionen
von @ allein mit P(x), P'(z), ..., so erkennen wir, dass diese Functionen
im Sinne der Congruenz nach p von einander verschiedene Primfunctionen
sind, und dass

py=(p, Pl@), y = (}77 P'(a))z

wird. In der That, wiirde etwa P(e) nach Forthebung des Factors p noch
einen in p aufgehenden Primfactor, z. B. p', enthalten, so wire

(P@AP (@) P (@} = 0, (p)

was nach obiger Bemerkung nicht der Fall sein kann. da die linke Seite
dieser Congruenz eine Function von niederem als anztem Grade in ¢ darstellt.

Umgekehrt gilt die leicht zu beweisende Thatsache: Wenn im Korper
ke die Zerlegung p=ypp'®... gilt, wo p, p', ... von einander verschie-
dene Primideale beziiglich von den Graden f, f'. ... sind. und wenn
man dann diesen Primidealen p, p', ... cbenso viele ganzzahlige Funetionen
P(x), P'(z), ... der cinen Verdinderlichen . zuordnen kann, die im
Sinne der Congrnenz nach p Primfunetionen bez. von den Graden 7. /7. . ..
und unter cinander verschieden sind, so lisst sich stets cine Zahl
=0+~ o, finden, fiir welehe der zugehdrige Wert von U
nicht durch p teilbar ist.  Die Nichtexistenz soleher von cinander ver-
schicdoner Primfunctionon /°(e), P'(a), ... im Sinne der Congruenz nach

Uy, -
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der rationalen Primzahl p Dbildet daher eine neue notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, dass die Primzahl p als fester Zahlteiler in
U avuftritt. [ Dedekind*.]

Jede der beiden in diesem Paragraphen gefundenen, wesentlich von
einander verschiedenen Bedingungen kann zur Berechnung numerischer
Beispiele fiir Zahlkorper dienen, in deren U wirklich feste Zahlteiler =1 der
fraglichen Weise enthalten sind. [ Dedekind*, Kronecker'®, Hensel%5.]

Es ist jedoch zu bemerken, dass die Form U die Figenschaft, feste
Zahlteiler zu enthalten, verliert, wenn man in derselben die Unbestimmten
%y, .., u  alle ganzen algebraischen Zahlen eines geeignet gewiihlten Zahl-
korpers durchlaufen lisst, indem die simtlichen durch U auf diese Art dar-
stellbaren Zahlen den grossten gemeinsamen Teiler 1 erhalten. [Hensel®.]

Capitel V.

Der Relativkorper.
§ 14.

Die Relativnorm, die Relativdifferente und die Relativdiscriminante.

Die Begriffe Norm, Differente und Discriminante sind einer wichtigen
Verallgemeinerung fihig.

Ist K ein Korper vom Grade Jf, welcher simtliche Zahlen des Korpers £
vom smten Grade enthilt, so heisst £ ein Unterkérper von K. Der
Korper K wird der Oberkorper von £ oder der Relativkorper in Bezug
auf % genannt. Es sei @ eine den Korper K bestimmende Zahl. Unter
den unendlich vielen Gleichungen mit algebraischen, in % liegenden Coef-
ficienten, denen die Zahl @ geniigt, habe die folgende Gleichung vom Grade »

(3. O 40,014+, = 0
den niedrigsten Grad; e,, ..., e sind dann bestimmte Zahlen in k.
Der Grad # heisst der Relativgrad des Korpers K in Bezug auf £; es
ist M=rm. Die Gleichung (3) vom rten Grade ist im Rationalitiits-
bereich £ irreducibel. Sind @', ..., @D die »—1 anderen Wurzeln
der Gleichung (3.), so heissen diese r—1 algebraischen Zahlen die zu

© relativ conjugirten Zahlen, und die bez. durch &', ..., @
bestimmten Korper K', ..., K@D heissen die zn K relativ con-
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&

jugirten Korper. Ist A cine beliebige Zahl des Korpers K, und ist
4 = 71+y2@+"'+7,«@r_17
WO ¥y5 ¥y ---» ¥, Zahlen in £ sind, so heissen die Zahlen

4 = yl—i—y o'+ +7 6",

A1) — ),I_H,)@(r 1)+ 7, (@(r—l))r~1

die bez. dnrch die Substitutionen 7' = (@:@"), ..., T = (G:6")
aus A entspringenden oder zu A relativ conjugirten Zahlen. Wendet
man auf die simtlichen Zahlen eines Ideals & dic Substitution 7" an, so-
heisst das dann entstehende Ideal &' das durch 7" aus & entspringende
oder zu J relativ conjugirte Ideal.

Wenn a,, ..., « beliebige Zahlen in k sind und j==(¢,, ..., @)
das durch sie bestimmte Ideal in % bezeichnet, so wird durch die nim-
lichen Zahlen auch zugleich ein Ideal I = (e, ..., ) im Korper K
bestimmt. Dieses Ideal  ist als micht verschieden von j anzusehen.
Ein Ideal I=(4,, ..., Ay) des Korpers KA wird umgekehrt dann und
nur dann auch als ein Ideal | des Kérpers £ bezeichnet, wenn I sich
zugleich als grosster gemeinsamer Teiler von gewissen ganzen Zahlen
@, ..., a des Korpers % darstellen lisst. Das Product einer Zahl 1
mit den relativ conjugirten Zahlen

Ne(d) = 44'... A
heisst die Relativnorm der Zahl A beziiglich des Korpers oder Ra-
tionalititsberciches 1. Die Relativnorm N, ist eine Zabl in £ Ist
J=(4,, ..., A) ein beliehiges Ideal in A, so heisst das Product von
3 mit den simtlichen relativ conjugirten Idealen von 23

N(3) = 33...3¢-D
die Relativnorm des Ideals 3. Dic Relativnorm N (3) ist ein ldeal
des Korpers k. Bedeuten niimlich U,, ..., U, Unbestimmte, so sind
die Coefficienten des Ausdruckes

(4,0+--—+4, US)(A{ Ur*" sl US)...(‘-flgr—U U~y T))

ganze Zahlen in £, deren grosster gemeinsamer Teiler nach Satz 13 mit
jenom Tdealproducte tibereinstimmen muss.
Dor Ausdruck

() = (A— AN A o). (e =)
stellt eine Zahl des Korpers K dar und hoisst die Relativdifferente
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der Zahl A4 in Bezug auf den Korper £ Der Ausdruck
Dk([’l) e (A_A’)’(A_AH)E'“(A(r—2)__A(r—1))'J

heisst die Relativdiscriminante der Zahl 4. Dieselbe ist bis auf
das Vorzeichen gleich der Relativnorm der Relativdifferente von 4; es ist

r(r—1)
nimlich D, (4) =(—1) 2 N,(d4,).
Sind Q, ..., @, die M Basiszahlen des Korpers K, so heisst
das durch Multiplication der »—1 Elemente
(64 = ((2,—2), cees (2,—80)),
G = ((R,— L), . ., (R,,—R0=1))

entstehende Ideal
D = E'¢"...ED
die Relativdifferente des Korpers K in Bezug auf £. Bezeichnet
E=2U+--+2,U,
die Fundamentalform von K, so ist die Relativdifferente von &
A4(E) = (E—E")...(E—EC).

Die Coefficienten dieser Form sind Zahlen des Kérpers K, und da nach
dem Satze 13 der grisste gemeinsame Teiler derselben die Relativdiffe-
rente ©; ergeben muss, so ist D, ein Ideal des Korpers K.

Das Quadrat des grossten gemeinsamen Teilers aller s-reihigen Deter-

minanten der Matrix

e, 9, ... 9,
a0 o, 9., . . e
Qrh, Qe L., 90|

heisst die Relativdiseriminante D, des Korpers K bez. k; die-
selbe ist, wie leicht ersichtlich, ein Ideal des Korpers £.

§ 15.

Eigenschaften der Relativdifferente und der Relativdiscriminante eines Kdrpers.

Hinsichtlich der soeben definirten Begriffe gelten folgende Sitze:
[Hilbert®.]

Satz 38. Die Relativdiscriminante des Korpers K in Bezug auf den
Unterkorper / ist gleich der Relativnorm der Relativdifferente von K, d. L.

D, = N(®,).
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Beweis. Die Relativiorm von der Relativdifferente der Fundamental-
form & ist
N(4,(8)) = £(E—E)(E—E")...(B*H—E0-)’

" ey [/ | 2
1, 5 . =
P b=l \p—1
. 17 = LR (: )
= — =(r—1)yr—1
1, Fe-v, ..., (Er-V)

Andererseits ist das rechtsstehende Determinantenquadrat eine Form des
Korpers K, deren Inhalt gleich der Relativdiscriminante /), ist. Driicken
wir niimlich die Terme der obigen Determinante linear durch £,,..., 2,
beziiglich durch die conjugirten Basiszahlen des Korpers K aus, wobei die
Coefficienten in diesen Ausdriicken ganzzahlige Functionen von U7, ..., U, 1
sind, so erkennen wir, dass jenes Determinantenquadrat lauter durch
Dy, teilbare Coefficienten besitzt. Umgekehrt zeigt eine Uebertragung des
Satzes 36, dass eine jede r-reibige Determinante der Matrix (4.) nach Multi-
plication mit der rten Potenz einer gewissen in den Parametern U, .... [’

geschriebenen rationalen Einheitsform durch das Differenzenproduct

(E—E)(E—E")...(5r-5— 50D

M

teilbar wird. Daraus folgt N, (4,(5))= D,.

Satz 39. Bedeuten D) und d die Discriminanten des Oberkirpers K
und des Unterkdrpers £ und bezeichnet 7(D,) die Norm der Relativdiscri-
minante D), genommen im Korper £, so ist

D = d'n(D,).

Beweis.  Ist ’§=mlu]+---+wmum die Fundamentalform des

Korpers £, so geniigt =, fiir X gesetzt, einer Gleichung rten Grades in
X von der Gestalt

¢(XJ ‘_E) = (—p',-Xr“f_q-)lX’.Al—‘—""}r“@r =0,

wo &, ..., P ganzzahlige Functionen von ¥ und den Unbestimmten
Uy ooy w0,y U, oo, U, sind, und wo ¢, eine rationale Einheits-
form der Unbestimmten 7, ..., % ist. Dic ibrigen Wurzeln der obigen
Gleichung rten Grades sind X= 5", ..., Ev-D. Sodann sei W
eine der m—1 zu & conjugirten Fundamentalformen; die Wurzeln der

Gleichung rten Grades (X, E™W) =0 migen mit Z -, = ... .. =

bezeichnel werden.  Da nun & einer Gleichung meten Grades geniigt, so
frend

ist offenbar jede Potenz von E nach Multiplication mit e¢iner Potenz von
@, gleich ciner ganzen Funetion von & und &, welehe in & hichstens
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bis zum Grade m—1 und in 5 hochstens bis zum Grade 9»—1 ansteigt,

und deren Coefficienten ganzzahlige Functionen der Parameter Uy voes Uy

T . . . . . . P )

v, ... UM sind. Infolge dessen ist notwendigerweise die Discriminante
Rl

der Fundamentalform 5 nach Multiplication mit einer Potenz von b,
durch das Quadrat der M — rm-reihigen Determinante

R Lt —_
1) = S 1) E: §PE> EE ) “_,:"r 17
e Em-—n’ Em—l,,_‘:'” — Em—l Erfl
= [ P =
17 =, cey ST 17 E: §E,: " E'T ]9
A — . ;cm—lJ Em—lE’, 5 » i3 :Em,—l E'r—l
Dl L [y £ i LN e & <. oy Y
la =" ]a s sy :(r 1))r 17 E: ép‘;’(' 1)9 s 2y 5(:(r 1))r 17
R Em—l, Em—lEr—l} R Em—l (E(r——l))r——l

teilbar; hierbei sind in dem Schema nur die ersten s Horizontalreihen
hingeschrieben; die iibrigen 7(#—1) Horizontalreihen entstehen, wenn
man der Reihe nach allen Buchstaben £ die Zeichen (h)=(1), ..., (m —1)
als obere Indices und zugleich allen Buchstaben 5 die nimlichen Zeichen
als untere Indices anfiigt.

Driickt man nun die Elemente der Determinante 4 linear durch die
Basiszahlen R, ..., @  und deren Conjugirte aus, so erkennen wir
die Richtigkeit der Formel

Q, ... 9, |

! '
Q, Ce, 2

A4 = F,

-, 9%1—1)
wo I eine ganzzahlige Function der Parameter %, . . ., %, , u,...,U ”
bedeutet. Hieraus folgt, dass der Zahlenfactor des Quadrates von A durch
D teilbar ist. Da aber der Zahlenfactor der Discriminante von 5 nach
Satz 35 = D wird, so folgt aus obiger Entwickelung, dass auch um-
gekehrt D durch den Zahlenfactor des Quadrates von A teibar ist; d. h.
der Zahlenfactor von A? ist gleich .
Aus elementaren Sitzen der Determinantentheorie ergiebt sich nun
die Identitit
|1, & vy AL 4
« Tm—
4 — 1, &, awey £ T I,

, E(m_1)7 e (‘g(mAl))m—l

—_—

WO
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L, B ..., & 1, Ey» e Bl
= 'y —
I N T 1, Oy, .. Ep
], 5(7‘—1)’ Ce (E(r—~1))r—-l 1’ ’:’((Ir)-—ﬂ . (:‘:’((‘r)—l))r——l
ot )
17 :(m—l)’ s ""(Cu -1y )
1 st =1y o1 ’
y M1 T Ste—1 I
b1 (r-—-1 1
L Ee, . Ey

gesetzt ist, und hieraus folgt unmittelbar der Satz 39.

Der eben bewiesene Satz 39 zeigt nicht nur, dass die Discriminante
eines Korpers durch die Discriminante eines jeden Unterkorpers teilbar
ist, sondern giebt eine gewisse Potenz der letzteren an, welche in der Dis-
criminante des Oberkorpers aufgeht, und deckt auch zugleich die einfache Be-
deutung des iibrig bleibenden Factors der Discriminante des Oberkorpers auf.

§ 16.
Die Zerlegung eines Elementes des Korpers & im Oberkorper A.
Der Satz von der Differente des Oberkorpers K.

Satz 40.  Jedes Element des Unterkérpers k ist dem Product
von gewissen r Kilementen des Oberkirpers K gleich, und zwar gelten
die Formeln:

~(h = = A—t__:-, —‘,4\
E—t0 = (B—EF, B —E).--(E—EL)

= (_\:71‘ . 5\]‘”)_

= (E—E, ) (E'—E,)-
Beweis. Ist
rx)= X”’+F1X“"‘+---+E,, =
die Fundamentalgleichung Mten Grades des Korpers A wobei F. ..., Fo
ganzzahlige Functionen von U, ..., U, bedeuten, so gilt identisch in
X die Gleichung
BpF(X) = BX, DX, ... B(X. 50-D),

Die Differente der Fundamentalformn = ist mithin wegen @P(E ¥ =10
durch dic Formel

()/«(ﬁ)__ 1 Odb(E

A(E) = = a_ Y dbE ). B F=0)
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dargestellt. Nun ist einerseits

= = e i = o r—1
(G) B(E §0) = B,(E— 5, (E—5,) - (E—E5 ")
=12 ..., m—1)

und andererseits ist

©) o2& ) =@ )—d@E H=(—"Ha,
wo G® eine ganze algebraische Form bedeuntet; aus diesen Formeln folgt:
oF (&) oD (5, &)

B} = —pp E—E)...E—E" G477,
1 8®(E
Da 3 % die Relativdifferente von & darstellt, so folgt nach
0 —

Satz 13 aus der letzten Formel
(1) D = P03,

wo D die Differente von K, D, die Relativdifferente von K in Bezug
auf £, und wo J dasjenige Ideal bedeutet, welches den Inhalt der Form
G'...G" " ausmacht. Durch Normbildung ergiebt sich D=n(D)d"N),
und folglich ist nach Satz 39 N(I)=1, d.h. I=1. Die Formen
@, ..., @™V sind daher simtlich Einheitsformen, und die Formeln (5)
und (6) beweisen unseren Satz 40.

Der Satz 40 liefert die Zerlegung der Elemente des Korpers 4 im
Oberkorper K; er ist das Fundament der Theorie der Discriminanten.
Die Formel (7) liefert iiberdies die wichtige Thatsache:

Satz 41. Die Differente © des Korpers K ist gleich dem Product
der Relativdifferente ©, von K in Bezug auf den Unterkrper £ und der
Differente d des Korpers £, d. h. es ist

D = D,b.

Nach diesem Satze ist das Verhalten der Differenten beim Ueber-
gange von dem Unterkdrper in den Oberkdrper von merkwiirdiger Ein-
fachheit: man bekommt die Differente des hoheren Korpers, indem man
die Differente des niederen Korpers mit der betreffenden Relativdifferente
multiplicirt.

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 14
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Capitel VI,

Die Einheiten des Korpers.
§ 17.
Die Existenz conjugirter Zahlen, deren absolute Betrige gewissen
Ungleichungen geniigen.

Nachdem in Capitel II die Teilbarkeitsgesetze der Zahlen eines alge-
braischen Kérpers ausfiihrlich behandelt sind, gehen wir dazu iber, die-
jenigen Wahrheiten zu entwickeln, bei deren Ergriindung der Grossen-
begriff eine wesentliche Rolle spielt. Das wichtigste Hiilfsmittel bei diesen
Untersuchungen bildet der folgende Satz: [ Minkowshi?]

Hiilfssatz 6. Sind

f, = ayu—+—+e, u

Tme "7

fm = amlu1+'“+a’ C

mimn m

m lineare homogene Formen von %, ..., »  mit beliebigen reellen Coef-
ficienten a,,, ..., @, und der Determinante 1, so kann man U oo Y
stets als ganze rationale Zahlen, die nicht simtlich O sind, so bestimmen,
dass die Werte jener m Formen £, ..., f,,» absolut genommen, simtlich
=1 werden.

Dieser Satz erhilt durch eine leichte Umformung die Gestalt:

Hiilfssatz 7. Sind f,, ..., f, m lineare homogene Formen von
%, - .., u, mit beliebigen reellen Coefficienten und der positiven Deter-
minante 4, und bedeuten #,, -, % beliebige positive Constante. deren
Product gleich A ist, so kann man w, ..., w, stets als ganze ratio-
nale Zahlen, die nicht sdmtlich 0 sind, so bestimmen, dass die absoluten
Werte jener m Formen den Bedingungen

Iflléxl’ S lfmléxm

In

geniigen.
Es sei bemerkt, dass in diesem Capitel, abweichend von dem Frii-

heren, der Kérper £ und die m—1 zu & conjugirten Korper beziiglich
mit £ =M, £®), . .., A0 und dem entsprechend allgemein die in A lie-
genden, zu w , ..., w = conjugirten Basiszahlen mit o ..., 0 be-
zeichnet werden.

Den Hiilfssatz 7 verwenden wir zum Beweise der folgenden Thatsache:

Satz 42, Sind x, ..., x, belicbige reelle positive Constante,
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deren Product gleich H/E| ist, und die den Bedingungen x ===x, ge-
niigen, falls ¢ und &) conjugirt imaginire Korper sind, so giebt es
im Korper £ immer eine ganze von O verschiedene Zahl w so, dass
oM =%, ... o™ ==x

wird.

Beweis. Wir ordnen den Korpern A%, ..., k™ gewisse Linear-
formen zu, und zwar nach folgendem Gesichtspunkte: Ist &) ein reeller
Korper, so ordnen wir demselben die Linearform

fr == a)&’)ul—{—-. . .+w(7‘)u

" m
zu; ist dagegen A() ein imaginirer Korper und ) der zu demselben
conjugirt imagindire Korper, so ordnen wir den beiden Korpern £() und
k6 die beiden Linearformen

1 , y
fo = g P ol

(8
fo = 5 (0o Dut G0 =0,
zu, deren Coefficienten wiederum reell sind. Die Determinante der 7 Formen
fi» -+ [, ist, absolut genommen, = |V/d|. Der Hilfssatz 7 liefert
dann unmittelbar die Behauptung, wenn man beriicksichtigt, dass fiir die
Paare imaginirer Korper

frrft = 2laPu e tal,
ist.

Andererseits folgt leicht die Thatsache:

Satz 43. Wenn der Grad m und eine beliebige positive Constante x
gegeben ist, so existirt nur eine endliche Anzahl von ganzen algebraischen
Zahlen mten Grades, die nebst allen ihren Conjugirten, absolut genommen,
< » sind.

Beweis. Die m ganzzahligen Coefficienten der Gleichung, der eine
solche ganze Zahl geniigt, miissen absolut sdmtlich unterhalb einer nur von
m und x» abhingigen Grenze liegen; sie sind daher ihrer Anzahl nach
beschrankt.

§ 18.

Satze tber die absolute Grosse der Korperdiseriminante.

Wir beweisen die beiden folgenden Sitze:
Satz 44. Die Discriminante d eines Zahlkorpers k st stets ver-

schieden von =1 [Minkowski®??].
14%
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Satz 45. s giebt nur cine endliche Anzahl von Korpern mten
Grades mit gegebener Discriminante d. [Hermite™?, Minkowski®.]

Zum Beweise dieser Sitze dient der folgende Hiilfssatz:

Hiilfssatz . Wenn f,, ..., [, diein Formel (8) definirten o reellen
Linearformen der Unbestimmten «, ..., %, bedeuten, so existirt im Korper £
stets eine solche von O verschiedenc gamc Zahl ¢ =a, 0, ~+-—+a, o _,
fiir welche dic absoluten Betrige dieser Formen fir u, =a,, ..., u =«
den Bedingungen

©O) A=V A<t Ifl<1 - |f]<1
geniigen.

Beweis. Nach Satz 43 kann es nur eine endliche Anzahl von ganzen
Zahlen @, @ , ¢y, ... im Kdrper k geben, welche die Bedingungen

Al<IVal+1, (hl<1 ..o |fl<]

erfiillen. Diejenige unter diesen Zahlen «, e, «,, ..., fir welche |[f |
den kleinsten Wert besitzt, sei @, und dieser kleinste Wert selbst werde
mit ¢ bezeichnet. Sollte es keine solche Zahl ¢ geben, so setze man
S H/‘]—{—l Filltnun ¢ = |]/dl aus, so ist die Richtigkeit des Hiilfs-
satzes 8 offenbar. Im anderen Falle bestimmen wir eine positive Zahl ¢
derart, dass (1+4-&)"—! H/J| << @ wird. Nach Hiilfssatz 7 giebt es dann
stets ein System ganzer rationaler Zahlen w, ..., «,  von der Art, dass

1 1
A=A+ IVal, 1S 1 <o IS
und folglich

= 14-¢
lf1|<q)7 lf2|< l’ N lfm|<1

wird; dies steht mit der von uns getroffenen Wahl der Zahl ¢ im Widerspruch.
Um nun dic beiden Sitze 44 und 145 zu beweisen, verfahren wir
wie folgt. Ist &==A4{") ein reeller Kirper, so ist die Form £, eine villig
bestimmte. Ist jedoch A() ein imaginiiver Korper und A der zu ihm con-
jugirte, so stehen uns fiir £, zwei Formen zur Auswabl: wir sctzen

f, = 1/ (o) —o®)u A= (W) — o
2

Die Reihenfolge, in der wir die ibrigen Formen 7. .... f annchmen,
g n
ist gleichgiiltig.  Der Hiillssalz 8 zeigt die Existenz ciner ganzen Zall e.
welehe den Bedingungen (9) geniigh.  Andererseits st
' +/
H|f |II 2 2 — EACIR

(r) 88
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wo das erste Product iiber alle Formen f., das zweite tber alle Formen-
paare [, f, zu erstrecken ist. Da mnotwendig |n(e)| =1 ausfillt, so
folgt |f,| > 1 und daher |W| > 1, womit der Satz 44 bewiesen ist.

Zugleich folgt aus den Ungleichungen |£,|>1, |£,|<1, |f,|<<1, ...
.o |f, ] <<1, dass @ eine Zahl des Korpers k= k(M ist, welche sich
von allen ihren Conjugirten unterscheidet, d. h. es ist die Differente d(c) == 0.
Nach der Bemerkung auf S. 180 oben ist daher ¢ eine den Korper £ be-
stimmende Zahl. Da ferner ¢ eine vorgeschriebene Zahl ist, so giebt es
nach Satz 43 nur eine endliche Anzahl von ganzen algebraischen Zahlen
m ten Grades, welche nebst ihren Conjugirten den Bedingungen (9) geniigen,
und darans folgt unmittelbar die Richtigkeit des Satzes 45.

Der Satz 44 spricht die das Wesen der algebraischen Zahl tief be-
riihrende Eigenschaft aus, dass die Discriminante eines jeden Zahlkdrpers
mindestens eine Primzahl enthalten muss.

Wenn wir statt des zu Anfang dieses Abschnitts genannten und dieser
ganzen Untersuchung zu Grunde liegenden Hiilfssatzes 6 einen ebenfalls von
Minkowski aufgestellten schirferen Satz benutzen, so fiihrt die nimliche
Schlussweise auf die Thatsache, dass der absolute Betrag der Discriminante

S . ) 76\ (2
eines Korpers mten Grades sicherlich immer die Grosse T :
m!

2ry e2m_?1r7z
2 wm
Anzahl derjenigen imagindren Korperpaare bedeutet, welche unter den
m conjugirten Korpern &M, ..., k0 vorhanden sind [Minkowsks® 23],
Die letztere Thatsache, in entsprechender Weise verwertet, zeigt, dass
auch unter den Korpern aller moglicher Grade nur eine endliche Anzahl
vorhanden sein kann, welche die vorgeschriebene Discriminante d besitat.
Aus den nimlichen Principien folgt noch eine Thatsache, die fiir
das nichste Capitel VII von Wichtigkeit ist [Minkowske'?]:
Satz 46. Tst a ein vorgelegtes Ideal des Korpers k, so giebt es
stets eine ganze von O verschiedene Zahl ¢ des Korpers, welche durch
a teilbar ist, und deren Norm der Bedingung

[n(@)| = |n@Vd|

und daher umsomehr die Grosse (g) tibertriftt, wo », die

geniigt.
Beweis. Sind

1m mm’

6, = a0+ +a

Lm = a’ml wl e + a’mm wm
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die m Basiszahlen des Ideals a, so mogen aus denselben genau, wie dies
vorhin mittelst @, , ..., w geschah, s lineare Formen fl, w45 fm
mit reellen Coefficienten gebildet werden; die Determinante dieser  Formen

ist dann dem Werte nach gleich

1 W, (ay i
Lgl)ﬂ ¥ g LE’IL) Gy v v s Gy, ! C o Py, j

m (m) (m)
l’gm)’ sty ”E,,) aml’ ' amm wl ’ ’ wm

und folglich nach Satz 19, absolut genommen, gleich ]n(a)ﬁl. Ordnen
wir nun den Formen f,, ..., f, je eine von irgend s reellen positiven
Constanten #,, ..., x  zu, deren Product =|n(a)]/3] ist, und welche
den Bedingungen x = x geniigen, falls k® und £®) conjugirt ima-
ginire Korper sind, so folgt aus Satz 42 die Richtigkeit des Satzes 46.

§ 19.

Der Satz von der HExistenz der Einheiten eines Korpers. Ein Hilfssatz uber
die Existenz einer Einheit von besonderer Eigenschaft.

Die wichtigste Grundlage fiir das tiefere Studium der ganzen alge-
braischen Zahlen bildet der folgende fundamentale Satz {iber die Einheiten
des Korpers & [Dirichlet'® 1418, Dedekind', Kronecker'®-20, Minkowski®].

Eine ganze Zahl & des Korpers £, deren reciproker Wert kS wiederum
&

eine ganze Zahl ist, heisst eine Einheit des Korpers £. Die Norm einer
Einheit ist = —t=1; umgekehrt, wenn die Norm einer ganzen Zahl des
Kérpers = =1 wird, so ist diese eine Einheit des Kérpers.

Satz 47.  Sind unter den m conjugirten Korpern k0, .. ., km
7, reelle Kirper und r, = — ' imagindre Korperpaare vorhanden,
s0 giebt es im Kirper k=k" ein System von r=r 4-r,—1 Ein-
heiten &, ..., € wvon der Beschaffenheit, dass jede vorhandene Ein-
heit & des Kirpers k aur eine und nwr auy eine Weise in der Gestalt

& = Qa‘;l...é‘i{r

dargestellt werden kann, wo «. ., a ganze rationale Zaklen sind,
und wo o eime n k vorkommende Einheitswurzel bedewter.

Um den Beweis dieses Satzes vorzubereiten. ordnen wir die m con-
jugirten Karper A0, ..., A9 in bestimmier Weise, wie folgt, an.  Voran

stellen wir dic » reellon Kdrper i ), v /c(r‘); dann wihlen wir aus
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jedem der », Paare conjugirt imagindrer Korper je einen aus; diese Korper
seien: Al (ri+1) « ir di i
selen: AN, k)5 darauf lassen wir die zu diesen conjugirt ima-
gindren Korper folgen: ACutr+) . k0w,  Wir bilden nun mit den
m beliebigen reellen Veriinderlichen %, .., u, die m Linearformen

£ = wgs)u1+...+w(3)u =1, 8y sy i)

s mm?

und schreiben noch & =g Sind &, .., &, simtlich % 0, so setzen
wir im Falle, dass £() ein reeller Korper ist,

log|g | = 1 (¥)
und im Falle, dass £ und 4¢) conjugirt imaginire Korper sind,
log(&) = $L(O)—il (%),
log(§,) = L&)+l ®),
wo 4, (&), ..., [ (§) simtlich reelle Grossen sind und insbesondere die
Werte /(&) den Ungleichungen
0= <2n
geniigen sollen; die Grossen [ (§), ..., [ (&) sind hierdurch als ein-
deutige reelle Functionen der reellen Verinderlichen U, .., %, definirt;

sie sollen die Logarithmen zur Form & heissen. Bezeichnet ferner
{n(%) den reellen Teil des Logarithmus von n(E), so ist

L®A++1 (&) = In®).

Sind %, ..., w, ganze rationale Zahlen, die nicht samtlich ver-
schwinden, so stellt & =& eine ganze von O verschiedene Zahl ¢ des
Korpers £ = £() dar. Die Grossen [,(%), ..., [ (&) sind dann eindeutig
durch die Zahl ¢ bestimmt und sollen die Logarithmen zur Zahl ¢
heissen. Ist & eine Einheit des Korpers £, so besteht wegen n(e) = 2=1
die Gleichung

L@+l (&) = 0.

Die reellen Variabeln %, ..., %, sind umgekehrt darch die Werte
der Logarithmen /, (&), ..., { (&) 9"-deutig bestimmt, da durch letztere
die », reellen Werte &, ..., Erl nur bis auf das Vorzeichen, dagegen
die ibrigen conjugirt imaginiren Wertepaare "g‘rl 410 o 8, vollsténdig
bestimmt sind.

Um die spéter anzuwendende Functionaldeterminante dieses Ab-
hingigkeitsverhiltnisses zu berechnen, bezeichnen wir, wenn £, ..., f_
m beliebige Functionen der Variabeln z;, ..., @, sind, die Functional-
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-
Fir ovor f

determinante der £, ..., T beziiglich der @, ..., z mit p :

z
yf EE ey Sy

dann gelten fiir die absoluten Betrige die Formeln
Uy oeos U, 1 ’ £, oo &, ’_P: £ | = a2
i == == T i, ==y 8, 0= L& Jis
§17 reR g,“ ‘-‘/(ll ’ /1(5)7 sty l,,,(_E) ) y :

Uys + oo ., { sl

oy B 3 5 UL er-
woraus durch Multiplication der Wert von 11(5)7 - lm(?,‘) sich er

iebt.
; Tm Folgenden werden vornehmlich die ersten » Logarithmen
l,, ..., L, zur Form & oder zu einer Zahl ¢ betrachtet. Fiir die r ersten
Logarithmen zu Formen &, 5 oder Zahlen «, § gelten offenbar die Glei-
chungen
LG = LE+L0)
1 (ef) = L@+

Nunmehr beweisen wir folgende Thatsache:
Hiilfssatz 9. Tm Korper k& gicbt es stets eine Einheit ¢, welche die
Bedingung
nL@+ 4yl + 0

erfiillt, wobei y, ..., y, beliebige vorgeschriebene, nicht simtlich ver-
schwindende reelle Constante sind.

Beweis. Man setze, wenn o irgend eine ganze von O verschiedene
Zahl in £ bedeutet, zur Abkirzung

L((O) = ylll(w)—l—'--—-l—yrlr(m);
ferner bestimme man irgend ein System von 7 reellen Grossen 2,,.... 4

8
so dass y, A, —4--+—y, A =1 wird, und setze dann

Mt At R Y T 2,4
A =€, ..., Arl—e', /t,~1+1—€ ™ .
wo ¢ einen willkiirlichen reellen Parameter bezeichnet.  Es sind dann
zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem séimtliche i conjugirte Korper

£V, .., k0 reell sind oder nicht. Im ersten Falle ordnen wir den

r=m—1 Korpern £, ..., £0) die Grissen A, .... . und dem
1 d

iibrig geblichenen letzten Korper A0 die Constante _f = P 11 l -

i ST |

zu.  Im zweiten Fall ordnen wir den Kdvpern AWV, 0000 A wiedernm

die Grissen . ..., .4 zu, dem imaginiten Kdrper A0 werde die
1 3 A ’ =


file:///-/ld/

A7
—
=]
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(v
Constante £ = zugeordnet. Endlich ordnen

Ay, A A
wir den 7m—»-—1 iibrig t,(}bhebenen imagindiren Korpern £0+2), .. ., k(™
beziiglich die ndmlichen Constanten zu, wie sie bereits den conjugirt
imaginéiren Kdrpern zugeordnet sind; wir bezeichnen die betreffenden Con-
stanten mit A o -y A, In beiden Fillen wird das Product

A...4, = |Vd|,
und die Constanten .1, ..., 4 erfiillen mithin die Bedingungen, denen
die Constanten x, ..., » des Satzes 42 geniigen sollten.
Dem Satz 42 zufolge giebt es daher im Korper % eine von O ver-
schiedene Zahl ¢ derart, dass
(10.) le®| =4, .., |e™| =4,

und folglich zugleich |n(e)| = |}/d| wird. Wegen |n(z)| =1 ist fir
alle Werte s=1, 2, ..., m:
1
e g
|01 = GO Tae0] s ey

wenn wir daher die Ungleichungen
1 1
W = 71 s . e vy

Ao d, = [V

1
a("")

1

o Ry
— 4,

beriicksichtigen, so folgt

(11.) la®] = A
— |Vd|
Aus den beiden Ungleichungen (10.) und (11.) ergiebt sich, wenn der
reelle Wert von log|}/d| mit d bezeichnet wird,
At=l(e) = At— 29
oder B, B ey 1)y
0= [ls(a)—lst\ =24
woraus zu ersehen ist, dass der Ausdruck
r il (@— At 4y, L (@) — 2.8 = L(e)—t
zwischen gewissen endlichen Grenzen d, und d, > d, liegt, welche nur
von d und y,, ..., 7,, dagegen nicht von dem Wert des Parameters ¢

abhingig sind.
Es werde nun eine Grosse 4 = 0,—0d, bestimmt; bringt man dann
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fiir ¢ der Reihe nach die Werte t=0, 4, 24, 34, ... in Anwendung,
so wird man durch das beschrichene Verfahren eine unendliche Reihe
von Zahlen a, 8, y, ... erhalten, deren Normen, absolut genommen, simt-
lich = |}/d| sind, und fiir welche ausserdem die Bedingungen L (c)<<
L(p) << L(y)<C--- erfiillt sind. Da in den ganzen rationalen Zahlen,
deren absolute Betrige <X |}/d| sind, nur eine endliche Anzahl unter
einander verschiedener Ideale als Factoren aufgehen, so kann in der

unendlichen Reihe der Hauptideale (), (8), (y), ... nur cine cndliche
Anzahl verschiedener Ideale vorkommen, und es werden daher unendlich

viele Male zwei dieser Idealc einander gleich. Ist etwa (&) = (), so stellt
&= g eine Einheit dar, welche wegen L (&) = L(B)— L(z) >0 die

Bedingung unseres Hiilfssatzes 9 erfiillt.

§ 20.

Beweis des Satzes von der Existenz der Einheiten.

Um nunmehr den Satz 47 zu beweisen, wihlen wir dem Hilfssatz 9
gemiss in k eine Einheit 4, fiir welche / () & 0 ausfillt, dann eine
Einheit 7,, fir welche die Determinante

ll <7]1)’ Zx (72)
L0 ()

ferner eine Einheit 7, fir welche die Determinante

ACPIRACHRACNE
L, L@, L) %0
| 13(771)7 13("]2)7 lg (773)
ausfillt u. s. I.; man gelangt so zu einem System von Einheiten bz v s
fir welche schliesslich die Determinante

L, .., ()

:‘:O;

T =)
L), .. 1
ist. Tnfolge dessen lassen sich, wenn H eine beliebige Einheit im Kérper

ist, die » orsten Logarithmen zn [I stets in dic Gestalt

/1 ) = ()l ll ("71)+' e /l ('i,-).

LAY = ¢/l (q) A4 e, (.0
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bringen, wo ¢, ..., e, reelle Grossen bedeuten. Diese Darstellung
wiederum zeigt, dass

LH) = m, La)—+-—m L (g )+ E,,

LH) = m 1 @)+~+ml@u)+E.

gesetzt werden kann, wo my, ..., m,_ die numerisch grossten ganzen ra-
tionalen, beziiglich in €, .., e, enthaltenen Zahlen bedeuten. Die Zahlen
E'l, % b Er sind nun ebenfalls von der Gestalt

E = pl(q)+—4unl(n),

Er = “1l7("?1)++“:lr(’7r)
Da hierin p, .. ., w, reelle Grossen — 0 und <C 1 bedeuten, so liegen
die Werte K\, ..., E _, absolut genommen, simtlich unterhalb einer Grenze
#, welche nicht von H abhingig ist, d. h. die simtlichen » ersten Loga-
rithmen zur Einheit
H

ey e

K
liegen absolut unterhalb der Grenze x. Wegen /, (H)—---~+1 - (H)=0

liegt daher der absolute Wert von L. _H(E) unterhalb der Grenze rx, und
mithin bestehen die Ungleichungen

H =

[HO| <o, ..., |H”| <, |H™| <™,

d. h. simtliche conjugirten Werte der Einheit H sind absolut kleiner
als die Grosse e”*.

Nach Satz 43 kann nur eine endliche Anzahl solcher Einheiten
existiren. Bezeichnen wir dieselben mit H,, ..., H,, so folgt H= H
oder H= Hn"...n", wo S einen der Werte 1, 2, ..., G hat. Ist
H,, eine beliebige jener G Einheiten H,, ..., H,, und bildet man die
ersten (f—1 Potenzen von H,, so werden nach dem eben Bewiesenen
irgend zwei von diesen Potenzen sich in der Gestalt Hsfflml ...’q:”; be-
ziiglich Hsnflﬁl...qrm;' darstellen, wo Hg beidemal die gleiche jener
@G Einheiten bezeichnet; ihr Quotient besitzt mithin eine Darstellung
von der Gestalt 7,"...%,7. Hiermit ist bewiesen, dass fiir jede Einheit

H , ein Exponent M, existirt derart, dass H;[T ein Product von Potenzen
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der Einheiten 7, ..., 7, ist. Bezcichnen wir das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache aller G Exponenten A/, ..., M, mit M, so hat dieser
Exponent M fiir alle @ Einheiten H,, ..., H, zugleich jene Eigenschaft,
und hieraus folgt, dass diec » ecrsten Logarithmen zu einer jeden belie-
bigen Linheit H des Korpers 4 die Darstellung

my b ()4 m L ()
[[I,([I) _ y 1 ’
(12.) o w a @ @ W i 3
m b () +-—m L (1)
l/,(FI) — 1 ’ql) A/f l
gestatten, wo m,, ..., m_ganze ralionale Zahlen sind.

Nunmehr wenden wir auf dieses unendliche System (12.) der Loga-
rithmen aller Einheiten die nimliche Schlussweise an, wie sie in Satz 5 (§ 3)
zum Beweise der Existenz einer Korperbasis auseinandergesetzt worden
ist; dann folgt, dass es ein System von » Einheiten ¢, ..., & giebt,
durch deren zugehorige Logarithmen die Logarithmen zu jeder beliebigen
Einheit H des Korpers sich in der Gestalt

LH) = al(e)4 -+ al (),

l‘l' (H) - al lr (61)_}_. o + ar lr (er)
ausdriicken lassen, wo a,, ..., «_ganze rationale Zahlen sind. Dieses

System von Einheiten &, .. ., ¢, geniigt den Bedingungen des Satzes 47.
In der That: ist H cine beliebige Einheit, deren zugehorige Logarithmen

obige Gestalt besitzen, so ist 9 = eine Einheit, deren zugehbrige

M et
1 i
Logarithmen offenbar simtlich = 0 sind. Eine solche Einheit ¢ ist not-

wendig eine Einheitswurzel. Denn nach dem vorhin Bewiesenen ist

&

ey (.

M . . .
0 =1 ... 5 WO m, ..., m, gewisse ganze rationale Zahlen sind.

Dureh Uebergang zu den Logarithmen folgt darans

7n1 ll (171)_'_' i +7nrll("]r) — O’

,ml/r (»,h)_|_...—|-'n2.r[,_(1]r) == Q

dohomy =0, ..., m =0 und g¥=1. icraus ergicbt sich die Dar-
stellang der Winheit £, welcho unser Satz A7 verlangt.
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Aus der Bestimmungsweise der Einheiten ¢, . .., g, folgt leicht:

L, - - - l,(n,)
Coe s o | = AR,
Elgds + + w lr(nr)

wo 2 eine ganze rationale Zahl bedeutet und zur Abkiirzung

L) - L)
R — | - « « « « ..
lr(€1)’ s B 33 lr(ar)
gesetzt ist. Diese Determinante R ist 4= 0, und hierans folgt, dass die
Darstellung der Einheit H durch die Einheiten &, ..., & nur auf eine

Weise geschehen kann. Der Beweis des fundamentalen Satzes 47 ist somit
in allen Teilen erbracht.

§ 21.
Die Grundeinheiten. Der Regulator des Korpers. Ein System von unabhiin-
gigen Einheiten.

Das System der Einheiten &, ..., & mit der in Satz 47 darge-
legten Eigenschaft heisst ein System von Grundeinheiten des Korpers k.
Es folgt leicht, dass wenn &, ..., & ein anderes System von Grund-
einheiten bedeutet, die Determinante aus den zugehorigen 7 Systemen von
je r ersten Logarithmen bis auf das Vorzeichen mit R tbereinstimmt. Wir
wihlen die Reihenfolge der Grundeinheiten stets so, dass R eine positive
Zahl wird. Die Zahl R ist dann durch den Kérper £ eindeutig bestimmt
und wird der Regulator des Korpers £ genannt.

Beim obigen Beweise des Hauptsatzes 47 erkannten wir zugleich,
dass eine Einheit, deren zugehorige Logarithmen simtlich = 0 sind, not-
wendig eine Einheitswurzel ist. Diese Thatsache erhilt in dem folgenden
Satz Ausdruck, welcher sich iibrigens auch in unmittelbarer Weise leicht
begriinden lisst [Kronecker®, Minkowski®]:

Satz 48. Eine jede Einheit, die selbst und deren Conjngirte simtlich
den absoluten Betrag 1 besitzen, ist eine Einheitswurzel.

Da in jedem Zahlkorper die beiden Einheitswurzeln +1 und —1
vorkommen, so ist die Anzahl aller Einheitswurzeln in £ stets gerade;
sie kann offenbar nur dann = 2 sein, wenn alle m conjugirten Korper

imagindr sind,
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Ein belichiges System von ¢ Einheiten #,, . .., 7, heisst ein System
von ¢ unabhiingigen Einheiteu, wenn zwischen denselben keine
Gleichung von der Gestalt 7" ...7,"t =1 besteht, wo m,, ..., m, ganze
rationale, nicht simtlich verschwmdende Zahlen sind. D1e Zahl t ist
stets = r; insbesondere bilden die Grundeinheiten &, ..., & ein System
von ¢ unabhingigen Einheiten. Hat man andererseits irgend ein System
von » unabhingigen Einheiten %, ..., 7, so existirt stets eine ganze
rationale Zahl M von der Art, dass fiir jede beliebige Einheit & des
Korpers £ eine Gleichung von der Gestalt 8M=’I]T ' gilt, wo die
Exponenten m,, ..., m_ ganze rationale Zahlen sind. Ist nidmlich
7, _Qﬁ?“ & fir s=1, 2, ..., r, wo g Einheitswurzeln und
Ay oves Gy ganzzahlige Exponenten sind, so ist die Determinante der
ganzzahligen Exponenten a,,, ..., a_ wegen der vorausgesetzten Un-
abhiingigkeit der Einheiten %, ..., 7, notwendig = 0. Wird diese
Determinante 4 genannt, so folgt, dass die Ate Potenz jeder beliebigen
Einheit & des Korpers gleich einem Product von Potenzen der Einheiten
N> «+ > 1., multiplicirt in eine Einheitswurzel o, wird. Ist of=1 fir
alle Einheitswurzeln ¢ in £, so ist offenbar die ganze Zahl ./ = A F von
der gewiinschten Beschaffenheit.

Der obige Beweis unseres Hauptsatzes 47 zeigt zugleich die Maog-
lichkeit, die Grundeinheiten &, ..., & durch eine endliche Anzahl von
rationalen Operationen aufzustellen. Die eingehendere Behandlung der
Frage nach der einfachsten Berechnung der Einheiten fihrt auf die Theorie
der kettenbruchdhnlichen Algorithmen, wobei dann die weitere Frage
nach der Periodicitit solcher Entwickelungen im Vordergrund des Interesses
steht [ Minkowski® 4]

Capitel VIIL
Die Idealklassen des Korpers.
§ 22.

Die Idealklasse. Die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen.

Jode ganze Zahl des Zahlkorpers 4 bestimmt ein Hauptideal; jede ge-

brochene, d.h. nicht ganze Zahlx in £ ist der Quotient zweicr ganzen Zahlen

aund B und somit als Quotient zweicr 1deale a und b darstellbar: x=%=._: .
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Denken wir die Ideale @ und b von allen gemeinsamen Idealfactoren be-
freit, so ist diese Darstellung der gebrochenen Zahl x als Idealquotient
a
b

a und b — mogen dieselben einen gemeinsamen Teiler haben oder nicht —

eine eindeutig bestimmte. Ist umgekehrt der Quotient zweier Ideale

& 3 (17 -
gleich einer ganzen oder gebrochenen Zahl x = — des Korpers, so werden

die beiden Ideale a und b einander Hquivalent genannt, d.i. in Zeichen
e b. Aus %:% folgt (f)a = (x)b, und somit erkennen wir, dass
zwei Ideale g und b dann und nur dann einander #quivalent sind, wenn
sie durch Multiplication mit gewissen Hauptidealen in ein und das ndm-
liche Ideal iibergehen. Die Gesamtheit aller Ideale, welche einem ge-
gebenen Ideal #quivalent sind, heisst eine Idealklasse. Alle Haupt-
ideale sind dem Ideal (1) #quivalent. Die durch sie gebildete Klasse
heisst die Hauptklasse und wird mit 1 bezeichnet. Wenn g = a
und b~ b ist, so ist aa’ = HH'. Ist A eine das Ideal a enthaltende
Idealklasse und B eine das Ideal b enthaltende Klasse, so wird die Ideal-
klasse, welche das Ideal ab enthilt, das Product der Idealklassen
A und B genannt und mit A B bezeichnet. Es ist offenbar 18 = B,
und umgekehrt folgt aus AB = B notwendig 4 = 1.

Es ist bisweilen vorteilhaft, auch Idealquotienten in die Rechnung

a b . .
einzufilhren: eine Gleichung von der Gestalt T oder eine Aequi-
valenz von der Gestalt % - —ff:—, soll gleichbedeutend sein mit derjenigen

Gleichung oder Aequivalenz zwischen Idealen, welche daraus durch Multi-
plication mit den in den Nennern stehenden Idealen hervorgeht, d. h. mit
der Gleichung ab' = a’b bez. mit der Aequivalenz ab’ ~ a'b.

Es gilt der Satz:

Satz 49. Es giebt stets eine und nur eine Idealklasse B, die, mit
einer gegehenen Idealklasse A multiplicirt, die Hauptklasse ergiebt.

Beweis. Ist g ein Ideal der Klasse A und ¢ eine durch a teil-
‘bare ganze Zahl, so dass o = ab gesetzt werden kann, so ist, wenn B
die Klasse des Ideals b bezeichnet, AB=1. Gibe es nun noch eine
andere Klasse B’ so, dass AB' =1 ist, so folgt durch Multiplication
mit B die Gleichung ABB' = B' = B.

Die Klasse B heisst die zu A reciproke Klasse und wird mit
A~ bezeichnet,
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Es gilt ferner die folgende fundamentale Thatsache:

Satz 50. In jeder Ildealklasse giebt es ein Ideal, dessen Norm
die absolut genommene Quadratwurzel aus der Kérperdiseriminante nicht
iibersteigt [ Minkowsks">*]. Die Anzahl der Idealklassen eines Zahlkorpers
ist endlich. [Dedekind’, Kronecker'®.)

Beweis.  Ist A eine beliebige Idealklasse und j ein Ideal der reci-
proken Klasse A—!, so giebt cs nach Satz 46 einc ganze, durch j teil-

bare Zahl ¢, deren Norm der Bedingung |n(s)| = n(})’l/{j[ geniigt.
Setzen wir ¢ ==ja, so gehdrt a der Idealklasse A an, und wegen
[n()| = n@n() ist n(a) = |Vd|. Es giebt also in der Klasse A
ein der letzteren Bedingung geniigendes Ideal a; da aber in den ganzen
rationalen Zahlen, welche = |]/E| sind, nur eine endliche Anzahl unter
einander verschiedener Ideale als Factoren enthalten ist, so folgt auch
die Richtigkeit des zweiten Teiles des Satzes 50.

§23.

Anwendungen des Satzes von der Endlichkeit der Klassenanzahl.

Der eben bewiesene Satz 50 gestattet mannigfache Folgerungen und
Anwendungen, von denen die nachstehenden hervorzuheben sind:

Satz 51.  Ist / die Anzahl der Idealklassen, so liefert die /te Po-
tenz einer jeden Klasse stets die Hauptklasse.

Beweis. In der Reihe A, 4%, ..., A" stimmen notwendig
zwei Klassen, etwa A7 und A7+¢, mit einander iiberein. Aus A" 4 = A"
folgt A°=1. Ist e zugleich der kleinste Exponent (= 0) von der
Beschaffenheit, dass 4*=1 wird, so folgt, dass die e Klassen A4°=1.
A, ..., A*=! simtlich unter einander verschieden sind. Ist B eine von
diesen ¢ Klassen verschiedene Klasse, so sind die ¢ Klassen B, AB. ...
cooy A7'B wiederum simtlich unter cinander und von den ¢ vorigen
Klassen verschieden; die Fortsetzung dieses Verfahirens zeigt., dass & ein
Vielfaches von ¢ sein muss, und hieraus folgt der zn beweisende Satz 51.

bic Ate Potenz eines jeden heliebigen Ideals a ist nach diesem Ratz
stets ein Hauptideal.

Satz 52. Wenn « und § zwei belicbige ganze Zahlen sind, so aiebt
es stets eine sowohl in @ wic in § aufechende ganze von O verschie-
denc Zahl y, welche ecine Darsteflung y==ESa-+yy gestattet, wo ¥y
geeignet gewiihlte ganze Zahlen sind.  Die Zahlen y, & 4 gehoren im all-
gemeinen nicht dem durch ¢ und @ bestimmten Zahlkdrper an [ Dedekind ']
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Satz 53. Es seien x, ¢ und »*, o* zwei Zahlenpaare des Korpers £;
damit j = (x, @) = (x*, 0*) werde, ist es notwendig und hinreichend, dass
man im Korper 4 vier ganze Zahlen ¢, 8, y, 0 finden kann, deren Deter-
minante ¢d—pfy =1 ist, und durch welche die Gleichungen

" = ax—+Po,
Q" = rx+d¢
erfillt sind. [Hurwitz*].

Beweis. Dass die genannte Bedingung hinreichend ist, folgt aus dem
Umstande, dass diese beiden Gleichungen eine Umkehrung von der Gestalt
— a*x*+{3*9*’
gestatten, wo a¥, 8% y¥, d* ganze Zahlen sind. Die Bedingung ist ferner
auch notwendig. Bezeichnet ndmlich % die Anzahl der ldealklassen, so
wird {* = (", o") = (™, 0**) = (z), wo 7 eine ganze Zahl des Korpers £

ist. Es sei
T = ‘uxh_l_,vgh — y,*x*"—i—w*g*",
wo u, v, ¥, o* ganze Zahlen in k£ sind; dann erfillen offenbar die vier
ganzen Zahlen
o Mx*xh—l_‘_,v*ee*lz—l

px* Qh_l—"'v*x Q* h—1

a p > ﬁ = - )
u Qar- w1 M’F Qx* h—1 ’VQ* Qh—l —+ M* xxh—1
r= T , 0= T

die Bedingung des Satzes 53. Dass ad—fy =1 ist, ergiebt sich, wenn
man die beiden Determinanten

w xh—l, Q

vot~l, —=x

x*, ’V* Q* h—1

und —7=—
* % f—
0% _Mxhl

—_—T =

nach dem Multiplicationssatze mit einander zusammensetzt.
Nach Satz 12 kann ein jedes Ideal in der Gestalt {= (x, o) dar-

gestellt werden. Setzen wir 3= %, so bestimmt die ganze oder ge-

brochene Zahl & vollstindig die Idealklasse, zu welcher j gehort. Wir
nennen -9 einen dieser Idealklasse zugeordneten Zahlbruch. Der Satz 53

5

zeigt, dass, wenn 9% = g; ein anderer der Idealklasse zugeordneter
Zahlbruch ist, notwendig vier ganze Zahlen ¢, f3, y, § mit der Deter-
ad 4B
y 44

Jahresbericht der Dentschen Mathem.-Vereinigung, 1V. 15

minante 1 im Korper % existiren miissen derart, dass J%= wird.
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§ 94.

Aufstellung des Systems der Idealklassen. Engere Fassung des Klassen-
begriffes.

Der Beweis des Satzes 50 giebt uns zugleich ein einfaches Mittel
an die Hand, durch eine endliche Anzahl rationaler Processe ein volles
System von nicht dquivalenten Idealen fiir jeden gegebenen Korper wirklich
aufzustellen. Man braucht nur alle diejenigen Ideale in Betracht zu ziehen,
deren Normen = |}/d| sind. Um die zwischen diesen Idealen irgend vor-
handenen Aequivalenzen simtlich zu ermitteln, haben wir nur nétig, jedes
von ihnen mit jedem zu multipliciren und dann, wenn j ein solches Pro-
duct bedeutet, jedesmal in j eine Zahl ¢ == O mit absolut kleinster Norm
aufzusuchen, um zu sehen, ob j==(¢) ist und somit die Factoren reci-
proken Klassen angehiren. Dass dies ebenfalls nur eine endliche An-
zahl von Operationen erfordert, erkennen wir auns dem Satze 46. Ist
nimlich ¢, ..., ¢, die Basis des Ideals i» so haben wir nur ntig,
U, - .., u, als ganze rationale, nicht simtlich verschwindende Zahlen so
zu bestimmen, dass die absoluten Werte der reellen und imaginiren Teile
von u ()4 —-u, o) fir s=1, ..., m simtlich unter gewissen gege-
benen Grenzen bleiben. Hierzu bedarfl es nur einer endlichen Anzahl von
Versuchen. Auf gleiche Weise sehen wir auch ein, dass fiir jedes vor-
gelegte Ideal die Klasse, der dasselbe angehort, stets durch eine endliche
Anzahl von rationalen Operationen bestimmt werden kann.

Es werde bemerkt, dass unter Umstéinden auch eine engere Fassung
des Aequivalenz- und Klassenbegriffes von Nutzen ist, indem zwei
Ideale nur dann #quivalent heissen, wenn ihr Quotient eine ganze oder
gebrochene Zahl wmit positiver Norm ist [Dedekind '].

§ 25.
Ein Hilfssatz tdber den asymptotischen Wert der Anzahl aller Hauptideale,
welche durch ein festes ldeal teilbar sind.

Nach dem Vorbilde von Direchiet, welcher die Anzahl der Klassen
von bindren quadratischen Formen mit gegebener Determinante auf
transcendentem Wege ausgedriiekt hat [ Dirdchlet™¥), und auf Grund der
in Capitel VI erhaltenen Resultate tiber die Einheiten eines Zahlkdrpers
gelang s Dedeldnd, cine fundamentale Formel abzuleiten, vermdge welcher
sich die Anzabl A der Idealklassen cines beliebigen Zahlkdrpers als Grenz-
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wert einer gewissen unendlichen Reihe darstellt [Dedekind']. Um zu
dieser Formel zu gelangen, beweisen wir zuniichst folgenden Hiilfssatz:
Hiilfssatz 10. TIst ¢ eine reelle positive Veriinderliche und 7' die

Anzahl aller derjenigen durch das gegebene Ideal a teilbaren Hauptideale,
deren Normen == ¢ sind, so ist

I T 9ritragpTe 1 R
e t w  n) lyal|
wo e die Anzahl der in % vorkommenden Einheitswurzeln und R den
Regulator des Korpers & bezeichnet. Die Bedeutung von 7, 7
Satz 47 erklirt. L dient zur Abkiirzung fiir Limes.
Beweis. Es sel @,, ..., a, eine Basis des Ideals a; jede durch
a teilbare ganze Zahl besitzt dann die Gestalt:

1= 00 = 0,4k eo0,0, = £ 00, (06,

wo v, ..., v, ganze rationale Zahlen annehmen und fl(fu), § % 5 m(fv)
lineare ganzzahlige Functionen der v, ..., v _sind. Wennwirv, ..., v

m P 17 ? m
als reelle Verdnderliche ansehen und

, ist in

_ J1 @) 7. (@)
Ve " el
E=E@) = w4 AU, o, = _17(0_)

setzen, so sind %, ..., u  eindentige Functionen von v, ..., v, und
£ ist eine Form, fiir welche 7 (§) ===1 wird. Wir berechnen nun die
s ersten Logarithmen zur Form & und hieraus » reelle Grossen ¢, (), ..., ¢ (&)

derart, dass, wenn &, ..., & ein System von Grundeinheiten bezeichnen,

L®) = e,(®) ()46 @) ()

L® = ¢ ®)L(e)++e ()
ist; diese 7 Grossen ¢, ..., ¢ werden in diesem § 25 kurz die r Ex-
ponenten von 7 genannt.
Nimmt man fir v, ..., v, ganze rationale, nicht simtlich verschwin-
dende Zahlen, so ist klar, dass die so entstehende ganze Zahl 7 stets durch
Multiplication mit ganzen Potenzen der Einheiten &, ..., & in eine solche

Zahl verwandelt werden kann, deren Exponenten e, ..., ¢ den Bedin-
gungen
(13) 0=¢1, +:5 0=e <1

15%
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geniigen. Umgekehrt schen wir, dass zwei ganze Zahlen 7, 7%, deren Ex-
ponenten gleich sind, sich nur um einen Factor unterscheiden konnen,
welcher cinc Einheitswurzel ist. Wenn daher w die Anzahl der in £
liegenden Einheitswurzeln bezcichnet, so ist das w-fache der Anzabl T
aller durch u teilbaren Hanptideale mit ciner Norm = ¢ notwendig gleich
der Anzahl der verschiedenen Systeme von ganzzahligen Wertsystemen

v, - .y 0, fir welche |n(y)] = ¢ ausfillt, und fiir welche iiberdies die
Exponenten e, ..., ¢ den Bedingungen (13) geniigen.
Nunmehr setzen wir
L ¢ 7
- 1 3
=1 m, 7)1=—T—, e e ey ’Um: —’:‘;

dabei bleiben die Form & und folglich auch die Grissen [ (€), ..., /,(‘;—‘),
e, -.., ¢ von ¢ unabhiingig und enthalten lediglich die 7z neuen Ver-
inderlichen @, ..., ¢ . Die Ungleichung [n(7) = ¢ geht in [n(7(¢))| =1
iiber; da ferner in Folge der Bedingungen (13) die » Logarithmen
L&, ..., [(&) und folglich wegen [ (&)+---—+4L  (E)=In{E, =0
auch der Logarithmus /_ 1 (&) absolut unter einer endlichen, durch ¢, ..., &,
bestimmten Grenze liegen, so folgt das Gleiche fiir die simtlichen Grissen
|§(1) @) ---» |E™ ()|, und damit liegen wegen |n(%(¢)) = 1 auch die
m Grossen |4 (g)|, ..., |9™(g)| simtlich unterhalb einer endlichen
Grenze. Hieraus folgt, dass die Ungleichungen (13) unter Zuhiilfenahme
der Ungleichung | 2(%(¢))| = 1 in dem durch die 7 Coordinaten ¢ . ..., ¢
bestimmten s-dimensionalen Raume ein endliches Raumgebiet abgrenzen.

Bedenken wir nun, dass nach den Ausfihrungen in § 19 2. 215 die
Functionswerte £, (%), ..., { () die Werte der Variabeln ¢, ..., ¢
211-deutig bestimmen, so ist nach der Definition des Begriffs eines vielfachen
Integrals
LU{wT'r’"} = 2fi/f...jthldg>2...d(pl",

T =
wo das Integral rechter Hand iiber das durch die Ungleichungen
0=¢ =1, b 0= e =1 2@ =1

e —
bestimmte z-dimensionale Raumgebiel zu erstrecken ist und daher einen
cndlichen bestimmten Wert besitzl.

Um dicsen Wert zu ermittoln, fithren wir statt der Integrationsverinder-
lichen ¢, ..., ¢, dic neuen Veriinderlichen
Al e o © s . 5
o= ®), s = 0O Y = 20D Y,y =L (). ...
O W ! = i3
¥, =10



§ 2. Capitel VII. Die Idealklassen des Kérpers. 2929

ein, wo & und y von ¢, ..., ¢,, abhingig zu nehmen sind. Da diese
e Grossen simtlich analytische und in dem Integrationsgebiet

I=9 =1 «.., 029 =1, 09y
0__<_¢T+2§27t, e 0=y < 2x

e

41 =— ’

sich reguldr verhaltende, eindeutige Functionen von P -5 @, sind, so ist

quzl -do, = f f‘ Z)D: :19:),“ ay,...dy, .

Nach den Ausfiihrungen in § 19 S. 216 ist

-fl’ Tty o
L), -y RO
Ferner bestehen wegen

() = LAt 0 L& = L)— ()

(=1, %55

Vd

offenbar die Beziehungen:
WD o LG | (L, e L), ) |
LD, - L, In(y) | 7 [L@), -, LO, In®) |
und da endlich

Lo =10,8: - Lm)=1,

2

In()| P9, |1 z](g),...,z,(g)’:R
n(1) _ln(ﬂ)l’)/}(w)w--,ﬁn(w) @7 Py

ist, so ergiebt sich durch Multiplication simtlicher Gleichungen

|g)1:"" gom‘: R %
W e W @)V
(2 i )r : hiermit ist der

2

Das obige Integral besitzt daher den Wert

n@|Vd|
Beweis fiir den Hiilfssatz 10 erbracht.
Wir setzen im Folgenden zur Abkiirzung

Qritra gtz R
w |Vl
s0 dass x eine durch den Korper allein bestimmte und fiir diesen charak-

teristische Grosse hedeutet.

H =
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§ 26.

Die Bestimmung der Klassenanzahl durch das Residuum der Function £(s)
fiir s=1.

Satz 54. Wenn T' die Anzahl aller Jdeale einer Klasse A hedeutet,
deren Normen == ¢ ausfallen, so ist

t L.

t—e ©

Beweis. Ist q ein Ideal der zu A reciproken Klasse A~') und durch-
liuft ¢ alle 1deale der Klasse A, so stellt das Product ra alle durch g
teilbaren Hauptideale und jedes nur einmal dar. Setzen wir daher in
der Formel des Hiilfssatzes 10. ¢=mn(a)t’, so bedeutet 7" zugleich die
Anzahl der Ideale y in A, fiir welche 7(¢) << ¢' ist. Nach Fortheben des
Factors n(a) folgt die zu beweisende Formel fiir z=1¢".

Da die Zahl x von der Wahl der Klasse .1 unabhingig ist, so er-
giebt sich unmittelbar aus Satz 54 die folgende Thatsache:

Satz 55. lst T die Anzahl aller 1deale des Korpers /, deren Normen
= ¢ ausfallen, und bedeutet % die Anzahl der Idealklassen, so ist

L kS = hax
t=wm ¢
Aus dieser Formel kann mit Hilfe analytischer Methoden ein fun-
damentaler Ausdruck fiir die Klassenanzahl % abgeleitet werden. Es ergiebt
sich némlich folgende Thatsache:

Satz 56.  Die unendliche Reihe
1

() = 3—
( m »@’
in welcher §j alle Ideale des Korpers durchliugt, convergivt fir reelle
Werte von s > 1, und es st

L {(s— 1))} = hx.

g=1

[Dedelind 1.
Beweis. Bezeichnen wir mit (%) die Anzahl der verschiedenen

ldeale mit der Norm =, so ist offonbar, wenn 7 die in Satz 53 ange-
gebene Bedeutung hat,

Ty, FORE@ A+ F )

tezw b R n

Der Limes rechtor Hand kann nun, wie folgt, als Gronzwert einer un-
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endlichen Reihe dargestellt werden. [Dirichlet '] Wir ordnen die simt-
lichen Ideale { des Korpers nach der Grosse ihrer Normen, schreiben die ent-
stehende Rethe j, f,, .-+, j,, ... und bezeichnen allgemein die Norm von j,
mit »,, dann ist
FQO)+-4F(n,—1) <t = F(1)4-+4F(n,)
oder
y T T— — s swele 7
Pt} oot F ot — 1) (1_i) LR el o
n n, =

7,

bl
nt——l

und hieraus folgt nach Satz 55: =/hx, d. h.: wie klein auch die
t

t
=
positive Grisse d gegeben sein mag, es ist stets mdglich, die ganze Zahl ¢
so gross zu wihlen, dass die Ungleichungen

hx—20 1 hx—0

14 S I = et
(14) e

fiir alle ganzen Zahlen ' Z= ¢ giiltig sind.

Andererseits ist bekannt, dass, wenn s eine reelle Zahl =>1 be-

1 1
deutet, die Reihe %F — %—4——2?—1—?4— convergirt, und dass

{(s—l) > }__1 ist. Die letztere Gleichung zeigt, dass auch

s=1

{(s—l) = - }: 1 ist, wo #' nur alle diejenigen ganzen Zahlen
s=1
durchlaufen soll, welche oberhalb einer beliebig hohen Grenze ¢ gelegen

|
sind. Zunichst folgt aus der Convergenz der Reihe Zt_s mit Hiilfe

der Ungleichung ni <k_xt—,{:3_ die Convergenz der Reihe
v
1 1
=3
Sm 5l

fir s = 1, wo ¢ alle ganzen positiven Zahlen und j alle Ideale des
Korpers & durchliuft. Ferner ergiebt sich aus den Ungleichungen (14)
die Formel:

1 1
(r—0Y(6—1) 3 5 < (=D F s <Ooxt Y 6=

wo die Summen sich iiber alle ganzzahligen Werte von t' zu erstrecken
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“

haben, welche = ¢ sind. Der Grenziibergang zu s =1 liefert:

ha—d = L {(3—1)2 }—ﬁ] == hx—+-9.
) 7,

s=1
Nun ist
Lle—nz sl =1 fe—ng L= le—nz L\
s=1 M " ()"J " J =1l iy T ,’I
ebenfalls = fx—d und éhx'—}—d' und also, da hierin § eine belichiz
Kleine Grisso bedeutet, = hx, womit der gewiinschte Nachweis des Satzes 56
erbracht ist.

§97.

Andere unendliche Entwickelungen der Function £(s).

Die Function {(s) kann noch auf drei andere Arten darch unend-
liche Entwickelungen dargestellt werden [Dedekind']. Es ist, wie leicht
ersichtlich:

i) = 2

m 7
1

RO
— 11 ( 1 - 1 );
] 1—p“f1’ l——])—f"’s l—p—f"8

hier ist im ersten Ausdruck die Summe iiber alle ganzen rationalen positiven
Werte von n, im zweiten Ausdruck ist das Product tiber alle Primideale p
des Korpers &, und im dritten Ausdruck ist das Product dber alle ratio-
nalen Primzahlen zu erstrecken, wobei f,, f,, . ., f, die Grade der ¢ in
p aufgehenden Primideale bedeuten. Alle diese unendlichen Summen und
Producte fiir {(s) convergiren fiir s > 1, da die Glieder siimtlich positiv
sind, in einer von der Reihenfolge der Summanden oder Factoren unab-
hingigen Weise.

§ 28.

Die Zusammensetzung der Idealklassen eines Kirpers.

Betreffs der multiplicativen Darstellung der Idealklassen gilt der fol-
gonde wichtige Satz [Schering'. Kronecker):

Satz 57, lis giobt stets ¢ Klassen o, ..., -1,. =0 dass jede
andere Klasse 4 auf cine und nur auf cine Woise in der Gestalt
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95}
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A=AD, ..., A% Qarstellbar ist; dabei durchlaufens 25 ..., @, die
ganzen Zahlen 0, 1, 2, ... bez. bis A —1, ..., lz,q—l, und es ist
Ar=1, ..., Azqzl und h="h,...% .

Beweis. Man bilde fir jede Klasse A den niedrigsten positiven Ex-
ponenten ¢, derart, dass A" =1 wird. Der grosste aller dieser Expo-
nenten ¢, werde mit 4, bezeichnet, und es sei H, eine hierbei auf h,
fihrende Klasse. Nun bestimme man fiir jede Klasse A den niedrigsten
Exponenten ¢, derart, dass A® gleich einer Potenz von H, wird. Der
héchste dieser Exponenten ¢, werde mit h, bezeichnet, und H, sei eine
auf %, fihrende Klasse. Ferner bestimme man fiir Jjede Klasse A den
niedrigsten Exponenten ¢, =0 derart, dass A gleich einem Product von
Potenzen der Klassen H,, H, wird; es sei %, der hochste dieser Ex-
ponenten e, und I, eine auf %, fihrende Klasse. Fihrt man so fort, so
entsteht eine Reihe von Klassen H , H,, ..., Hq, denen, wie man un-
mittelbar sieht, die Eigenschaft zukommt, dass eine jede Klasse A auf eine
und nur auf eine Weise in der Gestalt 4 = H".. .H;q dargestellt werden
kann, wo @, ..., z, die im Satze 57 angegebenen Werte annehmen.

Es sel nun

@1s.) HY o= BAHMS . O,

wo t<s istund a,, @ -+, o, gewisse ganzzahlige Exponenten be-

—12
deuten, Aus den gemachten Festsetzungen folgt I{;‘” = H;’if. ..Hlbl,
wo b, ., ..., b gewisse ganze Zahlen sind; es muss h, durch %_teilbar
sein, da im anderen Falle bereits eine niedere als die hste Potenz von
H_ als Product der Klassen H,, H, , ..., H, darstellbar sein wiirde.
Wird h, = h,l_gesetzt, so folgt, dass Hta‘l‘ durch ein Product der Klassen

H -, H, darstellbar ist; es ist daher notwendig a,/, durch %, d. h.

AT
a, durch £ teilbar. Setzen wir a,= /A und wihlen an Stelle der
Klasse I die Klasse ! = H I, so geht die Gleichung (15) iiber
in die einfachere Gleichung H ’;L3=Ht“ “T1...H". Die Fortsetzung dieses
Verfahrens fiihrt schliesslich zu einer Klasse A an Stelle von I{6 , fir
welche die gewiinschte Relation A:’S =1 stattfindet.

Die obige Darstellung der Klassen kann iiberdies so eingerichtet
werden, dass die Zahlen %, ..., kq Primzahlen oder Primzahlpotenzen
sind. Wire nimlich ¢ eine der Zahlen A, ..., A, welche noch
nicht Primzahl oder Primzablpotenz ist, und wire etwa ¢=p'p"...,
wo p', p”, ... Potenzen verschiedener Primzahlen sind, so setze man,
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7 i
wenn B die zu ¢ gehorige Klasse bezeichnet, B’ = B, B"=B", ....
Wir haben dann B'”' =1, B"”"=1, ..., und wenn

1 al all

A A
gesetzt wird, so folgt B= B B"*'.... Es kann also B, B", ... an
Stelle von B cingefiihrt werden. Sind dic Klassen 4, ..., Aq in der
zuletzt beschricbenen Weise gewihlt, so heissen dieselben ein System

von Grundklassen.

§29.

Die Charaktere einer Idealklasse. Eine Verallgemeinerung der Function {(s).

Nachdem ein bestimmtes System von Grundklassen ausgewihlt worden
ist, ist eine jede vorhandene Klasse A durch die Exponenten 2, ..., z,
und mithin auch durch die ¢ Einheitswurzeln

2inx,
2inz, b

A =e¢n , ..., gA)=c™

eindeutig bestimmt. Diese ¢ Einheitswurzeln y(A4) heissen die Charak-
tere der Klasse A. Sind y(A4), x(B) Charaktere der beiden Klassen
A, bez. I3, so ist offenbar y(AB)= y(A)y(B). Der Charakter y(A4)
einer Klasse wird zugleich auch als der Charakter y(a) eines jeden in
A cothaltenen Ideals a bezeichnet.

Mit Hiilfe eines Charakters y lisst sich dann eine Function bilden,
welche eine Verallgemeinerung der oben betrachteten Function J(s) ist.
und welche eine #hnliche Productentwickelung gestattet [Dedekind'].
Diese Function ist

xd) 1
® »(0r @ 1—xmn@=’
wo die Summe iiber alle Ideale { und das Product iber alle Primideale p
des Koérpers & zu crstrecken ist.




§ 30. Capitel VIl1. Die zerlegbaren Formen des Kérpers. 235

Capitel VIIL

Die zerlegharen Formen des Korpers.

§ 30.
Die zerlegbaren Formen des Korpers. Die Formenklassen und ihre Zusammen-
selzung.
5 (1 ‘ ;
Wenn g( ), - §(m) m lineare Formen der s Verinderlichen

%, ..., w, mit beliehigen reellen oder imaginiren Coefficienten sind, so
heisst das Product

Ulu
eine zerlegbare Form mten Grades der m Verdnderlichen u,, ..., u .
’ m

Die Coefficienten der Producte von #,, ..., u  heissen die Coeffi-
cienten der Form. Beriicksichtigt man die Formeln

. O*logU Ologg™ 810g§m+ Alogs™ 9logs ™
Juou . Ou  duw T Tou T ow

'

wou )= &gV, g™

12 " e

{0y 922 Lyteny, 1)

so folgt leicht aus dem Multiplicationssatz der Determinanten, dass das
Quadrat der Determinante der s linearen Formen 5(’), . 5(”‘) gleich
(—)n s O’logU  O%logU

Ou, Ou, ou, Ou,,
Function der Coefficienten von U ist; dasselbe werde die Diseriminante
der Form U genannt. Eine Form U, deren Coefficienten ganze ratio-
nale Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind, heisst eine primitive Form;
dieselbe ist eine rationale Einheitsform.

Sind @, ..., o, eine Basis des Ideals a, so ist insbesondere die
Norm 7(8) = n(e, u,+--—+a, u,) eine zerlegbare Form mten Grades.
Die Coefficienten derselben sind ganze rationale Zahlen mit dem grossten
gemeinsamen Teiler n(a). Nach Forthebung dieses Teilers entsteht eine
primitive Form U, welche eine zerlegbare Form des Kérpers %
genannt wird, und welche folgende Eigenschaften besitzt. Wihlt man an
Stelle der Basis e, ..., @, eine andere Basis a;, ..., o des Ideals a,
so erhilt man eine Form U®, welche aus U vermdge ganzzahliger linearer
Transformation von der Determinante =1 hervorgeht. Fasst man alle diese
transformirten Formen unter den Begriff der Formenklasse zusammen,
so ist ersichtlich, dass einem jeden Ideal a eine bestimmte Formenklasse

und daher eine ganze ganzzahlige
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zugehort. Die nimliche Formenklasse enisteht offenbar auch, wenn man
statt des Ideals o das Ideal ¢a zu Grunde legt, wo ¢ eine ganze oder ge-
brochene Zahl des Korpers bedeutct, d. h. cinem jedem Ideal der nidm-
lichen Idealklasse entspricht die ndmliche Formenklasse.

Da die Discriminante der Form (&) = n(a) U offenbar gleich n(a)*d
ist, so folgt die Thatsache:

Satz 58. Die Diseriminanic ciner zerlegharen Form U des Korpers k&
ist gleich der Korperdiseriminante . [Dedekind’.]

Die genannten Eigenschaften der Formen U bestimmen das Wesen
derselben vollstindig; es gilt nimlich der umgekehrte Satz:

Satz 59. Wenn U eine primitive, im Kirper k£ zerlegbare, aber
in jedem Korper niederen Grades unzerlegbare Form mten Grades mit
der Discriminante d des Korpers ist, so giebt es in £ mindestens eine
und hédchstens -7 Idealklassen, denen die Form U zugehort.

Beweis. Ist etwa 9= w,u,—+--++p, u ein Linearfactor von U,
dessen Coefficienten in % liegen, so multiplicire man & mit einer ganzen
Zahl @ derart, dass §=an=au—+---—+ae u, eine lineare Form
mit ganzen Coefficienten e, . . ., ¢, wird. Setzen wira=(¢, ..., e ),
so ist nach Satz 20 n(£) =n(a) U, und da die Discriminante der Form U

gleich der Korperdiscriminante sein soll, so ergiebt sich hieraus:
! ! 2

a, c ey 0
= n(a)’d,

Ll A

wo die gestrichenen ¢ bez. die conjugirten Zahlen bedeuten. Aus dieser
Gleichung folgt, wenn wir die Umkehrung des Satzes 19 zu Hiilfe nehmen,
dass ¢, ..., e  eine Basis des Ideals a bilden.

Gehoren zu den beiden Idealen a, b beziiglich die beiden Formen
U, V, so heisst jede zu dem Ideale ¢ = ab gehorige Form W eine aus
den Formen U und V zusammengesetzte Form. [Dedekind'.)

Die Entscheidung der Frage, ob zwei vorgelegte, zum Korper & ge-
horige Formen zu derselben oder zu verschiedenen Formenklassen ge-
hiren, kommt, der obigen Entwickelung zufolwe, aunf die Frage nach der
Acquivalenz zweier vorgelegter Ideale hinaus und erfordert daher zu ihrer
Entscheidung nur eine endliche Anzahl von Operationen.  Vgl. § 24,
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Capitel IX.
Die Zahlringe des Korpers.
§31.

Der Zahlring. Das Ringideal und seine wichtigsten Eigenschaften.

Sind ¢, 7, ... irgend welche ganze algebraische Zahlen, deren Ra-
tionalititsbereich der Kérper £ vom mten Grade ist, so wird das System
aller ganzen Functionen von 4, 7, ..., deren Coefficienten ganze rationale
Zahlen sind, ein Zahlring, Ring oder Integrititsbereich*) genannt.
Die Addition, Subtraction und Multiplication zweier Zahlen eines Ringes
liefert wiederum eine Zahl des Ringes. Der Begriff des Ringes ist mithin
gegeniiber den drei Rechnungsoperationen der Addition, Subtraction und
Multiplication invariant. Der grisste Zahlring des Korpers £ ist der durch
®;, ..., w bestimmte Ring, wo w,, .., w  die Zahlen einer Korper-
basis bedeuten. Derselbe umfasst alle ganzen Zahlen des Korpers. Jeder
Zahlring » enthdlt m ganze Zahlen ¢, ..., o von der Art, dass jede
andere Zahl ¢ des Ringes in der Gestalt

Q= “191+"'+“m9

m

dargestellt werden kann, wo «, ..., ¢ ganze rationale Zahlen sind.
Die Zahlen g, ..., @, heissen eine Basis des Ringes. Bezeichnen

wir die zu ¢, ..., g, conjugirten Zahlen bez. mit I T
om0, ..., om=1, so ist das Quadrat der Determinante

05 oe wy By

o) ce 0

ng—l)’ . E;:n.—l)

eine rationale Zahl und heisst die Diseriminante o, des Ringes ».

Ein Ringideal oder ein Ideal des Ringes r wird ein solches
unendliches System von ganzen algebraischen Zablen a,, @,, ... des
Ringes » genannt, welches die Eigenschaft besitat, dass eine jede lineare
Combination A,a,~+ 4,0, -+ derselben wiederum dem System angehort,

#) Nach Dedekind ,eine Ordnung®.
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wobei die Coefficienten A,, 4,, ... beliehige Zahlen des Ringes » sind.
Jedes Ringideal enthilt m ganze Zahlen ¢, ..., ¢, von der Art, dass
eine jede Zahl des Ringideals gleich einer linearen Combination der-
selben von der Gestalt @ ¢—----—+a ¢ ist, wo a, ..., o  ganze
rationale Zahlen bedeuten. Die Zahlen ¢, ..., ¢ heissen eine Basis
des Ringideals. Der Beweis fiir die Existenz einer Basis des Ringes
und des Ringideals ist genau cntsprechend den in § 3 und § 4 dar-
gelegten Beweisen fiir dic Existenz der Korperbasis und Idealbasis zu
fiihren. s gelten folgende Sitze: [Dedekind®.]

Satz 60. Sind ¢, ..., ¢ irgend m ganze Zahlen des Korpers £,
zwischen denen keine lineare Relation mit ganzen rationalen Zahlen-
coefficienten besteht, so giebt es stets einen Ring #, in welchem ¢, ..., ¢
die Basis eines Ringideals bilden.

Beweis. Es sei ¢ eine beliebige ganze Zahl des Korpers, fir welche
die m Zahlen g¢,, ..., g¢ simtlich gleich linearen Combinationen der
Zahlen ¢, ..., ¢, von der Gestalt @ ¢, ~+---—a ¢ werden, woa,, ..., a,
ganze rationale Zahlen sind. Die Gesamtheit aller dieser ganzen Zahlen
o des Korpers bestimmt, wie leicht einzusehen, einen Ring von der ver-
langten Beschaffenheit.

Sind e,, ..., @ irgend s Zahlen in », durch deren lineare Com-
bination unter Benutzung ganzer algebraischer, in # liegender Coefficienten
alle Zahlen eines Ringideals j erhalten werden kinnen, so setzen wir
kurz j ={e,, ..., ¢ ] Insbesondere ist j =[¢, ..., ¢ ].

e

Satz 61. Es giebt in jedem Ringe # stets Ringideale i, welche
zugleich Korperideale sind.

Beweis. Driickt man ,, ..., ®  durch die Zahlen o, ..., 9,
der Basis des Ringes » aus, in der Gestalt

a, o—a,
wi — nQ1+ A ;mgm , G=1,2 ....m)

WO @, ..., a, A ganze rationale Zahlen sind, so folgt, dass jede
durch A teilbare ganze Zahl in A& eine Zahl des Ringes und mithin
jedes durch A4 teilbare Ideal des Korpers & zugleich ein Ringideal des
Ringes » ist.

Der grosste  gemeinsame ldealteiler  aller derjenigen Korperideale,
welche zugleich Ringideale in » sind, heisst der Fithrer i des Ringes
v [Dedekind®]  Es folgt dann leicht dor Ratz:

Satz 62, Jedes durch den Fihrer § teilbave ldeal | des Korpers &
ist zugleich ein Ringideal des Ringes s
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§ 32.
Die durch eine ganze Zahl bestimmten Ringe. Der Satz von der Differente
einer ganzen Zahl des Korpers.

Die wichtigsten Zahlringe des Korpers sind diejenigen, welche durch
eine einzige ganze Zahl J bestimmt werden. Auf die Eigenschaften
dieser besonderen Zahlringe hat Dedekind seine Theorie der Discrimi-
nanten algebraischer Zahlkorper gegriindet [Dedekind®]. Die hauptsich-
lichsten Resultate von Dedekind fassen wir in folgenden Satz zusammen:

Satz 63. Der grosste gemeinsame Teiler der Differenten aller ganzen
Zahlen des Korpers % ist gleich der Differente d des Korpers. Ist J die
Differente einer ganzen Zahl <, welche den Korper % bestimmt, und f{
der Fihrer des durch -3 bestimmten Zahlringes, so ist ¢ = {b.

Beweis. Essel w,, ..., w eine Korperbasis von k, und es seien be-

ziiglich @', ..., ' , ..., o™=, .. w01 die zu diesen m Zahlen con-
= 1 ) 2? b 1 > ? m

jugirten Zahlen. Wir bilden die m-reihige Determinante der m® Zahlen o{:

o, Cey, O
I !
0 — |9 c, 0
o=t . . wfm="1
und bezeichnen die zu w,, ..., o, adjungirten (m—1)-reihigen Unter-
determinanten von £ beziiglich mit 2, ..., 2 . Die m Producte

L, ..:, Q9 sind dann ganze Zahlen des Korpers k£, und zwar
bilden dieselben die Basiszahlen eines Ideals des Korpers £.

Um das letztere zu beweisen, multipliciren wir die m—1 Horizontal-
reihen der Determinante Qh beziiglich mit

(16) u+o), uto, ..., U4,

wo % ein unbestimmter Parameter ist. Die entstehende (m-—1)-reihige
Determinante erhilt dann, wie leicht ersichtlich, die Gestalt:

f1(u)91+f2(u)92++fm(u)9m7

wo f,, «--» [, ganzzahlige Functionen von u sind. Andererseits hat das
Product der m—1 Linearfactoren (16) die Form

um—l_{_(w; TP _{_wgm—l)) u7rt—2+. ve = g1 +(a—w{)u’7l—2_1_. .

wo @ eine ganze rationale Zahl bedeutet. Die Vergleichung der Coef-
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ficienten von #™—2 liefert das Resultat, dass o, R, eine lineare Combi-
nation von £, ..., £ mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten ist;
hiermit ist der gewiinschte Nachweis dafiir gefiihrt, dass 28, ..., 22,
Basiszahlen eines Ideals sind.

Bezeichnen wir allgemein mit 20 die zu o) adjungirte (m—1)-rei-
hige Unterdeterminante der Determinante £, so wird nach einem bekannten
Determinantensatze dic m-reihige Determinante | 9| = Qm—1; folglich.
geniigt die Norm des Ideals I = (R, ..., 22 ) der Gleichung

dn*(3) = |LQO|* = Qm-2,

und hieraus folgt n(g) = |d|"~'. Nun ist offenbar die Discriminante d
des Korpers durch S teilbar; setzen wir d =3, so folgt n(j)=|d!.

Is sei nun 9 irgend eine den Korper £ bestimmende Zabl; dann
konnen wir die s Basiszahlen des Korpers & in der Gestalt voraussetzen:

w, =1,
a9
0)2 _ T’
a,~+a,d++9°
Wy = ————F >

3 f2

J e = 0‘571::2) 37:1—2_*_3"1—1

13
W = a1n——‘l+am—l
m ’
fm-l
wo a , a,, a am=2_ f anze rationale Zahlen sind
1% g Ty v m—l > hyr 7t gp—1 g ¢ “ T )

Wir ermitteln nun den Fiihrer f des durch - bestimmten Ringes und
stellen die Basiszahlen desselben in der Gestalt dar:

e, = [

% bi+1y9,

93=bﬁﬁw+ﬁ”

O = b i

m—1

el

m—1

i Y117 9
wo by, by, B, .. o OB fU o ), ganze Tationale Zahlen bedeuten.
Da inshosondere nach Satz 62 g o, 00 5., @ w eanzzablige Fune-
tionen von 4 werden miissen, so ergicbt sich notwendigerweise, dass f]' durch

/'m_], /{ durch fmﬁg, Ap— /'“"_l durch fl und folglich das Product
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£l f._, durch das Product f=F---[, , teilbar sein muss. Da
w()=f . fo - fo_ [ ist, so wird n(f)=1"g, wo g eine
ganze rationale Zahl ist.

Wir setzen ferner:

1, & ; wwsy OEd 1, 9, I
m—1
o=" Y oo I m=y
1, 3.(171—1)) D3 s (&(m—l))m—l 1’ ‘3,(m—1)’ cen, (3,(m—l))'m—2
es gelten dann fiir die Differente d der Zahl -9 die Beziehungen (—1)"—1¢ :f@]
m{m—1) ‘
und nach 8. 180 (—1) * n(d)=0"=/f?d. Ferner ist
X %29
=% 171)
Ups [y Uy f2u37 ’ ""fm~1um
aw.) OARD “1_*"‘9"7 a2+a; G 49 R I 91

i .
| 1, a, 49", at-a) FO—D4-(J0n D) g

m—1

w0 %, .., u Unbestimmte sind. Entwickeln wir hier die Determinante
nach den Elementen der ersten Horizontalreihe und schreiben sie dabei
in der Gestalt wH +--—+uw H , so sind, wie man leicht erkennt,

die Zahlen #

gehen, wie die Formel (17.) zeigh, aus den Zahlen 20, ..., Q80
dadurch hervor, dass man die letzteren mit ein und demselben in
H

ki

H
k liegenden Factor multiplicirt. Die s Zahlen —1, <n5y
1 1
folglich wieder Basiszahlen eines Ideals mi; dieses Ideal heisse m.

Die Zahlen des Ideals m sind séimtlich ganzzahlige Functionen von 3.
Dasselbe ist folglich durch f teilbar, und wir setzen m=={l, wo | ein
gewisses Ideal in % bedeutet. Unsere Gleichung (17.) zeigt dann, dass

de
3 = ]u fh=
ist, und wenn man die Norm nimmt, so folgt hieraus:

!dl’% ;‘”@, d. b f*=n(Hn.

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 16

—Hﬁ simtlich ganze Zahlen des Korpers k£; sie

sind

e ._*_(1().(“1_1))"11—]

¥
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Da andererscits vorhin #(f) = f*¢ gefunden worden ist, so muss ¢ =1,
n()=1, {=1 scin, und folglich wird n(f)=/f*, Id=1{d, d=fj.

Nunmehr sei p cin belichig gegebenes Primideal des Korpers £, so
beweisen wir zunichsl, dass sich stcts cine ganze Zahl & =y in /
finden lisst von der Art, dass der Fiihrer des durch o bestimmien
Ringes nicht durch p feilbar ist. s sei dic durch p teilbare rationale
Primzahl p=yp“a, wo a cin zu p primes Ideal hedeutet; ferner sei
als ganze Zahl in A derart ausgewihlt, dass jede beliebize ganze Zahl
des Korpers £ nach jeder noch so hohen Potenz von p congruent einer
ganzzahligen Function von ¢ wird. Die Existenz ciner solchen Zahl g
ist in Satz 29 gezcigt worden; zugleich werde die Zall ¢ so gewihlt,
dass sic = 0 nach a wird (Satz 25) und einc den Korper £ bhe--
stimmende Zahl ist. Nunmehr sei dic Discriminante /(o) der Zahl ¢
gleich p'a, wo « eine zu p prime, ganze rationale Zahl bedeutet. Es

(o)

ist dann jede ganze Zahl w des Korpers £ in der Gestalt v = :

agh
darstellbar, wo F'(p) eine ganze ganzzallige Function von ¢ bezeichnet.
In der That: wird w = I/(p) nach p**, wo Il/(g) eine ganzzahlize
Function von ¢ bedeutet, und setzen wir o = H(o)—+o* so folut.
dass w*o" durch p teilbar wird. Wir setzen w*p"=)’a, wo « eine

ganze Zahl des Korpers £ bedentet. Da nach § 3 eine jede ganze

G(o)
d(e)

ganze ganzzahlige Function von ¢ bedeutet, so folgt w* = *G(Q) und

ap"

ag" H(@)-+G (o) )

ag"

Zahl g lehrt, dass dic Zahl ag" jedenfalls in dem Fihrer des durch o

bestimmten Ringes vorkommt. Dersetbe ist mithin nicht durch p teilbar,

d. h. dic Zahl ¢ = ¥ ist cinc Zahl von der oben verlangten Be-
schaffenheit.

Die letzten Entwickelungen zeigen, dass das ldeal | genau der grisste
gemeinsame Toiler der Differenten aller ganzen Zahlen ist.  Andererseits
enthiilt  dieser grosste  gemeinsame Teiler. wie aus der Definition der
Korperdifferente  folgt, notwendig dicses ldeal b als Factor: wir setzen
j=0b. Da »(d) nach Satz 13 durch dic Discriminante d teilbar ist.
so folgt 2(1) = n(h))da, wo a cine ganze rationale Zahl bedeutel.
Wegen n(j) =czl:d folgt hicraus n())=1, h)=1, a==1. also
j==0. Damit ist der Satz 63 vollstindig bewiesen.

Zahl ¢ in die Gestalt

gebracht werden kann, wo G(p) eine

Die eben gefundene Eigenschaft der

weiter w =
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Aus dem Satze 63 folgen leicht der Satz 31 und 37, sowie die am
Schiuss des § 12 aufgestellte Behanptung iber die in der Discriminante
des Korpers aufgehenden Primzahlen. Um dic letztere abzuleiten, hat
man nur notig, die Zerlegung der linken Seite der Gleichung, welcher
J =9 geniigt, nach der Detreffenden Primzahl p vorzunehmen und in
ihnlicher Weise zu verwerthen, wie dies in § 11 fiir die linke Seite der
Fundamentalgleichung geschehen ist.

Die reguliren Ringideale und ihre Teilbarkeitsgesetze.

Ist ein beliebiger Ring 7 und in ihm ein Ringideal j ={[c,,..., & ] ge-
geben, so hat man in dem grossten gemeinsamen Idealteiler der Zahlen
des letzteren ein Korperideal; wir nennen dieses Ideal = (e, ..., @)
das dem Ringideal j, zugeordnete Korperideal. Wenn inshesondere
das Korperideal j zum Fiihrer § des Ringes o prim ist, so heisse j ein
reguliires Ringideal. Es gilt der Satz:

Satz 64. Wenn j ein belicbiges zu dem Fiihrer { primes Korper-
ideal ist, so existirt im Ringe r stets ein Ringideal j, dem das Korper-
ideal j zugeordnet ist.

Beweis. Wir bestimmen das System aller der Zahlen des Ringes 7,
welche durch das gegebene Kérperideal j teilbar sind. Dieselben bilden
in 7 ein Ringideal | =[e,, ..., e]. Ferner wihlen wir in dem Fiihrer
i des Ringes # eine zu j prime ganze Zahl ¢ und dann im Korperideal
j eine zu ¢ prime Zahl «. Alsdann giebt es stets ganze Zahlen
und 3 des Korpers derart, dass gY~+af=1 wird. Da gy durch f
teilbar und daher eine Zahl des Ringes » ist, so liegt auch {3 im Ringe #,
und da andererseits ¢ durch j teilbar ist, so stellt ¢f=1—g@1) eine
Zahl des Ringideals j dar: das dem Ringideal j, zugeordnete Kirperideal
i=(a, ..., &) ist folglich zu f prim.

Unter dem Product zweier Ringideale a = [« ..., ¢ ] wmd
b =B, --., p] wird das Ringideal

ab, = e By - - o af, - afy - e f]

verstanden. Es ist dann der Satz unmittelbar ersichtlich:
Satz 65. Dem Product zweier reguliiver Ringideale ist stets das
Product der zugeordneten Korperideale zugeordnet.
Vermbge dieses Satzes 65 entsprechen die Teilbarkeits- und Zerlegungs-
16*
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gesetze der reguliren Ringideale vollkommen den Gesetzen iiber die
Teilbarkeit und Zerlegung der zu f primen Korperideale.

Da wir im Folgenden nur regulire Ringideale betrachten, so lassen
wir der Kiirze halber den Zusatz ,regulir fort, so dass von nun an unter
einem Ringideal stets ein regulircs Ringideal verstanden wird.

[s ist aus Satz 23 zu entnchmen, dass in dem Korper £ stets ()
nach dem Ideal f incongruente, zu f prime ganze Zahlen vorhanden sind.
Wenn eine von diesen dem Ringe ++ angchért, so liegen offenbar auch alle
diejenigen Zahlen im Ringe », weclche dicser Zahl nach dem Fihrer f
congruent sind. Dic Anzahl der nach § incongruenten und zu f primen
dem Ringe 7 angehorigen Zahlen ist cin Teiler von ¢(f) und werde mit
g, (1) bezeichuet.

Unter der Norm n(a) eines Ringideals a verstcht man die
Norm des dem Ringideal zugeordneten Korperideals a. Die elementaren
Sitze iiber Normen von Ringidealen sind mit dieser Definition zegeben.

§ 34.

Die Einheiten eines Ringes. Die Ringklassen.

Auch der Satz von der Existenz der Grundeinheiten ist ohne
Schwierigkeit auf einen Ring iibertragbar; dieser Satz folgt am einfachsten
aus dem entsprechenden Satze fiir die Einheiten des Kérpers, wenn man
bedenkt, dass, wie aus Satz 24 folgt, jede Einheit des Korpers durch Er-
heben in die ¢(f)te Potenz in einc Einheit des Ringes tibergehen muss.
Der Satz hat genan die fiir den Kérper £ geltende Form des Satzes 47:
fiir die in Satz 47 wmit o bezeichnete Anzahl werde hier s geschrieben.
Es mogen ¢, ..., & cin System von s Grundeinheiten des Ringes »
bedeuten, d. h. cin System von s Einheiten im Ringe », durch deren
Producte unter Zuhiilfenahme der Einheitswurzeln des Ringes sich simt-
liche Einheiten in 7 ausdriicken lassen. Dann heisst die poxitiv genom-
mene Determinante der s ersten Logarithmen zu diesen Einheiten der Re-
gulator f?,. des Ringes 7. Dic Anzahl der im Ringe » gelegenen Einheits-
warzeln werde mit . bezeichnet. [ Dedekind ]

Zwei Ringideale @ und b heissen cinander dquivalent, wenn  zwei
ganze Zahlen go und 4 oxistiren, so dass pa==4b ist. Dabei werde
der Acquivalonzbegriff hier in der in § 24 crwithuten engeren Fassung ge-

lemecmiiss dio linsehriink remae AN iti
nommen und demgemiiss dio Finschriinkung gemacht, dass T cine positive

Norm besitze. Alle einander iiquivalenten Ringideale bilden cine Ring-
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klasse. FEin Ringideal (@), wo e eine zu f prime ganze Zahl mit positiver
Norm bedeutet, wird ein Hauptringideal, die Klasse dieser die Hauptring-
klasse genannt. Die weiteren Definitionen und die Sitze. iber die Multi-
plication der Ringklassen entsprechen genau denjenigen, die in § 22, 28, 29
fiir die Idealklassen eines Korpers aufgestellt sind; auch folgt dbnlich, wie
in §22 die Endlichkeit der Anzahl der Ringklassen. Die Bestimmung
dieser Anzahl kann nach zwei verschiedenen Methoden, nimlich entweder
auf einem rein arithmetischen Wege oder mit Verwendung analytischer
Hiilfsmittel, entsprechend der in § 25 und § 26 dargelegten Weise aus-
gefithrt werden. Das hierbei sich ergebende Resultat ist folgendes [De-
dekind *]:

Sat: 66. Sind % und £, die Anzahlen der Idealklassen des Korpers
k bez. des Ringes », beide fiir die engere Fassung des Klassenbegriffes,
so ist

h, ¢(f) w.R

W g0 ek,

Auch die Begriffsbildungen des Capitels VIII lassen sich auf den
Ring iibertragen; wir gelangen so zu dem Begriffe der zu einer Ring-
klasse gehorigen zerlegbaren Form.

§ 35.
Der Modul und die Modulklasse.

Wenn w , ..., u,, irgend m ganze Zahlen des Korpers £ sind,
zwischen denen keine lineare homogene Relation mit ganzen rationalen
Coefficienten besteht, so werde das System ‘aller mittelst ganzer rationaler
Coefficienten a, ..., @, in der Gestalt a, =, darstellbaren
Zahlen ein Modul des Korpers k& genannt und mit [w, ..., w ] be-
zeichnet. Der Begriff des Moduls verhilt sich mithin gegeniiber den
Operationen der Addition und Subtraction invariant. — Beispiele von
Moduln sind das System aller ganzen Zahlen des Korpers k, das Ideal,
der Ring, das Ringideal. Zwei Moduln [p,, ..., g, ] wnd [4, ..., 4 ]
heissen einander Hquivalent, wenn zwei ganze Zahlen g und 2
existiren, so dass [pp, - . pw, | = [A4,, - s A4,] ist. Alle ein-
ander #quivalenten Moduln bilden eine Modulklasse. Dedekind nimmt
den Begriff des Moduls in seinen Untersuchungen iiber algebraische Zahlen

als Grundlage. [Dedekind® % & *.]
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Das Quadral der Determinante

e c My,
! !
by 5 z i g ‘U,m
(m—1 (m—1
1 S

ist, wic leicht ersichtlich, eine ganze rationale Zahl und iiberdies durch
die quadrirte Norm des Ideals m== (s, ..., # ) icilbar; der Quotient
beider Quadrate werde mit & bezeichnet.  Bildet man diesen Quoticnten
fiir einen belichigen zu [se, ..., ] dquivalenten Modul, so ergieht
sich jedesmal der nimliche Werth . Dic ganze rationale Zahl O ist
mithin fiir die durch [u, ..., g ] bestimmte Modulklasse charakteristisch
und heisst die Diseriminante der Modulklasse.

Die Begriffe zerlegbare Form und Formenklasse werden fiir
den Modul entsprechend definirt, wic dies in § 30 fir den Kdrper selbst
geschehen ist. [ Dedekind®).



Zweiter Teil.

Der Galois'sche Zahlkorper.

Capitel X.

Die Primideale des Galois’schen Korpers und seiner Unter-
korper.

§ 36.

Die eindeutige Zerlegung der Ideale des Galois’schen Kérpers in Primideale.

Ein solcher Zahlkérper K, welcher mit den séimtlichen zu ihm con-
jugirten Korpern iibereinstimmt, heisst cin Gtalois’scher Korper. Ist £
ein beliehiger Zahlkorper mten Grades, und sind £, ..., K™ " die zu k
conjugirten Korper, so kann aus simtlichen Zahlen der Korper %, &/, ..., A"
ein neuer Korper K zusammengesetzt werden; dieser Korper K ist dann
notwendig ein Galois’scher Korper, welcher die Korper &, &', ..., A" "
als Unterkérper enthdlt. Ein jeder beliehiger Koérper £ kann mithin
stets als ein Korper aufgefasst werden, welcher in einem Galois’schen
Kiorper als Unterkérper enthalten ist. Infolge dieses Umstandes ist es
keine wesentliche Einschrinkung, wenn wir bei der Erforschung der Eigen-
schaften der algebraischen Zahlen von vornherein einen Galois’schen Korper
zu Graunde legen und dann entwickeln, in welcher Weise die Zerlegungs-
gesetze fiir die Ideale dieses Galois’schen Korpers sich auf einen be-
liebigen in ihm enthaltenen Unterkdrper iibertragen.

Was zuniichst den Beweis fir die eindeutige Zerlegung der Ideale
in Primideale betrifft, so gestaltet sich derselbe fiir einen Galois’schen
Korper ausserordentlich einfach. [Hulbert™ 2] TUm dies einzuschen,
setzen wir zunichst einige Bezeichnungen fest.
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Pl 3

Der Galois'sche Korper K vom Mten Grade werde durch die ganze
Zahl @ bestimmt; @ geniigh dann ciner irreduciblen Gleichung Mten
Grades mit ganzen rationalen Coefficienten.  Dic M Wurzeln dieser Glei-
chung seien

s]@=é), 5,0, . 8,9,

WO S e Sy rationale Functionen von @ mit rationalen Coefficienten
) ¥

bedeuten.  Werden s, ..., s, als Substitutionen aufgefasst, so bilden
sie eine Grappe G vom Alten Grade, da ja die auf cinander folgende
Anwendung irgend zweier von den Substifutionen s, ..., s, wiederum
cine dieser Substitutionen ecrgeben muss. @G heisse dic Gruppe des
Galois’schen Korpers K. Ein Ideal 3, welches ungendert bleibt,
wenn man die Zahlen desselben durch ihre Conjugirten ersctzt, d. h. wenn
man sie einer der A/—1 Substitutionen s, .., s, unterwirft, nenne ich
ein invariantes Tdeal. Ein invariantes Ideal 3 besitzt die folgende
Kigenschaft:

Hiilfssatz 11.  Die M!te Potenz eines jeden invarianten ldeals
ist gleich einer ganzen rationalen Zahl.

Beweis. Es sei 4 eine Zahl des Ideals 3, und A, A.. ..., A,
seion die M elementaren symmetrischen Functionen von .1 =5 1. s, 4, ...
.., 5, A. Den grossten gemeinsamen Teiler der MM ganzen rationalen

Zahlen

! Mt M1

(18) AT, A 2’ C A A

1 5 M
bezeichnen wir mit 4. In gleicher Weise denken wir uns zu jeder an-
deren Zahl B, I', ... des Ideals 3 und ihren conjugirten die betreffenden
clementaren symmetrischen Functionen berechnet und die Teiler B, 7, ...
in entsprechender Weise abgeleitet. Der grisste gemeinsame Teiler aller
miglichen dabei anftretenden Zahlen A, 13, (', ... werde mit o/ bezeichnet.
Dann ist SM"=J. In der That: da dic zu .f conjugirten Zahlen eben-
falls Zahlen des Idcals & sind, so ist

A=0,(), 1,=0, ), ..., d,=0. Q")

und folglich sind die siimtlichen Zahlen (18.) und mithin auch .{ =0
N

nach 3", Da das Gleiche auch von den Zahlen 3. (. . gilt, so ist

aueh J = 0 nach 3™, Andererseits sind die Coofficienten % WA, FRp Ay

P T )

der Gleichung Mten Grades fiie o4 beziiglich durch JW,am, g
1

. S B ITI—. o
feilbar, und  somit ist A selbst durch J™ teilbar, Da das Niwliche
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von allen Zablen B, I7, ... des Ideals & gilt, so ist s dureh .J
teilbar.

Aus dem eben bewiesenen Hiilfssatz 11 folgt unmittelbar die wei-
tere Thatsache:

Satz 67. Zu einem jeden heliebigen ldeal 9 des Galois'schen
Korpers A ldsst sich stets ein Ideal B so finden, dass das Product 92
ein Hauptideal wird.

Beweis. Das Ideal & =73 .8, ..., A ist offenbar ein invariantes
Ideal; es ist daher nach dem Hiilfssatz 11 das Ideal

cM—1 ; i
% ] S Sq?l..-SUS[

ein Ideal von der Axt, wie es Satz 67 verlangt.

Der Satz 67 gestattet, die weiteren Teilbarkeitsgesetze fiir die Ideale
des Galois'schen Korpers in derselben Weise zu entwickeln, wie dies in § 5
auf Grund des Satzes 8 fiir einen beliebigen Zahlktrper £ geschehen ist.

Um dann aus den Teilbarkeitsgesetzen innerbalb des Galois’schen
Korpers die Teilbarkeitsgesetze fiiv einen beliebigen Korper % abzuleiten,
beweise man entweder zundchst im Galois’schen Kérper die Kronecker'-
schen Sitze 13 und 14 iber Formen und schliesse hieraus dic Richtigkeit
dieser Sitze fir den Unterkérper £, oder man wende ein geeignetes di-
rectes Uebergangsverfahren an. [ Hilbert®.]

§ 37.

Die Elemente, die Differente und die Discriminante des Galois’schen Kérpers.

Im Galois’schen Korper K erhalten manche der friher eingefiihrten
Begriffe eine einfachere Bedeutung. So sind die Elemente eines Galois-
schen Korpers stets Ideale in diesem Korper selbst, und zwar gelten dic
Thatsachen:

Satz 68. Die Elemente eines Galois’schen Korpers K vertauschen
sich unter einander bei Anwendung einer der M/ Substitutionen s, ..., s,
Die Differente © des Korpers K ist ein invariantes Tdeal, und die Discrimi-
nante D = == N(®) ist daher, als Ideal, die A/te Potenz der Differente D.

Beweis. Bezeichnen wir mit 2, ..., £, eine Basis des Korpers
K, so sind die Elemente von K Ideale von der Gestalt:

€, = (2,—s,2, - Q,—52,)

Gy = (2= 20 - Ry—3532))-


file:///Hilbert''
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Wenden wir irgend cine der Substitutionen ¢ auf eines dieser Elemente &, an
und bedenken, dass die Zahlen s, ..., s, wiederum eine Basis
des Korpers darstellen miissen, so folgt, wenn ss, = s, s gesetst wird:

s€,=(s2,—5,52,, .., $8,—s5s02,)=C,.

Dic Invarianz der Korperdifferenic folgt nunmehr aus ihrer Dar-
stellig D=6,...6 .

§ 38.

Die Unterkirper des Galois’schen Kdrpers.

Der Galois’sche Korper gestattet ein schr genaunes Studium der Zer-
legungsgesetze sciner Zahlen mit Riicksicht auf die in ihm enthaltenen
Unterkorper, und die hierbei sich ergebenden Resultate sind vor allem fir
die Anwendung der allgemeinen Korpertheorie auf besondere Zahl-
korper von Wichtigkeit. [ Hélbert®.]

Um einen belichigen Unterkérper des Galois’schen Korpers in ein-
facher Art zu charakterisien, bedicnen wir uns folgender Ausdrucks-
weise. Wenn s Substitutionen s, =1, 5,, ..., s der Gruppe G eine
Untergruppe ¢ vom rten Grade liefern, so bildet offenbar die Gesamt-
heit aller derjenigen Zahlen des Korpers K, welche bei Anwendung einer
jeden Substitution von ¢ ungeindert bleiben, einen in K enthaltenen

Kirper £ vom Grade m = — Dieser Korper £ heisse der zur Unter-

gruppe g gehorige Unterkérper. Der Galois'sche Kirper selbst
gehort zu der Gruppe, welche allein aus s, =1 bestcht: zur Gruppe G
aller M Substitutionen s gehort der Korper der rationalen Zahlen. TUm-
gekehrt gehdrt ein jeder Unterkdrper & des Galois'schen Kirpers zu ciner
gewissen Untergruppe ¢ der Gruppe G Diese Gruppe g heisse die den
Unterkiorper 4 bestimmende Untergruppe.

§ 39

Der Zerlegungskirper und der Triigheitskivper oines Primideals 3.

Wihlen wir nun cin bestimmfes Primideal § vom Grade f im
Galois’schen Korper /A" aus, so giehl es eine ganz bestimmte Reihe in
cinader gesehachieller Unferkdrper von AL welche fiiv das Primideal I
charakieristisch sind, wnd deren merkwiirdige Eigenschaften jetzt kurz
entwickelt werdon sollen.
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Es sei p die durch § teilbare rationale Primzahl; ferner seien
= 2, 2", ... diejenigen simtlichen , Substitutionen der Gruppe @,
welche das Primideal $ ungeindert lassen ; dieselben bilden eine Gruppe
vom o ten Grade, welche die Zerlegungsgruppe des Primideals
P genannt und mit g bezeichnet werden soll. Der zur Zerlegungsgruppe
¢, gehorige Korper £ werde Zerlegungskorper des Primideals %
M
”, )

Weiter seien £, ¢/, ¢, ... simtliche unter den Substitutionen s der
Gruppe G von der Beschaffenheit, dass fiir jede beliebige ganze Zahl £ des
Korpers K die Congruenz s Q = £ nach $ erfiillt ist und », deren Anzabl;
es folgt leicht, dass diese -, Substitutionen eine Gruppe #,ten Grades bilden.
Diese Gruppe werde die Triigheitsgruppe des Primideals § ge-
nannt und mit g, bezeichnet. ‘Der zur Trigheitsgrappe ¢, gehbrige
Korper £, werde Triigheitskorper des Primideals $ genannt; der-
M
/r!

Das Verhiltnis der Trigheitsgruppe zur Zerlegungsgruppe wird durch
folgende Thatsachen klargestellt:

Satz 69. Die Trigheitsgrappe g, des Primideals $ ist eine inva-
riante Untergruppe der Zerlegungsgruppe ¢ . Man erhilt alle Substifu-
tionen der Zerlegungsgruppe und jede nur cinmal, wenn man die Sub-
stitutionen der Trigheitsgruppe mit 1, z, 2%, .., 2/—! multiplicitt, wo
z eine geeignet gewihlte Substitntion der Zerlegungsgruppe ist.

Beweis. s sei ¢ eine beliehige Substitution in g, und £ eine durch
%3 teilbare ganze Zahl des Korpers K. Setzen wir Q' =110, so ist
infolge der Eigenschaft der Trigheitsgruppe Q' =¢0' = Q nach ,
d. h. £ = 0 nach . Die Anwendung der Substitution ¢ ergiebt 2 =0
nach dem Primideal ¢§. Da diese Congruenz fiir jede Zahl £ des
Primideals P gilt, so muss L durch ¢ teilbar sein, und folglich ist
P=1tP, d. h. die Trigheitsgruppe g, ist eine Untergruppe der Zerlegungs-
gruppe ¢,

Um die ibrigen Behauptungen des Satzes 69 zu beweisen, bestimmen
wir eine Primitivzahl P des Primideals 8, welche congruent O nach allen
zu P conjugirten und von P verschiedenen Primidealen ist. Die Mog-
lichkeit der Bestimmung einer solchen Primitivzahl folgt aus Satz 25;
dann bilden wir die ganzzahlige Function Mten Grades von @

F(z) = (@—s,P)(@—s,P)...(a—s,P).

genannt; derselbe ist vom Grade m =

selbe ist vom Grade m, =
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Da P einc Wuzel der ganzzahligen Congruenz F(z) = 0 nach P ist,
so geniigh nach Satz 27 auch P” der namlichen Congruenz, und hieraus
folgt, dass es unter den A/ Substitutionen s, ..., s, notwendig cine
Substitution s von der Art giebt, dass sP= P” nach § wird. Wire
nun s~ 4= P, so bestéinde infolge der Wahl von P die Congruenz
P=0 nach s, und folglich miisste s> =0 nach P sein, was der
vorhin gefundenen Congruenz widerspriiche.

Wegen s8 =P gehort die Substitution s zur Zerlezungsgruppe.
Wir setzen s = 2. Die wiederholte Anwendnng der Substitution z auf die
Congruenz zP = P” nach P licfert dic weiteren Congruenzen ZP=P",
SP=P, ..., A P=pP" =P nach B. Infolge der letsten Con-
gruenz ist 2/ eine Substitution der Trighcitsgruppe. Denn jede beliehige
ganze Zahl © des Korpers K kann in der Gestalt £ = P“—~ I oder = II
dargestellt werden, wo a eine ganze rationale Zahl und IT eine durch I
teilbare Zahl des Korpers bedeutet. Wegen Z/P=9P folgt daraus in
der That 2’ Q== nach $.

Die Congruenz zP = P? nach $ lehrt, dass z—1¢zP = P nach
P ist, wo ¢ eine belichige Substitution der Trigheitsgruppe g, bedeutet.
Setzen wir 2’ = z~'4z und verstehen unter £ eine belichige ganze Zahl
des Korpers K, so folgt wenn £ der Congruenz £ = P¢ nach P zeniigt,
20 = (2P)* = P*= £ nach P, und desgleichen, wenn 2 = 0 nach
ist, d. h. 2" = z—1¢z gehort der Trigheitsgruppe an.

Es sei nun P(P) diejenige ganzzahlige Function ften Grades von
P, welehe =0 nach P ist; nach Satz 27 hat die Congruenz P(z) =0
nach P die Wurzeln P, P ..., Pp/—l, und nach Satz 26 besitzt sie
keine anderen Congruenzwurzeln.

Ist nun 2* eine beliebige Substitution der Zerlegungsgruppe, so folgt
aus der Congruenz P(P) = 0 nach P notwendig I’(:*P) = 0. und daher
muss 2* P= P" nach éB sein, wo ¢ einen der ;' Werte 0, 1, ..., j—1
hat. Da andererseits P? = &'P ist, so wird =~z P= P nach B, und
mithin ist 2=2* eine Substitution ¢ der Trigheitsgruppe, d. h. 2% = z¢.
In dicser lctzteren Gestalt sind also simtliche Substitutionen 2. 2, 2", ...
der Zerlegungsgruppe darstellbar, und da aueh umgekehrt 27t fir ¢ =0,
1, ..., f—1 lauter von einander verschiedence Substitutionen darstellt. so
ist der letzte Teil des Satzes 69 bewiesen.  Endlich erhellt jetzt aueh die
Invarianz der Trigheitsgruppe ans der oben bewicsenen Thatsache, dass

271z slets zu dieser Gruppe gehort.
Zugleich crgiobt sich » =/,
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§ 40.
Ein Satz tiber den Zerlegungskirper.

Die wichtigste Eigenschaft des Zerlegungskirpers findet in folgendem
Satze ihren Ausdruck:

Satz 70.  Das Ideal p=P"* liegt im Zerlegungskdrper £ und ist
in diesem ein Primideal ersten Grades. Im Zerlegungskorper £, wird
P=27pa, wo a ein zu p primes Ideal ist.

Beweis. Die Relativnorm des Primideals §3 in Bezug auf den Korper
k. ist N, (B)=P"= Um nun die niedrigste in %, liegende Potenz des
Primideals~§]3 zu ermitteln, denken wir uns den grossten gemeinsamen
Teiler aller derjenigen ganzen Zahlen des Korpers £ bestimmt, welche
durch 3 teilbar sind. Dieser Teiler ist notwendig im Korper £ ein Prim-
ideal p, und, da " in £_ liegt, so ist p jedenfalls cine Potenz von I;
wir setzen p= P* Zur Bestimmung des Exponenten » dient die fol-
gende Betrachtung. Soll eine durch 3 nicht teilbare Zahl 4 des Kirpers K
der Congruenz A =2zA nach P geniigen, und ist etwa 4= P nach
B, so mmss notwendig ¢= p7 nach p/—1 und folglich ¢ eine durch
1+4+p—+p*~+---—4p/~! teilbare Zahl sein, d. h. es giebt nur p—1
einander nach 3 incongruente Zahlen von der gewiinschten Beschaffen-
heit, und es wird daher 4=« nach 3, wo @ eine ganze rationale Zahl
bedeutet. Aus dieser Betrachtung folgt insbesondere, dass jede Zahl ¢
des Korpers k ciner rationalen Zahl ¢ nach P und mithin auch nach
p congruent ist, d. h. p ist im Korper £, ein Primideal ersten Grades,
und die Norm 7n(p) im Korper £_ ist folglich gleich p. Andererseits ist
die Norm von p im Kérper K durch die Formel N(p) = [n(p)]* gegeben,
und wegen p = 3" und N(P)=p/ folgt somit p“f:prz, d.h.u=r,.

Aus der Definition der Zerlegungsgruppe ergiebt sich N(P) = B,
wo I ein zu P primes Ideal bedeutet. Setzen wir p=pa, so wird
N(P)==p/=yp/a’ und folglich a/ =9, womit auch der letzte Teil
des Satzes 70 bewiesen ist.

§41.

Der Verzweigungskirper cines Primideals .

Um den Bau der Trigheitsgruppe niher zu crforschen, bezeichnen
wir jetzt mit 4 eine feste durch $, aber nicht durch B* teilbare Zahl
des Korpers K und ermitteln fiir alle Substitutionen 7, ¢, ¢, ... der
Trigheitsgruppe die Congruenzen
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t A=P" 4

' A=P“4

P TR C 2

"A=P" 4

!
wo «, o', ', ... Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ..., p/—:’z he-
deuten.  Dicjenigen unter den Substitutionen ¢, 2/, #", ..., fir welche
dic betreffenden Exponenten «, o', «, ... den Wert O haben, mogen
mit v, o', 0", ... bezeichnet werden; ihre Anzahl sei 2 ;5 sie hilden, wie

leicht ersichilich, cine invariante Untergruppe der Trigheitsgrappe.  Diese
Untergruppe » ten Grades werde die Verzweigungsgruppe des
Primideals $ genannt und wit g bezeichnet. Der zu g = gelibrige
Korper & heisse der Verzweigungskorper des Primideals 5. Das
Verhiltniss der Verzweigungsgruppe zur Trigheitsgruppe wird genauer
durch folgenden Satz charakterisirt:

Satz71. Die Verzweigungsgruppe ¢, ist eine invariante Unter-
gruppe der Trigheitsgruppe; der Grad »  derselben ist eine Potenz von
p, elwa 7 = pl. Man erhilt alle Substitutionen der Trigheitsgruppe
und jede nmur einmal, indem man die Substitutionen der Verzweigunzs-

fo—

pe
gruppe mit 1, ¢, t:), R l multiplicirt, wo A= * und ¢ eine ge-
. ”

eignet gewiihlte Substitution der Trigheitsgruppe ist. Die Zalil £ ist ein
Teiler von pf—l.

Beweis. Es sei 8 eine so hohe Potenz von 3, dass fiir jede
von 1 verschiedene Substitution v der Verzweigungsgruppe die Incon-
gruenz v A E‘E A nach P gilt. Setzen wir nun 4= - B.{* nach L
wo B eine ganze Zahl in K bedeutet, so folgt leicht »” 4= _{ nach 1"
und hieraus in entsprechender Weise " A= A nach ‘]3‘ w. s. w,, endlich

u—2 . u—2
o T A=A nach $“. Demmach ist » ~==1, d. h. der Grad »_

der Verzweigungsgruppe ist gleich ciner Potenz von p: wir setzen r = });.

Iis sei nun ¢ der kleinste von O versehiedene unter den Ex-
pouenten a, ', &', ..., und es gebe im ganzen 2 verschiedene
Zahlen wunfer diesen Exponenten.  Dann sind diese Zahlen notwendig
Vielfache von ¢ wnd stimmen mil den Zahlen 0, @, 2a. ..., (h—1)a
iibercin; ¢s ist ferner ha =p  eeel, Zugleich erkennen wir, dass alle
Substitutionen der Triighcitseruppe in - dic Gestalt #¢ gebracht worden
kinnen, wo 7 dic Werthe 0. 1, ..., A-—1 anuimmt und » alle Sub-
stibubionender Verzweigungsgruppe g durebliinft. Esist - folglich

B == /I"I'v.
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§ 49.

Ein Satz iber den Trigheitskérper.

Ueber das Verhalten der Ideale  und p im Kérper k, giebt der
folgende Satz Aufschluss:

Satz 72, Jede Zahl des Korpers K ist nach §3 einer Zahl des
Triigheitskirpers congruent. Der Triigheitskirper bewirkt keine Zerlegung
des Ideals p, sondern nur eine Graderhthung desselben, insofern p beim
Uebergang vom Korper £ in den oberen Korper k, aus cinem Prim-
ideal ersten Grades sich in ein Primideal ften Grades verwandels.

Beweis. Wir setzen

w = {pP.v'P.'P...

b

}pl(f—l)

h—1

1 2
= —]L—(n:—l—tn—l—tn-i—---—i—t T);
unter P wieder eine Primitivzahl nach P8 und unter 7 die Substitution
aus Satz 71 verstanden; die Zahl sz liegt im Korper £ und die Zahl 2
im Korper kt. Um letzteres zu beweisen, bedenke man, dass die Zahl x
bei Anwendung der Substitution # ungefindert bleibt, weil ¢ zu g, gehort,
und dass die Zahlen 77, ¢7r, 7, ..., ¢~ "7 bei Anwendung ciner Sub-
stitution aus ¢, ungedindert bleiben. Diese Zahlen 7 und x sind, wie
man leicht einsieht, beide nach dem Primideal 3 der Primitivzahl P con-
gruent. Da es folglich im Kdrper £, genau pf nach P incongruente Zahlen
glebt, so ist notwendigerweise p=P'* im Korper £, unzerlegbar und
wird in demselben ein Primideal ften Grades.

§ 43,

Sitze tber die Verzweigungsgruppe und den Verzweigungskorper.

Es ist nun leicht, die charakteristische Eigenschaft der Verzweigungs-
gruppe zu érkennen; dieselbe ist folgende:

Satz 73. Zur Verzweigungsgruppe ¢ gehbren alle und nur solche
Substitutionen s, bei deren Anwendung fiir simtliche ganze Zahlen £2 des
Korpers K die Congruenz s = £ nach $* bestcht.

Beweis. [Es sei die beliebige Zahl 2 in K der Zahl o des Triig-
heitskérpers nach 5 congruent, und dementsprechend werde 2 —ow = B4
nach $° gesetzt, wo A die Bedeutung wie in § 41 hat und B ecine ge-
eignete ganze Zahl in K ist. Durch die Anwendung einer Substitution v des
Verzweigungskorpers ergiebt sich vQ — o =v(B4) = BA= L —w,
d. h. v = L2 nach P°
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Zugleich crkennen wir leicht den folgenden weiteren Satz iiber den
Verzweigungskirper:

Sutz 74, Das Ideal pp:iBr” liegt im Verzweigungskiorper und ist
in demselben cin Primideal ften Grades: es findet somit im Verzweigungs-
kirper dic Spaltung des Ideals p=p:’ in & gleiche Primfactoren statt.

§ 44.

Die dberstrichenen Verzweigungskirper eines Primideals .

Unsere niichstc Aufgabe besteht darin, weiter die Spaltung des
Ideals p in gleiche Factoren zu verfolgen. Zu dem Zweck nehmen wir
an, es sei L der hichste Exponent von der Art, dass fir eine jede
Substitution » der Verzweigungsgruppe die simtlichen ganzen Zahlen des
Korpers K der Congruenz v = £ nach $” geniigen, und bestimmen
dann alle Substitutionen s der Verzweigungsgruppe, fiir welche s£2 = £
nach P wird; dieselben bilden eine Untergrappe g, der Verzweizungs-
gruppe, die wir die einmal iiberstrichene YVerzweigungsgruppe
des Primideals $ nennen. Der zu g gehorige Korper £ heisse
der einmal iiberstrichene Verzweigungskiérper des Prim-
ideals. Die wichtigsten Eigenschaften dieses Korpers sind folgende:

Satz 75. Dic einmal iberstrichene Verzweigungsgruppe g, ist eine
invariante Untergruppe der Verzweigungsgruppe g, Der Grad von g,
sei 7.=p’. Man erhilt alle Substitutionen der Verzweigungsgruppe g,
und jede mur cinmal, indem man dic Substitutionen der einmal iiber-
strichenen Verzweigungsgruppe ¢, mit gewissen g Substitutionen «, . .. .. ¥
der Verzweigungsgruppe ¢~ multiplicirt; dabei haben diese p{ Substitu-
tionen die Besondcrheit, dass fiir irgend zwei derselben v, and o, stets
cine Relation von der Gestalt v, = v, 0.0 besteht, wo v eine Substi-
tution in g ist. Das Ideal p = P ist Primideal in k: es findet so-
mit in A'ﬁ die Spaltung des ldeals pw=plr’" in p* gleiche Primfactoren
statt; dabei ist der lixponent @ eine Zahl, die den Grad f des Primideals 3¢
nicht iiberschreitet.

Beweis.  Iis sei A cine durch . aber nicht durch * f(eilbare
ganze Zahl des Korpers A5 wir bestimmen dann ein System von Substi-
tutionen o, ..., ¢ der Verzweigungsgruppe von der Art, dass, wenn

o AZ ABA" L e A28 (RETY

geselzt wird, die ganzen Zahlen B, ... £ siimtlich einander nach
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' incongruent sind und auch keine Substitution von g, zu diesem
Systeme v, .. ., v, hinzugefiigt werden kann, ohne der letzteren Forderung
zu widersprechen. Wihlen wir dann eine beliebige Substitution v* der
Verzweigungsgruppe g, und setzen o* 4 = A—+BA4" vach $"1, 50
muss B einer der Zablen B, ..., B, nach P congruent sein; ist
etwva B= B, nach $, so folgt ‘vrlfo*AEO nach 2BL+1. Aus Satz 72
folgt, dass jede ganze Zahl £ in K einem Ausdrucke ¢+, A4+ /’LtAL
nach §]3L"H congruent ist, wo e, §,, ..., 4, ganze Zahlen des Trigheits-
kirpers sind, und hieraus ergiebt sich fiir $2 die Congruenz vi—’v*.Q =L
nach P, d. h. es ist v 'v* =75 oder v*=1v5. Diese Gleichung
beweist die im Satze 75 behauptete Structur der Gruppe g_.

Wir setzen 7'?=p’— und 7=1[—1.

Es ist nunmehr ersichtlich, in welcher Weise das eingeschlagene
Verfahren fortzusetzen ist. Bedeutet I, den hochsten Exponenten von
der Art, dass fiir jede Substitution 7 die simtlichen Zahlen des Korpers
K der Congruenz 78 = £ nach $* geniigen, so bestimmen wir alle
die Substitutionen %, fiir welche bestindig 52 =8 nach $" wird.
Dieselben bilden eine invariante Untergruppe g¢. der Gruppe g5t die
zweimal iiberstrichene Verzweigungsgruppe des Primideals
PB; ihr Grad sei r%:pT; wir setzen z=1[—1[. Es wird pangi
wo p_ ein Primideal des zu g, gehdrigen Korpers ]c? ist.

So fortfahrend, gelangen wir zur dreimal iiberstrichenen Ver-
zweigungsgruppe g, u. s. w. Ist etwa die ¢-mal iiberstrichene
Verzweigungsgruppe des Primideals § diejenige, welche lediglich
aus der Substitution 1 besteht, so ist der ¢-mal itberstrichene Ver-
zweigungskorper des Primideals $8 der Korper K selbst und die
Structur der Verzweigungsgruppe ¢, ist dann genau bekannt. Es leuchtet
ein, dass fiir das Primideal § iberstrichene Verzweigungskorper nur dann
vorhanden sein konnen, wenn der Grad 2/ des Korpers K durch p teilbar ist.

§ 45.

Kurze Zusammenfassung der Sitze iber die Zerlegung einer rationalen Prim-
zahl p im Galois’schen Kdérper.

Durch die in § 39—44 entwickelten Sitze erlangen wir einen voll-
stindigen Einblick in die bei der Zerlegung einer rationalen Primzahl p
in einem Galois’schen Korper sich abspielenden Vorginge:

Es handle sich um einen bestimmten Primfactor P8 von P, 80 wird p zu-
nichst im Zerlegungskorper von P in der Form p ==pa zerlegt, wo p ein

Jahresbericht der Deutschen Mathem,-Vereinigung. IV. 17
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Primideal ersten Grades und a ein durch p nicht teilbares Ideal des Zer-
legungskorpers ist. Der Zerlegungskorper von § ist als Unterkdrper in dem
Trigheitskorper von 9 enthalten, welcher seinerseits keine weitere Zerlegung
von p bewirkt, sondern lediglich diescs Ideal p zu einem Primideal ften
Grades crweitert. Ist der Korper K sclbst der Zerlegungskirper oder der
Trigheitskorper, so ist nach diesem ersten Schritte die Zerlegung bereits ab-
geschlossen. 1m anderen Falle lisst sich p fiir K noch in gleiche Factoren
spalten, und zwar wird p zunichst im Verzweigungskorper die Potenz eines
Primideals p,, wobei der Exponent in ]9/ —1 aufgeht und folglich nicht
durch p teilbar ist. Die Spaltung von p ist mit diesem zweiten Schritte
notwendig dann und nur dann abgeschlossen, wenn p im Grade der Trig-
heitsgrappe nicht aufgeht und mithin der Korper K selbst der Verzweigungs-
korper ist. In den nun folgenden iiberstrichenen Verzweigungskorpern
schreitet die Spaltung ohne Aussetzen fort, und zwar sind die beziiglichen
Potenzexponenten Zahlen von der Gestalt pe_, pz, ..., wo keiner der Ex-
ponenten &, & ... den Grad f des Primideals 3 iiberschreitet.

Die Uebersicht iber dic entwickelten Resultate wird durch die folgende
Tabelle erleichtert, in deren Zeilen der Reihe nach die betreffenden Korper die
Grade der zugehdrigen Gruppen, die Grade der Korper, ihre Relativgrade in
Bezug auf den nichst niederen Korper, dann die Primideale der Korper und
ihre Darstellung als Potenzen von P sich angegeben finden. Der Korper K
ist dabei als ein dreimal iiberstrichener Verzweigungskorper angenommen.

J: 3 ; ; ; r
I k, k, , K
" i T g Tz 1
i |
M M M M M
m, = M= =—lm = m o==-- M
r t ” - 7 @ ) [ 2 ¢
z t v 8 ¢
7 i 1,
z t 7
/= — h=-— pr= L p= Y P" =y
)t 7" . 7 LU
) ¢ x |
7 5 ;
)= ,pi: p == P P = pl' P o= ‘}3"
v L i ¢ ¢ | \43
— = 0 = N fom— \l{"c
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Capitel XI.

Die Differenten und Discriminanten des Galois’schen Korpers
und seiner Unterkorper.
§ 46.

Die Differenten des Triigheitskérpers und der Verzweigungskorper.

Eine reiche Quelle neuer Wahrheiten entspringt, wenn wir die so-
eben gewonnenen Resultate mit denjenigen des Capitels V in Zusammen-
hang bringen. So folgt unter Benutzung des Satzes 41 leicht ein Satz,
welcher die wichtigste Eigenschaft des Trigheitskorpers aussagt; derselbe
lantet:

Satz 76. Die Differente des zum Primideal 3 gehorigen Trigheits-
korpers ist micht durch § teilbar. Der Trigheitskorper umfasst samtliche
in K enthaltenen Unterkorper, deren Differenten nicht durch L teilbar sind.

Betreffs der Differenten der Verzweigungskorper gelten folgende Sitze:

Satz 77. Die Relativdifferente des Verzweigungskorpers in Bezug
auf den Trigheitskorper ist durch P = pi_l und durch keine ho-
here Potenz von P teilbar.

Beweis. Wir bezeichnen mit ¢ eine durch pﬁ:i]}r”, aber nicht

durch p? teilbare ganze Zahl in k, und mit 4 cine durch P, aber nicht

durch 232 teilbare ganze Zahl in K. Setzen wir dann —j:— = P¢ nach

P, wo P eine Primitivzahl nach P bedeutet, so wird ¢ = P°4" nach
»,B. Nunmehr sei £* eine beliebige, nicht zu g gehorige Substitution
der Triigheitsgruppe, und es werde ¢* A=P 4 nach P* wo «* eine der
Zahlen @, 2a, .., (h—1)a (vgl. § 41) bedeutet. Dann folgt

tra=Pr A =P""a, (p,P)

Da r, eine Potenz von p ist, so wird P“"=E1 nach P, und folglich
kann ¢—¢*e nicht durch p 5 teilbar sein und ist mithin genau durch
pv=§¥3”’ teilbar. Bedeutet ferner w eine beliebige Zahl in k , so ist
dieselbe nach Satz 72 notwendig einer Zahl w, des Trigheitskorpers nach
I3 congruent, und hieraus folgt o—t*o =0 nach p . Auaf diese Weise
ergiebt sich, dass die in Rede stehende Relativdifferente genau durch
513(}'—])” = P77 teilbar ist.
In #hnlicher Weise folgt die Thatsache:
17%
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Satz 78. Dic Relativdifferente  des einmal iiberstrichenen Ver-
zweigungskorpers & in Bezug auf den Verzweigungskorper kv enthilt

genan die Potenz i&"("”_ra):pi”(p “Y. Die Relativdifferente des zwei-
mal iiberstrichenen  Verzweigungskorpers 4 in Bezug auf k enthilt

. L =7 ) Tl
genau die Potenz $"Vo7% _ p. s w
0

§ 47.

Die Teiler der Discriminante des Galois'schen Kdirpers.

Satz 79. Der Exponent der Potenz, zu welcher die rationale Prim-
zahl p in der Discriminante D des Korpers K als Factor vorkommt, ist

,5)_}_;

mt{rt—')'ﬂ—}—L(rv—ra)-*—Z_L(ri

Beweis. Der Satz 41 lehrt in Verbindung mit den oben aus-
gesprochenen Sitzen 76, 77 und 78, dass die Differente © des Korpers
K das Primideal 8 genau in der »,—r 4L (r—7r_)+ L—(ri——ré)—i-"'tEU
Potenz enthiilt. Hieraus folgt mnach Satz 68 die Richtigkeit der Be-
hauptung.

Im Falle, dass keine iiberstrichenen Verzweigungskérper vorhanden
sind, kommt bereits das Glied mit L nicht mebr in Frage, und es folat
dann, dass der Expoment der in D aufgehenden Potenz von p den
Werth m,(r,—1) besitzt. Nach dem Obigen tritt dicser Fall sicher
dann ein, wenn der Grad M zu p prim ist. Man vergleiche die Bemer-
kungen am Schluss des § 12.

Satz 80. Der Exponent der in der Discriminante D aufgehenden
Potenz von der rationalen Primzahl p iiberschreitet nicht eine gewisse
Grenze, dic nur vom Grade A/ des Galois'schen Korpers A abhingt.

Beweis. Alle Exponenten [, L. ... fiir cin Primideal § licgen
unter einer durch A/ allein bestimmten Grenze. Um fir . eine
solche Grenze aufzufinden, bezeichmen wir mit @ eine durch p_. aber
nicht durch pi teilbare ganze Zahl in A_ und withlen ein System von p;
Substitutionen Vps Vyy «ovs Vi der Verzweigungsaruppe aus. welehe
durch Zusammonsetzung mit ¢ dieso Gruppe g eracugen. Die Zahl
(e=v|m+v2m~{—---—}—v},?w bleibt dann bei allen Substitutionen J, -
geiindert, und gehort daher dom Korvper A an. Andererseits ist @ = ve

Lo . — L _
nach P und folglich a = p“w nach L Wiire nun l/>('r[+q-, <0
r
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miisste o = 0 nach pépi, aber == 0 nach pgpﬁéB sein. Setzen wir daher
P=Dpa, wo a ein zu p primes Ideal des Zerlegungskirpers bedeutet,
und bezeichnen mit y eine durch a teilbare und zu p prime Zahl des

Zerlegungskorpers, so ist § = % eine ganze Zahl in £ ; dieselbe wiire
durch p_, aber nicht durch p_ % teilbar, und mithin wire p. im Wider-
spruch mit Satz 75 ein Ideal des Korpers 4. Da man in #hnlicher

Weise auch fiir die tibrigen Exponenten L, ... eine obere Grenze findet,
so kann hiernach auch der in Satz 79 angegebene Exponent der in der
Discriminante [ aufgehenden Potenz von p eine gewisse, nur vom
Grade )/ des Korpers K abhiingige Grenze nicht iiberschreiten.

Der Satz 80 ist besonders deshalb von Wichtigkeit, weil er die
Mbglichkeiten, die sich hinsichtlich der in J/ aufgehenden Primzahlen p
bieten, von vornherein auf eine endliche Anzahl einschrinkt. Rechnen
wir alle diejenigen Korper vom Grade A/, bei welchen die Zerlegung
der in A/ aufgehenden Primzahlen fir alle obigen Anzahlen die nimlichen
Werte liefert, zu einem Typus, so folgt, dass es fiir einen gegebenen
Grad M nur eine endliche Anzahl von moglichen Kérpertypen giebt.

Als Beispiel fiir den Satz 80 diene der (im dritten Teil ausfiibrlich
behandelte) quadratische Korper, in dessen Discriminante die ungeraden
Primzahlen hochstens einfach und die Primzahl 2 hochstens zur dritten
Potenz aufgeht (vgl. § 59 Satz 95).

Capitel XIL

Die Beziehungen der arithmetischen zu algebraischen
Eigenschaften des Galois’schen Korpers.
§ 48.

Der relativ-Galois’sche, der relativ-Abel’sche und der relativ-cyklische Korper.

Ist die Gruppe G der Substitutionen s, ..., s, eines Galois’schen
Kirpers K eine Abel’sche Gruppe, d. h. sind die Substitutionen s, ..., sy
unter einander vertauschbar, so heisst der Galois’sche Kdrper K ein
Abel’scher Korper. Ist jenc Substitutionsgruppe G- insbesondere eine
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cyklische, d. h. sind die M Substitutionen s, ..., s, simtlich als Po-
tenzen einer einzigen unter ihnen darstellbar, so heisst der Abel’sche
Korper K ecin eyklischer Korper.

Wenn wir die nimliche Betrachtung, welche in § 28 fiir die Idealklassen
angestellt worden ist, auf die Substitutionen der Gruppe eines Abel’-
schen Korpers anwenden, so crgiebt sich der Satz, dass jeder Abel’sche
Kirper aus cyklischen Korpern zusammengesetzt werden kann.  Die
cyklischen Korper ihrerscits lassen sich ferner sicls aus solchen be-
sonderen cyklischen Korpern zusammensetzen, deren Grade Primzahlen
oder Primzahlpotenzen sind.

Die in Rede stehenden Begriffe lassen folgende Verallgemeine-
rung zu:

Es sci @ die Wurzel einer Gleichung /ten Grades:

@l—i—al@l—l—l—---—}—at = (),
deren Coelficienten ¢, . ., ¢, Zahlen eines Korpers [ vom mten Grade
sind. Diesc Gleichung [ten Grades sei iberdies im Rationalititsbereiche
k irreducibel und von der besonderen Eigenschaft, dass alle idbrizen
[—1 Wurzeln @', ..., ©“~" derselben sich als ganze rationale Func-
tionen der Wurzel & darstellen lassen, wobei die Coefficienten dieser
Functionen Zahlen des Korpers £ sind.  Unter dieser Voraussetzung
heisst der aus @ und den Zahlen von % gebildete Zahlkdrper K vom

M= [mten Grade ein relativ-Galois’scher Korper in Bezug
auf £ Der Grad [ jener Gleichung ist der Relativerad von KA. Wird etwa

=806, 6=5806, ..., 6""=S50

gesetzt, so heisst die Gruppe der Substitutionen &, ..., S die Relativ-
gruppe; ist diese Gruppe cine Abel'sche, so heisst der Kirper A ein
relativ-Abel’scher Korper in Bezug auf 4. Ist die Relativgruppe
cyklisch, so heisst der Kérper K relativ-eyklisch in Bezug auf 4.

§ 49.
Dic algebraischen Bigeuschaften des Triigheitskérpers und der Verzweigungs-
korper.  Die Darstellung der Zahlen des Galois’schen Kirpers durch Wurzeln
im Boreicho des Zerlegnungskorpers,

Mit. Benutzung der eben definivten Begriffe lassen siel in sehr einfacher
Weise cinige wichtige algebraische Eigenschaften  des  Zerlegungs- und
des Trigheitskorpors, sowie der Verzweigungskirper aussprochen. welehe
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eine unmittelbare Folge der oben bewiesenen Eigenschaften ihrer Gruppen
sind. Es ergeben sich folgende Thatsachen:

Sat: 81. Der Trigheitskorper £, ist relativ cyklisch vom Relativ-
grade /' in Bezug auf den Zerlegungskorper kz. Der Verzweigungs-
korper & ist relativ cyklisch vom Relativgrade /4 in Bezug auf den
Trigheitskirper £, Der einmal iberstrichene Verzweigungskorper &,

ist ein relativ Abel'scher vom Relativgrade pé in Bezug auf den Verzwei-
gungskorper & ; der Korper £, ist ein relativ Abel’scher vom Relativ-
grade pé in Bezug auf %, u. s. f. Die Abel'schen Relativgruppen der
Korper k,, k., .. enthalten lediglich Substitutionen vom pten Grade.

Nach diesem Satze 81 geschieht also die Spaltung in gleiche
Factoren stets mittelst einer Kette Abel’scher Gleichungen, und dieses
Resultat driickt eine neue iiberraschende Eigenschaft des Zerlegungs-
korpers aus:

Satz 82.  Der Zerlegungskirper eines jeden Primideals in K
bestimmt cinen Rationalitdtsbereich, in welchem die Zahlen des wr-
sprimglichen Galois’schen Korpers K lediglich durch Wurzelaus-
driicke darstellbar sind.

Dieser Satz 82 riickt zugleich die Bedeutung der Theorie der durch
Wurzelziehen losbaren Gleichungen in helles Licht; denn er zeigt, dass
bei dem Process der Zerlegung der Zahlen in Primideale die wichtigsten
und schwierigsten Vorginge sich gerade in solchen Relativkérpern ab-
spielen, deren Zahlen in einem gewissen Rationalititsbereiche durch
Wurzelausdriicke darstellbar sind.

§ 50.
Die Dichtigkeit der Primideale ersten Grades und der Zusammenhang dieser
Dichtigkeit mit den algebraischen Eigenschaften eines Zahlkdrpers.

Es ist eine merkwiirdige Thatsache, dass die Hiufigkeit gewisser
Primideale ersten Grades in einem Zahlkorper Schliisse auf die algebraische
Natur desselben zulisst. [Kronecker'*.]

Es sei % ein beliebiger Zahlkorper mten Grades, und es bedeute
allgemein p, eine rationale Primzahl, in der genau 2 von einander ver-
schiedene Primideale ersten Grades aufgehen. Wenn dann der Limes

1

22—
() P;

L 1
s=1 10g< 8—1 )
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existirt, wo die im Zihler stehende Summe iher alle Primzahlen p, zu
erstrecken ist, so sagen wir: dic Primzahlen von der Art y, besitzen
cine Dichtigkeit; hat jener Limes den Wert A, so heisse 4, dic Dichtig-
keit dcr Primzablen von der Art p,. Kronecker macht bei seinen
Untersuchungen die unausgesprochene Annahme, dass die Primzahlen
von simtlichen m Arten p, ..., p =~ Dichtigkeiten besitzen. Ob diese
Annahme zutrifft, ist bisher nicht entschieden worden. Dagegen gelingt
der Nachweis des folgenden Satzes:

Satz 83. Wenn in einem beliehigen Korper mten Grades von den
Primzahlen der m Arten Py -+ Py, irgend 2—1 Arten Dichtigkeiten
besitzen, so besitzt auch die iibrighleibende Art eine Dichtizkeit, und die
m Dichtigkeiten 4, ..., 4, erfiillen die Relation:

4,424, 4--+md, =

Beweis. Wenn man die zweite der drei in § 27 angegebenen Dar-
stellungen der Functionen {(s) benutzt und den Logarithmus bildet, so er-
giebt sich

logl(s) = p n(p)*‘ 48,

L1 L1
8=3%—5 43—t
® np) ® np)
wo die Summen iber simtliche Primideale p des Korpers zu erstrecken

sind. ~ Bezeichnen wir nun die Primideale ersten Grades allgemein mit
P, so wird offenbar

1
(19) X ol
() n(p) (p.) ]) @) p, ) 1’,,.

wo links iiber alle Primideale p, und rechts beziiglich iiber alle rationalen
Primzahlen Py Py -+ P, 20 summiren ist.

Wir beriicksichtigen andercrseits, dass fiir alle Primideale p von
hisheremals  dem ersten Grade 2 (p) = p?
Primzahl p hochstens 2. Primidealo enthilt; dadurch ergicht sich:

ist. und dass cine beliebige

i 1
e i Mmoo MY = B Y

p> 2 @ @) W P m

wo dio lolzte Summe iiber alle ganzen rationalen Zahlen h>1 zu er-
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strecken ist. Desgleichen findet man:

1 1 1
S<m{%"h_2+%k—3+}:m% h(h—1) -

Aus diesen Ungleichungen folgt, dass log{(s)—X% sich fir s =1

1
() n(p|)s
einer endlichen Grenze n#hert. Nach Satz 56 hat auch der Ausdruck

log{(s)— log fir s=1 einen endlichen Grenzwert, und daher

s.._.
gilt das Nimliche auch von dem Ausdruck
1 1
= — —log
w2y T s—17
d. h. es ist
1
iy
7 @)
s=1 1 ’
1
%8 s—1

woraus unter Benutzung der Formel (19.) die Behauptung folgt.

Fiir einen Galois’schen Korper K vom Mten Grade ist 4, =0,
4,=0, .., 4, =0, und daher folgt aus Satz 33:

Satz 84. In einem Galois’schen Korper Mten Grades besitzen die in
lauter Primideale ersten Grades zerfallenden Primzahlen p, eine Dichtig-
1
A

Ist &£ ein beliehiger Korper und K derjenige Galois’sche Korper Mten
Grades, welcher aus £ und den zu / conjugirten Korpern &, ..., &Y
zusammengesetzt ist, so stimmen, wie man leicht erkennt, die Prim-
zahlen p in k mit den Primzahlen p, in K tiiberein, und daher be-
sitzen die Primzahlen p in £ eine Dichtigkeit, und diese ist gleich
1
ﬂ:
schen Resolvente. [Kronecker™.]

keit, und diese Dichtigkeit ist 4, =

d. h. gleich dem reciproken Wert des Grades M seiner Galois’-
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Capitel XIII.

Die Zusammensetzung der Zahlkorper.
§ 01,
Der aus einem Kérper und dessen conjugirten Korpern zusammengesetzte
Galois’sche Korper.

Satz 85, Wird aus den beiden Kirpern /: und £, ein Korper K
zusammengesetzt, so enthilt die Diseriminante des zusammengescizten
Korpers K alle und nur dicjenigen rationalen Primzahlen als Factoren,
welche in der Discriminante von 4, oder in derjenigen von £, oder in
beiden aufgehen.

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich aus Satz 39. Eine unmittel-
bare Folge des Satzes 85 ist die weitere Thatsache:

Satz 86. Wenn man aus dem Kborper £ vom mmten Grade und
den simtlichen zu ihm conjugirten Korpern £/, . . ., E™Y einen Galois -
schen Korper K zusammensetzt, so enthdlt die Discriminante dieses
Korpers K alle und nur diejenigen rationalen Primzahlen, welche in der
Discriminante des Korpers £ aufgehen.

§ 52.
Die Zusammensetzung zweier Kdirper, deren Discriminanten zu einander
prim sind.

Ein besonderes Interessec beansprucht der Fall, dass die Discrimi-
nante der zusammenzusetzenden Korper zu einander prim sind. Der
wichtigste und fruchtbarste Satz tiber diesen Fall ist der folgende:

Satz 87.  Zwei Korper k, und £, beziiglich von den Graden m,
und m,, deren Discriminanten zu cinander prim sind, ergeben durch
Zusammensetzung stets einen Korper vom Grade e me,.

Beweis. Der aus £, und den simtlichen zu &, conjugirten Kirpern
zusammengesctzte Galois’sche Korper werde mit K, bezeichnet: die Dis-
criminante von A ist nach Satz 86 prim zu der Discriminante von 4,.
Es sci & cine den Korper £ bostimmende Zahl: dieselbe gentigt einer
irreduciblen Gleichang anten Grades mit ganzen rationalen Coefficienten,

Wire nun dor aus £, und £, zusammengeselzte Korper von niederem
als dem (m,an,)ten Grade, so miisste diese Gleichung im Rationalitits-
boreich £, reducibel werden, d. h, die Zahl ¢ wiirde dann eciner Glei-
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chung von der Gestalt

F 4,8 e, = 0

geniigen, deren Grad » <<, ist, und deren Coefficienten @y ey @,
Zahlen in K'j sind. Der aus diesen Coefficienten @, ..., @, zusammen-
gesetate Zahlkbrper werde £ genannt. Da «, ..., @ sich durch

die » Wurzeln der obigen Gleichung rational ausdriicken lassen, so ist
b ein Unterkérper von K, und da % auch zugleich ein Unterkirper
von £, ist, so miisste die Discriminante von /£ nach Satz 39 sowohl in der
Discriminante von &, als auch in derjenigen von %, als Factor enthalten
sein; hieraus wiirde fiir die Discriminante dieses Korpers £ der Wert 1
folgen, und dieser Umstand widerspricht dem Satze 44.

Wir heben noch 'folgende Thatsachen hervor, deren Richtigkeit nun-
nmehr leicht erkannt wird:

Satz 88. Wenn k,, k, zwei Korper beziiglich von den Graden
m,, m, und mit den zu einander primen Discriminanten d,, d, sind,
so ist die Discriminante des zusammengesetzten Korpers K gleich o d".
Die m,m, Zahlen einer Basis des Korpers K erhdlt man, wenn man
jede der s, Basiszahlen des Korpers k, mit jeder der e, Basiszahlen
des Korpers k, multiplicirt. Ist p eine rationale Primzahl, welche
in k, die Zerlegnng p=y;...p" und in k, die Zerlegung p=g,...q,
erfihrt, wo p,, ..., p,undq,, ..., q, von einander verschiedene Prim-
ideale bez. in den Korpern %, und %, bedeuten, so gilt in K die Zerlegung
p= HSB'Z, wo das Product iber 2=1, ..., » und I=1, .., s

zu eratrecken ist und P, dasjenige Primideal in K bedeutet, welches als
der grosste gemeinsame Teller der beiden Ideale p, und g, definirt ist.

Werden zwei Korper k,, %, mit beliebigen Discriminanten zu Grunde
gelegt, so ist die Beantwortung der entsprechenden Fragen nur unter be-
schrinkenden Annahmen iiber die Natur der Korper und der zu zerle-
genden Primzahlen einfach. [Hensel®.]

Die bisher in Capitel X—XIII dargelegten Resultate scheinen mir
die wichtigsten Grundziige einer Theorie der Ideale und Discriminanten
des Galois’schen Korpers zu enthalten. Die befolgten Methoden gestatten
noch nach mannigfachen Richtungen eine allgemeinere Ausfiihrung; ins-
besondere gilt eine Reihe der in § 39 —44 bewiesenen Siftze ohne we-
sentliche Aenderung fiir relativ Galois’sche Korper. [Dedekind®.]
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Capitel XIV.

Die Primideale ersten Grades und der Klassenbegriff.
§ 53.

Die Erzeugung der Idealklassen durch Primideale ersten Grades.

Es ist von hohem Interesse, dass die in Capitel X —XII entwickelten
Principien auch iiber die Frage der Erzeugung und Natur der Idealklassen
cines Zahlkérpers meues Licht verbreiten. In diesem und in dem fol-
genden Capitel werden die wichtigsten auf diese Frage beziiglichen all-
gemeinen Sitze dargelegt. Der erste Satz betrifft die Erzeugung der
Idealklassen eines beliehigen Galois’schen Zahlkorpers durch Primideale
ersten Grades und lautet:

Satz 89. 1In jeder Idealklasse eines Galois’schen Korpers giebt es
Ideale, deren Primfactoren simflich Ideale ersten Grades sind.

Wir beweisen zunichst den folgenden Hiilfssatz:

Hiilfssatz 12.  Wenn K ein Galois’scher Korper vom J}/ten Grade
mit der Discriminante D ist, und § ein in DAJ! nicht aufgehendes Prim-
ideal von einem Grade > 1 in diesem Korper bedeutet, so giebt es
stets eine zu DM! prime ganze Zahl & in K, welche durch Ji. aber
nicht durch P* ‘teilbar ist, und deven ibrige Primfactoren simtlich von
niederem als dem jften Grade sind.

Beweis. Es sei P eine ganze Zahl des Korpers K von der Art,
dass jede andere ganze Zahl $2 einer ganzzahligen Function von P
nach §8* congruent wird. Nach Satz 29 existirt eine solche Zahl P stets.
Wir bezeichnen ferner die zu P conjugirten und von P verschiedenen
Primideale mit L', B, ..., L und bestimmen dann eine ganze Zahl
A in K, welche den Congruenzen

4=P P
4 =0, (ﬂ;\s'ﬂs"_uit(m))
A4=1, (4!

geniigt. st = cine solche Substitution der zu [ gehirigen Zerlegungs-
gruppe, fir welehe zP= P” nach |\ wird, so sind offenbar dic j—1
Differenzen 4d—zd, A—2*A, ..., A—2/"14 zu P prim. st ferner
s cine nieht zur Zorlegungsgruppe gehirige Substitution, so wird . durch
P teilbar, und folglich ist die Difforens f —s.f zu P prim.  Die Differente
von A ist mithin zu P prim, und daher folgt nach der Bemerkung auf
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S. 180, dass A eine den Korper K bestimmende Zahl darstellt. Mit
Riicksicht auf Satz 31 ist K der Triigheitskirper von §, und daher ge-
niigt _{ einer Gleichung von der Gestalt:

Af—l—alAf_l—l—---—i—af = 0,
WO @, ..., @, Zahlen im Zerlegungskirper £ des Primideals § bedeuten.
Die tbrigen Unterkérper des Korpers K vom niimlichen Grade ;L[ be-

zeichnen wir mit &', £, ..; es geniigt 4 dann auch den Gleichungen
Af—{—a; Af_l—l—---—i—aj', = 10,
Af+a;'A'f”1+---+a}' = 0,

WO @, ..., & Zahlen in &, o, ..., o Zahlen in %" u.s. f. sind.

Nunmehr bestimme man f ganze rationale Zahlen Ay wey G SO, dass
a’lzala MR afEaf, (EB)
wird; dies ist moglich, weil nach Satz 70 das Tdeal P in £ vom ersten
Grade ist. Sodann seien b, ..., b > solche f ganze rationale Zahlen,
welche den Congruenzen
Ml == 0,5 50 M.’be a, (p)

geniigen, und fiir welche iiberdies keine der zum Index 1 gehdrigen Ver-
bindungen

B, = M!b—e, B, = Mb—«,
verschwindet. Wir setzen ferner

B= A"+ MI(b, A" b, 4" - D).

Endlich bezeichnen wir die simtlichen von p verschiedenen und in
der Discriminante 4 von 4 oder in den Normen der Zahlen g, 8, ...
aufgehenden rationalen Primzahlen, soweit sie grosser als M sind, mit
g5 --+» ¢, Ist q, eine beliebige unter diesen, so muss, da sie in K
hochstens M Primfactoren enthalten kann, mindestens eine der ¢,(> M)
Zahlen B, B-+~1, B+2, ..., B+qg,—1zug, prim sein; es sei etwa
B¢, prim zu gq,. Bestimmt man dann eine ganze rationale Zahl ¢,
welche den [ Congruenzen M!pe¢=c¢, nach ¢, fir =1, 2, ..., {
geniigt, so ist

L = B+M!pc

eine Zahl von der Eigenschaft, wie sic unser Miilfssatz 12 verlangt.
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In der That: wegen der Congruenz A =1 nach M/ ist die Zahl £
prim zu allen denjenigen rationalen Primzahlen, welche == M sind; und
andererseits ist 9 auf Grund der Bestimmungsweise der Zahl ¢ prim zu
allen denjenigen in A enthaltenen rationalen Primzahlen, welche grosser
als M sind.  Die Zahl £ ist daher prim zu den von p verschiedenen,
in A aufgehenden rationalen Primzahlen.

Ferner ist 2 teilbar durch %, aber nicht durch ', $”, ..., $™),
da M!b,=a,=0 nach p wird. Die Zahl £ ist in der Gestalt

92 = Af—}—mlAf”l—f—.--—{—m/,
darstellbar, wo m,, ..., m ganze rationale Zahlen bedeuten. Da A =P
nach P* ist und P keiner ganzzahligen Congruenz von niederem als dem
(2/)ten Grade nach P* geniigen kann, so folgt, dass £ nicht durch P*
teilbar ist.

Wire ferner £ durch ein Primideal £ vom Grade /' = ; teilbar,
und seien 1, 2/, 22, ..., 2"/~ die /' Substitutionen der Zcrlegunzscruppe
von 2, durch welche diese aus der Trigheitsgruppe erzeugt wird, so
miissten die /' Congruenzen

0, ()
0, ()

i

Af—l—m1 Af_1+--.+mj
@A) +m, @A e o,

bestehen; diese wiirden zur Folge haben, dass die Discriminante A der
Zahl A durch £ teilbar ist, was nach dem Obigen nicht zutrifit.

Es sei endlich £ durch ein Primideal © vom Grade f teilbar; daunn
miisste einer der Korper &, &', &) ... Zerlegungskiorper von O sein;
es sei dics etwa der Korper £'. Unter dieser Annahme setze man £ in
die Gestalt

0= 'Q_(Af—i—a{flf-l_{_—*—a;) — ﬁ;-‘l'rﬂal-{‘—-'-—}—p‘.:.,

Wo By s s ﬂ/’ Zahlen in k' bedeuten. Sind 1, 2. 22 ..., =1
die /' fiir £ zur Erzeugung sciner Zerlegungsgruppe aus seiner Triigheits-
gruppe dienenden Substitutionen, so folgt

B g =0, (D
ﬁ;(;-';.l)f‘“—}- ..... i“P'_; =0, (D

und diese Congruenzen wiirden zur Folge haben, dass entweder .| oder
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g, durch O teilbar ist, womit die obigen Festsetzungen im Widerspruch
stehen.

Wenn wir beriicksichtigen, dass in jeder Klasse ein Ideal gefunden
werden kann, welches zu D .M/ prim ist, so folgt aus dem somit be-
wicsenen Hiilfssatz 12, wie man leicht sieht, der Satz 89. Derselbe ist
fiir den Fall des Kreiskirpers bereits von Aummer bewiesen worden.
[Kuwmmer®.]

Capitel XV.

Der relativ eyklische Korper vom Primzahlgrade.
§ 54.

Die symbolische Potenz. Der Satz von den Zai]len mit der Relativnorm 1.

Es soll jetzt iber relativ Abel’'sche Korper eine Reihe funda-
mentaler Sitze abgeleitet werden. Um dieselben leichter aussprechen
und beweisen zu kionnen, schicken wir einige Bezeichnungen und Fest-
setzungen voraus.

Es sei K ein Zahlkorper vom Grade [m; derselbe sei relativ-cyklisch
in Bezug auf den Korper £ vom mten Grade; der Relativgrad / sei eine
Primzahl. Die Substitutionen der cyklischen Relativgruppe seien ‘1, S,
8% ..., 87!, Endlich definiren wir den Begriff der symbolischen
Potenz einer Zahl A des Korpers K, wie folgt: wenn A eine beliebige
ganze oder gebrochene Zahl in K ist und a, @, ..., a,_, irgend welche
ganze rationale Zahlen bedeuten, so moge der Ausdruck

A“(S A" (S*A)=...(8 A)—1
zur Abkiirzung mit

Aa+alS+@Sg+---+al_1Sl—1 — A7®
bezeichnet werden, wo F'(S) die auf der linken Seite im Exponenten
von A stehende ganzzahlige Function von S bedeutet. Die symbolische

F(S)te Potenz von A stellt hiernach stets wiederum eine ganze oder
gebrochene Zahl des Kérpers KA dar. Diese symbolische Potenzirung kann
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als Verallgemeinerung einer Bezeichnungsweise angesehen werden, welche
Kronecker im Falle des Kreiskorpers eingefiihrt hat. [ Kronecker'.]

Wir beweisen nun der Reihe nach {folgende Eigenschaften des
relativ-cyklischen Korpers K:

Satz 90. Jede ganze oder gebrochene Zahl A in K, deren Relativ-
norm in Bezug auf £ gleich 1 ist, wird die symbolische (1—.S)te Potenz
ciner gewissen ganzen Zahl B des Korpers K.

Beweis. Es sei # einc Veriinderliche und @ ecine den Kiérper K
bestimmende Zahl; dann setze man:

A = %A — (24-6)"54
und
B, = 14 Al AT gLy gl

Beriicksichtigt man, dass nach Voraussetzung AT g und
folglich auch AX+ 7 — 1 wird, so ergicbt sich B =4 . Da
B eine rationale Function von « ist, welche, wie leicht ersichtlich, nicht
identisch fiir alle @ verschwindet, so kann man eine ganze rationale Zahl
2 =a so wihlen, dass B cine von O verschiedene Zahl in A wird.

B
Die Zahl B* = _l_“@ geniigt dann der Gleichung 4 = B*'~ . Setzen
a

wir B*:%, wo B eine ganze algebraische Zahl in A und & eine

ganze rationale Zahl bedeutet, so ist auch 4 =— B'™".

§ 55.
Das System von relativen Grundeinheiten und der Nachweis ihrer Existenz.

Ein zweiter wichtiger Satz iiber den Korper A Dbetrifft eine Eigen-
schaft der Einheiten in K. Kommen unter den o conjugirten Korpern,
welche durch /£ bestimmt sind, 7, rveclle Korper nnd r, Paare conjugirt
imagindrer Kirper vor, so ist nach Satz 47 dic Zahl der Grundeinheiten in
I gleieh 7 =9 ~-»,—1: Wir definiten nun den Begriff cines Systems
von relativen Grundeinheiten des Kirpers A beziiglich A, Unter
cinem  solchen System verstehen wir cin System von y—-1 Einheiten
a, ... ll;‘_H im Korper A von der Eigenschaft, dass cine Rinheit
von der Gostalt IIIF'(S) . 1]",'_"‘_“{‘"(‘“)[.0] nur dann dic  symbolische

1- - S)te Polenz ciner Rinheit in A werden kann, wenn die eanzen alec-
? = e
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braischen Zahlen F (0), ..., F7-+1(C) simtlich durch 1-—¢ teilbar sind.
Dabei bedeuten F\(S), ..., F__ (S) ganzzahlige Functionen von S;
[¢] Dedeutet eine belichige Einheit des Korpers £ oder eine solche Lin-
heit des Korpers K, deren [te Potenz einc Einheit in /£ ist; { endlich
bedeutet eine von 1 verschiedene /te Einheitswurzel.

Satz 91. Wenn der Relativgrad / des relativ-cyklischen Korpers A
in Bezug auf den Korper & eine ungerade Primzahl ist, so existirt in K
stets ein System von »—-1 relativen Grundeinheiten, wobei # fiir & die Be-
deutung wie in Satz 17 hat.

Beweis. Wegen /= 2 kommen unter den /a2 durch K bestimmten
conjugirten Korpern /,, reelle Kérper und /1, imagindre Paare von Korpern
vor. Esseié&. ..., e ein System von 7 =7 —r,—1 Grundeinheiten des
Korpers 4. ¥lan wiihle unter den Einheiten in K eine solche Einheit E,

aus, dass E,, &, ..., & ein System von unabhiingigen Einheiten bilden;
»r

. . , s §i—2
dann miissen auch die #-4/—1 Einheiten E1’ E), i E

ein System unabhingiger Einheiten sein.
Zum Beweise hierfir machen wir die gegenteilige Annahme und
| ) =¢&* wo F'(S) eine nicht identisch verschwindende

1 7817"'7 87«

denken uns E
ganzzahlige Function vom (/—2)ten Grade in S und &* eine Einheit des
Korpers & bedeutet. Da die Function 1484248 irreducibel ist,
(vergl. die Bemerkung am Schluss des § 91), so lassen sich zwei ganz-
zahlige Functionen @, @, von S und eine von O verschiedene ganze
rationale Zahl ¢ derart bestimmen, dass

FG +(14844+8HG, = a
wird. Hieraus folgt unter Beriicksichtigung von
.
E11+S+~--+Sl — g
die Gleichung E;' = &***, welche unserer Annahme zuwider lduft; dabei
bedeuten &** und & Einheiten in k.

3 J—9

Nunmehr wéhle man eine Einheit E, so, dass E,, E,, Ef R Ef : 5

& -, & ein System unabhingiger Einheiten bilden, und beweise dla_n2n
in ghnlicher Weise, wie vorher, dass auch die Einheiten £, EZS o E2S ,
E, EIS PR Ef 1‘2, &, ..., & unabhingige Einheiten sind. So fort-

fahrend, gelangen wir zu 7, —7, = r-1 Einheiten E, ..., E_, von

der Beschaffenheit, dass die Einheiten

s Sl——?
E, E, ..., E

> s Ew - owm & (=1, 2, ..., 1)

Jahresbericht der Deutschen Mathem,-Vereinigung. IV. 18
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ein System von unabhingigen Einheiten bilden. Die Zahl dieser Ein-

heiten betrigt
r+=D)(—1)+r = lr+Ilr,—1.

s sei nun " eine so hohe Potenz von /, dass ein Ausdruck
2 7 s
(20.) R

in welehem I (S), ..., F,_ () belichige ganzzahlige Functionen vom
(I —2)ten Grade in S bedeuten und [¢] die auf S. 272 erklirte Bedeutung
hat, nicht anders eine ["te Potenz einer Einheit in K werden kann,
als wenn alle Coefficienten der »—-1 Functionen F (S), ..., F,_ (S
durch [ teilbar sind. Dass es eine solche Potenz [ stets geben muss,
folgt, wenn man die [, —+Ilr,—1 mnach Satz 47 existiremden Grund-
einheiten des Korpers K zu Hilfe zieht.
Wir beriicksichtigen ferner die Identitit

1—8) = 1—8'+1G(S),

in der G eine ganzzahlige Function bedeutet; da hiernach die (1—8)"te
symbolische Potenz einer Zahl in K zugleich auch eine [™te wirkliche
Potenz ist, so folgt, dass der Ausdruck (20.) nicht anders die (1—S)""te
symbolische Potenz einer Einheit werden kann, als wenn die ganzen
algebraischen Zahlen F((), ..., F_ () simtlich durch 1—¢ teil-
bar sind.

Es sei nun ¢ die grosste ganze rationale Zahl = 0 von der Art,
dass ein Ausdruck von der Gestalt (20.) eine (1—S)“te symbolische
Potenz einer Einheit ist, ohne das simtliche Zahlen (), .... F, " &)
durch 1—{ teilbar sind; wir nehmen an, es sei ein solcher Ausdruck:

RS | gpFraa®rg gy -5
E®. B = H, ,

wo K (S), ..., F,_  (8) gewisse ganze rationale Functionen von S
sind und etwa £ () wicht durch 1-—{ teilbar scin moge; [e] hat die
friithere Bedeutung, und H, ist eine gewisse Einheit des Kirpers AL
Des weiteren nehmen wir an, es sei ¢, die grisste ganze Zahl =0
von der Beschaffenheit, dass ein entsprechend aus den Einheiten E,. ...,
E. gebildeter Ausdruck cxistirt, der die (1—&)%te symbolische Patenz

-

ciner Einheit in K wird; es sei etwa cin soleher Ausdruek:
Fy(S At (8) 1=8)%
EPS E 'l“( )|4-J = 1,

Wwo ]1‘2(3)7 Ce 11’7__“(,\') wicderum gewisse ganze rationale Functionen
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von 8 sind und etwa F,(0) nicht durch 1—¢ teilbar sein moge;
H, bedeutet eine Einheit in K. So fortfahrend, gelangen wir zu
r—-1 Einheiten H, H, ..., H, 5 dieselben bilden ein System von
relativen Grundeinheiten des Korpers K.

Um dies zu zeigen, nehmen wir im Gegenteil an, es gibe »—-1
ganze rationale Functionen & (S), ..., @, 1 () derart, dass

() Gt (S _
HI\ “'Hr-iTl()[s]:Zl S

wird, wo Z eine Kinheit in K bedeutet; es sei ferner unter den Zahlen
G0, - G (D) etwa G () die erste nicht durch 1—( teilbare
Zahl: dann wire offenbar auch der Teil

G(8) £7G, ( G S,
th Hh—]:—qi'l = T HT—:_IFI( )[8]

des letzten Products die (1—S)te symbolische Potenz einer Einheit des
Korpers K. Da aber in der Reihe der Zahlen €y €y -+ €, keine folgende
grosser ist als die vorhergehende, so stossen wir, wenn wir den letzten
Ausdruck in die (1—S)"*te Potenz erheben und dann wieder die Ein-
heiten E,, ..., E_ , einfiihren, anf einen Widerspruch mit unseren Fest-
setzungen.

Der eben bewiesene Satz 91 gilt, wie leicht ersichtlich, auch fiir
l=2, wenn in diesem Falle noch der Umstand hinzukommt, dass
unter den durch K bestimmten 2 einander conjugirten Korpern doppelt
so viel reelle Korper als unter den durch £ bestimmten 2 conjugirten

4

Kérpern vorhanden sind.

§ 56.
Die Existenz einer Einheit in K, welche die Relativnorm 1 besitzt und doch
nicht dem Quotienten zweier relativ-conjugirten Einheiten gleich wird.

Satz 92. TFalls der Relativgrad [ des relativ-cyklischen Korpers
K in Bezug auf den Korper £ eine ungerade Primzahl ist, giebt es in
K stets eine Einheit FI, deren Relativnorm in Bezug auf £ gleich 1
ausfillt, und welche doch nicht die symbolische (1—S)te Potenz von
einer Einheit des Korpers K ist.

Beweis. Wir nehmen zundichst an, dass .der Korper k£ nicht
die [te Einheitswurzel { enthilt. Es seien %, ..., %, irgend -1
Einheiten in %; dann folgt, dass es stets »—1 ganze rationale Zahlen
giebt, welche nicht séimtlich durch [ teilbar sind, und fiir

18%

o w5 G

17 2 % r+1
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welche 7' ... 9%+ =1 wird. In der That, wiren in ciner Gleichung
von der leizteren Gestalt die Exponmenten a, ..., @ , similich durch

a _"_’r+1

{ teilbar, so miisste nll o, T‘«'Hl cine /te Einheitswurzel und demnach
infolge der Voraussetzung = 1 scin; hieraus ergiebt sich durch Wieder-
holung des Verfahrens das Gesagte. Nchmen wir nun 7. ... 5
gleich den Relativnormen von H, ..., Hr+1’ wo H, ..., Hr—H ein
System von relativen Grundeinheiten in K sind, und sctzen dann

2 51
H=H{... H"%, so folgt N (H)=H""""**"*""—1 und daher

nach dem Satz 90: H=— 4""; da H, ..., H_ relative Grund-
einheiten sind, so ist die Zahl 4 keine Einheit.

Um den Satz 92 allgemein zu bewecisen, werde angenommen,
dass % die primitive ["te Einheitswurzel (', aber nicht die primitive
I"*'te Rinheitswurzel enthielte. Durch ein #hnliches Verfahren, wie
das oben angewandte, wird erkannt, dass, wenn 7, .... 7., irgend
welche 72 Einheiten in £ sind, stets eine ganze rationale Zahl ~ und
ferner -2 ganze rationale, nicht simtlich durch / teilbare Zahlen

@, .5 @, von der Art gefunden werden kinnen, dass

1 +2

a pyg =1
M Ty =6
ist.

Andererseits bedenke man, dass die Relativnorm
4 S
N Q=L+ =

wird und daher nach Satz 90 { eine (1—.S)te symbolische Potenz werden
muss.  Gibe es nun keine Einheit £ in K, so dass = E"™" ist. so
wiire bereits ¢ einc Zahl von der gewiinschten Beschaffenheit. Im anderen

Falle folgt B9 —=1, d.h. E'= SE', und daker stellt £’ eine Einheit
i

& in £ dar, wihrend £ sclbst gewiss nicht in 4 liegt. Wegen E=1} .
- . ” ) . ' 0

crgiebt sich N, (E)=E =¢. Es sei H. ..., H_ ein System von
relativen Grandcinheiten in A% wir setzen nun:

Hy == ZV/:(I{J )’ . o ’7,-_H == N‘(ff'_“) '/,-_Hg = ‘\:(.(E) - Er‘
N — [1;“ . [j,a,l_: |Etl,‘+gcl'—-ﬂ —_ H‘fl L I‘I:‘_"j'l [«‘],

WO dt, dtys vy at,, die vorhin bestimmten Zablen sind und [¢] die
/e Warzel ans ciner Binheit des Kirpers & bedentet: dann wird [\ (H)=1
2 ’, . . 3 . ) ) - :
Die Zahlen p ooon o kinnen nicht siimtlich dureh 7 teilbar sein.
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Denn aus
@ (t.,.+1
T [ Uy 6 31 b
—+2 A
My ooy, EVTRIeY =1
wiirde dann

@, Ay

14 1 Ay 6 b
” M2 ol — —
gl EYee = ¢

folgen, wo b eine ganze rationale Zahl bedeutet. Da a s bei unserer An-
nahme nicht auch durch [ teilbar sein darf, so wiirde aus der letzten
Gleichung folgen, dass E in % liegt, was nicht zutriftt. Die Einheit /7
erfiillt daher alle Bedingungen des Satzes 92.

Die Sitze 90, 91 und 92 sind zum Teil und in anderer Form bereits
von Kummer fiir den Fall bewiesen worden, dass der Unterkorper £ der
durch { bestimmte Kreiskorper (/—1)ten Grades ist. [Kummer'2%21]

§ 57.

Die ambigen Ideale und die Relativdifferente des relativ-cyklischen Kirpers K.

Wenn ein Ideal ¥ des relativ-cyklischen Korpers K bei Anwendung
der Substitution S ungeiindert bleibt und iiberdies keinen Factor enthilt,
welcher ein Ideal in k& ist, so heisst ¥ cin ambiges Ideal. Insbe-
sondere heisst ein Primideal des Korpers K, wenn dasselbe bei Anwen-
dung der Substitution S ungeiindert bleibt und nicht zugleich im Korper &
liegt, ein ambiges Primideal.

Satz 93. Die Relativdifferente des relativ-cyklischen Kérpers K in
Bezug auf /£ enthilt alle und nur diejenigen Primideale P, welche am-
big sind.

Beweis. Ist I3 ein ambiges Ideal, so wird seine Relativnorm
N,(P)= 3. Da nicht eine niedere Potenz von P in £ liegen kann, so ist
P’ =y ein Primideal in . Umgekehrt, wenn ein Primideal p in % gleich der
[ten Potenz eines Ideals P in K wird, so ist P ein ambiges Primideal.

Wir unterscheiden nun dreierlei Arten von Primidealen p des Korpers k:
erstens solche, die der /ten Potenz eines Primideals 5 in K gleich sind;
zweitens solche, die in / von einander verschiedene Primideale P, ..., P,
des Korpers K zerfallen, und drittens solche, dic auch in K Prim-
ideale sind.

Liegt der erste Fall vor, so setzen wir dic Norm N(P) = p/;
hieraus folgt N (p) = N(}.Bl)=plf, und mithin ist die Norm n(p) des
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Primideals p im Kérper £ ebenfalls gleich 7/ Die Gleichheit der Normen
NEB) und n(p) lisst dic Thatsache erkennen, dass eine jede ganze Zahl
des Korpers K einer gewissen ganzen Zahl des Korpers & nach P con-
gruent ist; aus dicsem Umstande erkennt man leicht, dass die Relativ-
differente von A in Bezug auf k£ notwendig durch P teilbar ist.

Im zweiten Falle lisst sich in KA stets cine ganze Zahl A finden,
welche nicht durch 35, wohl aber durch alle ibrigen [—1 Primideale
BB, EBH_I, .+, B, teilbar ist, und aus diesem Umstande folgt,
dass die Relativdifferente der Zahl A und daher auch die des Korpers K
nicht durch ¥, teilbar ist.

Was endlich die Primideale p der dritten Art angeht, so sei P eine
Primitivzahl nach dem Primideal p in /K und g eine Primitivzahl nach p
in £, und zugleich sei P eine den Kérper A bestimmende Zahl. Es geniigt
dann P einer Gleichung lten Grades von der Gestalt:

F(P)= P'+a P~ 4 foq, = 0,
deren Coefficienten «, ..., @ ganze Zahlen in £ sind. Wir setzen

o =50, - g =/0, ®
wo f,(e), - -, f,(¢) ganzzahlige Functionen von ¢ sind, und erhalten
so fiir P die Congruenz:

F(P)= P'H-fi(@ P~ 4 —+f0) =0, ().

Da wegen N(p) == (n(p)) die Anzahl der in K vorhandenen, nach p in-
congruenten ganzen Zahlen gleich der /ten Potenz der Anzahl der in A
vorhandenen, nach ) incongruenten ganzen Zahlen ist, so kann P keiner
Congruenz niederen a]s {ten Grades von der nimlichen Art geniigen, und

(P)

daher ist notwendig —| 0 nach p; d. h. die Relativdifferente der

Zahl P ist nicht durch p tellb'u'. Durch diese Betrachtungen ist gezeigt,
dass die Relativdifferente des Korpers K stets prim zu den Primidealen
der zweiten und dritten Art ist, und hieraus crgiebt sich die Richtigkeit
des Satzes 93.

§ 58,
Der Fundamentalsatz von den relativ-cyklischen Korpern mit der Relativdiffe-
rente L. Die Bezeichnung dieser Kirper als Klassenkérper.

Dic Sitze 90, 92 und 93 crmoglichen uns die Erkenntnis ciner That-
sacho, welcho fiir dio Theorie der Zahlkérper von weittragender Be-
deutung ist. Dicso Thalsache ist folgendo:
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Satz 94. Wenn der relativ-cyklische Kirper K von ungeradem
Primzahl-Relativgrade | dic Relativdifferente 1 in Bezug auf k be-
sitzt, so giebt es stets in k ein Ideal i, welches wicht Hauptideal in k
ist, wohl aber ein Hauptideal ¢n K wird. Die lte Potenz dieses
Ideals | ist dann notwendig auch in k ein Hauptideal, und dic
Klassenanzahl des Korpers k ist mithin durch 1 teilbar.

Beweis. Nach Satz 92 giebt es eine Einheit H mit der Relativnorm 1,
welche nicht die (1—.S)te Potenz einer Einheit ist. Nach Satz 90 ist
H= A" wo A eine ganze Zahl in K bedeutet; d. h. es ist A — H.S A.
Fiir das Hauptideal 9 = (A) folgt hieraus ¥ = SY. Das Ideal A liegt
im Koérper £. Denn ist P irgend ein in ¥ aufgehendes Primideal des
Korpers K, welches nicht in % liegt, so ist nach Satz 93, da wegen
der Voraussetzung die Relativdiscriminante keine Teiler besitzt, P8 4= ST,
und folglich enthdlt 4 auch die Relativnorm N,(B), welche ein in £
liegendes Primideal ist. Das Ideal A ist kein Hauptideal im Korper
k; denn in diesem Falle wire A= H*a, wo H* eine Einheit nnd «
eine Zahl in % bedeutet; hieraus wiirde H = H*'™ folgen, was dem
Obigen widerstreitet. Damit ist der erste Teil des Satzes 94 bewiesen.

Da Ny(A) =« eine Zahl in & und folglich N,() = A' = (&) ein
Hauptideal in /£ ist, so haben wir damit den vollstindigen Beweis des
Satzes 90 erbracht.

Die Sitze 92 und 94 gelten ebenfalls fir /=2 unter der oben
auf 8. 275 am Schluss von § 55 angegebenen Beschrinkung.

Es bietet keine erheblichen principiellen Schwierigkeiten dar, den
Satz 94 fiir solche relativ-Abel’sche Korper K mit der Relativdifferente 1
zu verallgemeinern, deren Relativgrad [ eine zusammengesetzte Zahl ist.

Wegen der engen Beziehung, die nach Satz 94 der Korper K zu
gewissen Idealklassen des Korpers £ aufweist, werde K cin Klassen-

korper des Korpers £ genannt.



Dritter Teil.

Der quadratische Zahlkorper.

Capitel XVIL
Die Zerlegung der Zahlen im quadratischen Korper.

§ 59.

Die Basis und die Discriminante des quadratischen Kdorpers.

Es bedeute m eine ganze rationale, positive oder negative Zahl.
die durch keine Quadratzahl ausser 1 teilbar und auch von -1 ver-
schieden ist; die quadratische Gleichung

&P—m =0

ist dann im Bereich der rationalen Zahlen irreducibel. Wir verstehen
im Folgenden unter ]/77; stets im Talle 22 > 0 die positive Wurzel
jener quadratischen Gleichung und im Falle m <Z 0 diejenige ibrer
Wurzeln, welche positiv imaginiir ist.  Die so festgelegte algebraische
Zahl ]/7); bestimmt einen quadratisehen reellen, Dbeziiglich imaginiiren
Zahlkirper, der /c(]/fmj) oder auch schlechthin A heisse: dieser Korper
ist stets cin Galois'scher Korper. Dureh die Operation der Vertauschung
von 1/75 mit —1/97? in einer Zahl oder cinem Ideal des Kirpers &
gcht man zu der conjugirlen Zahl Dbez. dem  conjugirten ldeal iber.
Dicser Uebergang werde  dureh Vorsetzung des Sabstitutionszeichens «
angedentet.

Unsere erste Aufgabe ist dic Aufstellung ciner Basis des quadrati-
schen Korpers und die Ermittelung seiner Discriminante. [ Dedekind*.]

Satz 95, Bine Basis des quadratischen Korpers £ bilden die Zahlen
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-

1, o, wenn

L+4Vm

2

, bez. @ = Ym

genommen wird, je nachdem die Zahl 2 =1 nach 4 ist oder nicht.
Die Discriminante von £ ist, entsprechend diesen zwei Fillen,

d = m, bez. d = 4m.
Beweis. Die Zahl w ist stets ganz, da sie der Gleichung

m—1
4

1) 2P—az— =0, bez. &*—m = 0

geniigt. Bezeichnet w'=sw die zu o conjugirte Zahl, so ist d = (0—o')?
die Discriminante dev Zahl w. Nach §3 S.180 ist daher jede ganze
Zahl des Korpers £ in der Gestalt

U0

d

a4 =

darstellbar, wo %, » ganze rationale Zahlen sind.

Im Falle, dass m =1 nach 4 ist, schliessen wir aus der Con-
gruenz Qa'r)z:?za—i—v—}—vWE() nach m, dass 2u—v durch ]/ﬁ
teilbar sein und folglich auch die Congruenz 2u—-+v =0 nach m
gelten muss. Die letztere Congruenz in Verbindung mit der ersteren
hat wiedernm ’UV%E 0 nach m zur Folge, d. h. » muss durch
W und daher notwendig auch durch ms teilbar sein. Da mithin die
ganzen rationalen Zahlen w, v beide durch m == d teilbar sind, so ist
die im Nenner des obigen Ausdrucks fiir ¢ stchende Zahl d hebbar.

Ist andererseits m jz 1 nach 4, so schliessen wir aus der Congruenz
4(1m:=u—|—'vWEO nach 7, wie vorhin, dass sowohl = wie »
durch s teilbar sein muss und mithin jedenfalls 7 in Zdhler und Nenner

r !

des Ausdrucks fiir ¢ hebbar ist. Wir erhalten dadurch a:z—b +Z W,
wo u', v ganze rationale Zahlen bedeuten. Man erkennt aber leicht
durch Bildung der Norm ¢.sa, sowohl fir m =2 als auch fir m =3
nach 4, dass ein Ausdruck u'—{—v']/% mit ganzen rationalen Zahlen
w', »' nur dann durch 2 teilbar sein kann, wenn ', o' beide gerade sind.
Wendet man dieses auf 4¢ und sodann wieder auf 2¢ an, so zeigt sich,
dass auch im Falle 7 == 1 nach 4 eine jede ganze Zahl des Korpers k
in der Gestalt %—wvw mit ganzen rationalen Zahlen u, v darstell-
bar ist.
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Der zweite Teil des Satzes ergiebt sich aus der Formel:

1, w ’2 -
i =(w-—w),

d=

r
1, w

durch welche nach § 3 dic Discriminante des Korpers definirt wird.

§ 60.

Die Primideale des quadratischen Kdrpers.

Das Problem der Zerlegung der rationalen Primzahlen in Primideale
des Korpers & wird durch folgenden Satz zur vollstindigen Krledigung
gebracht:

Satz 96. Jede in d aufgehende rationale Primzahl [ ist gleich
dem Quadrat eines Primideals in k. Jede ungerade, in o nicht aaf-
gehende rationale Primzahl p zerfillt in £ entweder in das Product zweier
verschiedener, zu einander conjugirter Primideale ersten Grades p und p'
oder stellt selbst ein Primideal zweiten Grades vor, je nachdem d
quadratischer Rest oder Nichtrest fir p ist. Die Primzahl 2 ist im
Falle 72 =1 nach 4 in £ in ein Product zweier von einander verschiedener
conjugirter Primideale zerleghar oder selber Primideal, je nachdem m =1
oder =5 nach 8 ausfillt.

Beweis. Der erste Teil dieser Behauptung, welcher sich auf die
in d aufgehenden Primzahlen / bezieht, ist eine Folge des allgemeinen
Satzes 31. Ist / cine in d aufgehende ungerade Primzahl, so fin-
den wir

=0,
wo [ =({, ]/M) ein Primideal ersten Grades ist, welches seinem con-
Jjugirten gleich wird.  Geht die Primzahl 2 in « auf, so wird

2= (2, Ym)’, bez. 2= (2, 14}m)’,

Je nachdem m =2 oder = 3 nach 4 ist.

Die Zerlegung der in d nicht aufechenden Primzahlen geschieht
anl Grand des Satzes 33 unter Beriicksichtigung der zu demselben in
§ 13 8. 202 gemachten Bemerkung.  Danach ist eine jede zu d prime
rationale Primzahl p im Kdrper & ontweder in zwei von cinander ver-
schiedene Primideale  zerlegbar oder  selbst cin Primideal. je nachdem
dic linke Seite der in Betracht kommenden Gleichung (21) im Sinne
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der Congruenz nach p reducibel oder irreducibel ist. Ist die betreffende
Primzahl p ungerade, so finden wir die Congruenz

Ca

1’*—m =0, bez. 2’—m=0, (p)

offenbar dann reducibel, wenn # quadratischer Rest nach p ist, und
dann irreducibel, wenn m quadratischer Nichtrest nach p ist. Setzen
wir im ersteren Falle 7 = & nach p, so ergiebt sich:

p = (p, a+Vm)(p, a—Vm) = py'.
Die beiden Primideale p und p' rechter Hand sind wegen
(p, a—}—l/%, a—]/%) e 1
in der That von einander verschieden. Im Falle m =1 nach 4 ist

—1
die Congruenz wg—x—mzl =0 nach 2 offenbar reducibel oder

—1
irreducibel, je nachdem m =0 oder =1 nach 2 ist, d. h. je

nachdem 7 = 1 oder = 5 nach 8 ausfillt. Im ersteren Falle findet man:

(o ) o )

2
Die beiden Primideale rechter Hand sind wegen

(91+ya 1_15)21

“s )
2

in der That von einander verschieden.
Als Basiszahlen der eben aufgestellten Primideale konnen dienen:

I+Ym
2

v ==Vm
D> #: » Yz “im

e
9, ﬂ, . 2 Vm; 2, 14+Vm,

2

A , bez. 1, VYm,

je nachdem m =1 oder =2, 3 nach 4 ist. Man erkennt diese That-
sache leicht aus einer Umkehrung des Satzes 19, wenn man jedesmal
aus dem hier angegebenen Zahlenpaare und dem dazu conjugirten die
Determinante bildet. In der zweiten Zeile der aufgestellten Tabelle soll
a eine der Congruenz a®=: m nach p geniigende und dazu im Falle m =1

nach 4 ungerade Zahl bedeuten.
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§61.
Dus Symbol (—i—)

Um die gewonnenen Resultate iiber dic Zerlegung der rationalen
Primzahlen in iibersichtlicherer Weise aussprechen zu konnen, fithren wir
folgendes Symbol ein. Ist « cine heliebige ganze rationale Zahl und w

. a
eine wngerade rationale Primzahl, so bedeute das Symbol w den

Wert 41, —1 oder 0, je nachdem die Zahl ¢ == 0 und quadratischer
Rest oder quadratischer Nichtrest nach w oder durch o teilbar ist;

ferner bedeute (—g) den Wert +1, —1, oder 0, je nachdem ¢ un-

gerade und quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest nach 2% = 5
oder durch 2 teilbar ist. Mit Benutzung dieses Symbols erhilt der
obige Satz 96 folgende Fassung:

Satz 97. Eine belicbige rationale Primzahl p (= 2 oder =+ 2) ist
im Korper /4 in zwei von einander verschiedene Primideale zerleshar
oder selbst Primideal oder gleich dem Quadrat cines Primideals. je

nachdem (%):—I—l, —1 oder 0 ist. [Dedelind!.]
Y,

Wir unterscheiden, den bisherigen Entwickelungen entsprechend, drei
Arten von Primidealen, niimlich:

I dic Primideale ersten Grades p, welche von ihren Conjugirten p’
verschieden sind;

2. die Primideale zweiten Grades (p), dic durch die in A unzer-
legbaren rationalen Primzahlen p dargestellt werden;

3. dic Primideale crsten Grades 1, deren Quadrate den in o auf-
gehenden rationalen Primzahlen gleich sind.

Nach den in § 39 wnd §41 aufgestellten Detinitionen bildet der
Korper £ fir dic Primideale p der crsten Art den Zerlegungskorper. fir
die Primideale pp der zweiten Art den Triigheitskdrper und fiir die Prim-
ideale | der dritten Art den Verzweigungskorper.

§ 62
Die Einheiten des quadratisehien Korpers.
Was die Frage nach den Einheiten des Korpers & beteiflt, so sind
nach Satz A7 die zwei Fille zu unterseheiden, ob 4 ein imagingiver oder

ein recller Korper ist,
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Im crsteren Falle enthdlt £ nur solche Einheiten, welche zugleich
Einheitswurzeln sind, und da in einem quadratischen Korper ausser ==1
nur die primitiven 3ten, 4ten, Gten Wwrzeln der Einheit vorkommen
konuen. so sind die einzigen imaginiiren quadratischen Korper, welche
noch andere Einheiten als Z=1 enthalten, die zwei Korper k(l/:i) und
k(Y —3). Der erstere Korper enthilt die beiden Einheiten =4, der

N 1+=y—3 . . . .
letztere die 4 Einheiten i——})£~—a Die Discriminanten dieser zwei
Korper sind —4 bez. —3; nach Satz 50 muss daher in jeder Ideal-

klasse dieser Korper ein Ideal vorkommen, dessen Norm = 2 beziiglich
= H/gl ist. Da ferner im Korper &(}/—1) die Zahl 2 gleich der Norm
des Hauptideals (1—+47) wird, so folgt, dass jeder dieser beiden quadra-
tischen Korper nur eine Idealklasse besitzt. Mithin giebt es in diesen
Korpern nur Hauptideale, und es ist also jede positive ganze rationale
Zabl, welche zur Norm eines Ideals in lﬂ(]/jl) bez. A(V—-:‘f}) geeignet
ist, stets Norm einer ganzen algebraischen Zahl in dem betreffenden Kérper;
hieraus folgen die hekannten Sitze dber die Darstellung ganzer rationaler
positiver Zahlen in den Gestalten 2’—y®, beziiglich 2’—ay—+y° wo
« und y ganze rationale Zahlen sein sollen.

Ist dagegen £ ein reeller Korper, so giebt es nach Satz 47 stets
eine Grundeinheit ¢, welche verschieden von ==1 ist, und durch welche
sich jede vorhandene Einheit des Korpers auf eine Weise in der Gestalt
—i-g# darstellen lisst, wo a eine ganze rationale Zahl bedeutet.

Die Umstinde, unter denen die Norm dieser Grundeinheit & gleich
-1 oder gleich — 1 ausfillt, sind bisher nur in besonderen Fillen auf-
gedeckt worden. [Arndt’, Dirichlet®, Legendre®, Tano'.] Vergl. iber-
dies S. 294 den ersten Abschnitt des Beweises zu Hiilfssatz 13.

§ 63.

Die Anfstellung des Systems der Idealklassen.

Die Ausfihrungen in § 24 ermoglichen fiir jeden besonderen Wert 7
die Aufstellung aller Idealklassen des quadratischen Korpers & und die
Berechnung der Anzahl 4 dieser Klassen. Hierher gehtrige Tabellen sind
auf dem Grunde der Theorie der reducirten guadratischen Formen ange-

fertigt worden. [Gauss', Cayley'.]
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Capitel XVIIL

Die Geschlechter im (uadratischen Korper und ihre
Charakterensysteme.
§ 64.
n, m
Das Symbol (T) .

Bei der weiteren Entwickelung der Theorie der quadratischen Korper,
insbesondere behufs einer gewissen Einteilung der Idealklassen eines und
desselben Korpers, bedienen wir uns eines neuen Symbols. Sind 7, m
ganze rationale Zahlen, dabei m nicht Quadratzahl, und ist w eine be-

liebige rationale Primzahl, so bezeichne das Symbol (ﬁ@—;ﬂi) den
Wert -1, sobald die Zahl 7 mit der Norm einer ganzen Zahl des
durch ]/77& bestimmten quadratischen Korpers L(V;Z) congruent ist nach
der Primzahl e, und sobald ausserdem auch fiir jede hohere Potenz von
w eine ganze Zahl in ]c(]/;ﬁ) existirt, deren Norm der Zahl n nach
jener Potenz von w congruent ist; in jedem anderen Falle setzen wir

(n;l;m):_l. Diejenigen ganzen rationalen Zahlen 7, fiir welche

( n;um) = 1 ist, sollen Normenreste des Korpers k(}m)

nach w; diejenigen Zahlen %, fiir welche (n;Um) = —1 ist, Normen-

nichtreste des Korpers £(}/m) nach w heissen. Ist 7 eine Quadrat-
n,m

zahl, so werde unter (—;r) stets 41 verstanden. Ueber die zur Be-

)

rechnung dienenden Figenschaften des Symbols (M) giebt der fol-
w
gende Satz Aufschluss:

Satz 98.  Bedeuten % und o ganze rationale, nicht durch 2 teil-
bare Zahlen, so gelten folgende Regeln:
fiir ungerade Primzahlen ++ wird

@ ()=

W

2, 0 WL N n
((I;”) ( 3 ) = ( »-~) = (._.,,):
o " 1A

fiir o =9 wird
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, n.m 1-—1 i m—1
@) (7)) = 05T,

=

Ferner gelten allgemein fiir beliehige ganze rationale Zahlen 7, n', m, m’
und in Bezug auf jede Primzahl w die Formeln:

(" (_—mﬁ) = +1,

w

" (n, 'm,) _ ( LAY
w w

1 !
@ (mz,on):(n,m)(n,m 7

aw w w

! !

@ n,mm' \ _ (n,m )( nom' \

w w w

Beweis.  Zunichst ist folgende Thatsache selbstverstindlich:

Wenn 7 selbst Norm einer ganzen Zahl im Korper k(]/%) ist, so gilt

n, m
( 2 ):+1. Da insbesondere —om die Norm von W ist, so

w
folgt daraus die Richtigkeit der Formel (¢'). Sind ferner n# und =’
zwei ganze rationale Zahlen == (0, deren Quotient die Norm einer ganzen

!
oder gebrochenen Zahl in k(}/m) ist, so leuchtet (n,wm ):(n : m)

w

n
ans der Definition dieser Symbole ein. Ist der Quotient i das Quadrat

einer rationalen Zahl, so ergiebt sich insbesondere die einfache That-
sache, dass der Wert des Symbols (n,_m) ungeindert bleibt, wenn
w

man in 7 eine Quadratzahl als Factor zusetzt oder einen darin viel-
leicht vorhandenen solchen Factor unterdriickt. Wir nehmen im Folgenden
der Einfachheit halber an, dass weder % noch m durch das Quadrat
einer Primzahl teilbar ist.

Um die Richtigkeit des ganzen Formelsystems zu erkennen, be-
handeln wir der Reihe nach die folgenden drei Fille:

1) Es sei w eine ungerade, in m aufgehende Primzahl.

Ist 7 nicht auch durch w teilbar, so wird offenbar die Congruenz

(22.)  4n=Qa+y)'—my" bez. n=a’—my’, (w),
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in ganzen ralionalen Zahlen @, y dann und nur dann losbar sein, wenn

(ﬁ)=+] ist. Umgckehrt, wenn die letztere Bedingung statthat,
w

so ist die Congruenz n?z=a* auch nach jeder Potcnz von w losbar,

und mithin gill das nimliche offenbar von der Congruenz (22).  Unter
. Ny M 7
den gemachten Annahmen ist daher | =] |
Low w
Wird andererseits auch 2 teilbar dureh 2o vorausgesetzt, so folgt:

nm T
3 M =

n, m ( —nm, m w o e’
w ) w o w -

9) Bs sei w eine ungerade, in m nicht aufgehende Primzahl.
Tst auch 7 nicht durch w teilbar, so hat die Congruenz n = a*—my*
nach 2 stets Losungen. Denn die rechte Seite dieser Congruenz ergiebt
v—1 . .
fiir die Systeme z =1, 2, ..., i',’_g_?: y = 0 siimtliche quadratischen

Reste und im Falle

siimtliche quadratischen

=

Nichtreste nach <. Hat man dagegen (:ﬂ)=+l, und ist etwa «
w

der kleinste positive quadratische Nichtrest fiir die Primzahl 7. so sei
y=0 eine Wurzel der alsdann gewiss losbaren Congruenz —m y* = a—1
nach w; wegen @ = 1—mb® nach w stellt dann die Form .*—am (ba)*
w—1
9

4

fire=1, 2, ..., die simtlichen quadratischen Nichtreste nach

w dar.  Aus der Lisbarkeit der Congruenz 2 = @*—my® nach 2 folgt
leicht, dass diese Congruenz auch nach jeder Potenz von e lisbar ist.
d. h.es wird unter den gegenwiirtigen Annahmen

Ny M
e = 1.
(" )=+

Setzen  wir  andererseits . durch o teilbar voraus. aber der an-
finglichen Feslsetzang  zufolge nieht teilbar dureh w0 so wiirde cine
R

Auflsung  der Congraenz = a*—my® nach w? i a=o—1] my

cine solehe ganze Zahl des Korpers & (J/mn) darbieten, fiir welche die
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4

Nom @.s¢==n(e) nur w, aber nicht w? als Factor enthielte, d. h.
w zerfiele im Kovper k(Vm) in zwei von einander verschiedene Prim-
ideale w und w’; die notwendige Bedingung hierfiir ist nach Satz 97:

m
(7):‘4—1. Umgekehrt, wenn diese Bedingung erfiillt ist, so ist in

der That 2 im Korper A(Vﬁ) ein Product ww' zweier verschiedener
Primideale. ~Bezeichnet damn « eine ganze Zahl in £()/m), welche
durch w, aber weder durch w? noch durch w' teilbar ist, so folgt:

n.1(a)

n, m n.n(a), m B
)

a b2 w

Damit ist bewiesen, dass unter der gegenwiirtigen Annahme stets

(n, m) (m) .
= |—| ist.
w w

Die bisher gewonnenen Resultate lassen unmittelbar die Richtigkeit
der Formeln ('), («'") erkennen; ferner ergeben sie fiir ungerade Prim-
zahlen 2 vollstindig die Formeln (¢'"), (¢''"), wenn man der Reihe nach
die verschiedenen mdglichen Fille in Hinsicht auf Teilbarkeit oder
Nichtteilbarkeit der Zahlen 7, %', m durch @ in Betracht zieht.

3) Im Falle 0 — 2 stellen wir zunichst folgende Betrachtung an:
Es sei f(z, y) eine ganzzahlige homogene Function zweiten Grades
von 2, y und » eine ungerade ganze rationale Zahl; wenn die Con-
gruenz 7 = j(x, y) nach 2° durch ganze rationale Zahlen «, y
Iosbar ist, so ist diese Congruenz auch nach jeder hoheren Potenz
27" (¢ = 3) losbar. Wir heweisen dies durch einen Schluss von e auf
e~1. Es seien a, b zwei ganze rationale Zahlen, fiir welche 2 = f(a, )
nach 2° gilt, wobei der Exponent ¢ =3 sei. Ist dann nicht auch zu-
gleich 7 = f(a, b) nach 2°"', sondern vielmehr 7 = f(a, b)—-2° nach
2"’+1, so bestimmen wir, was wegen ¢ = 3 angingig ist, eine .ganze
rationale Zahl ¢ derart, dass ¢ = 1-4-2° nach 2°"" ist; dann wird

flea, eb) = c*f(a, b) = f(a, b)+2°f(a, b)
= fla, H+2'=n, @,

und hiermit ist die Behauptung bewiesen.

n, m
Um nun zuniichst fiir ein ungerades 7 das Symbol (’T) zu

bestimmen, miissen wir untersuchen, fiir welche zusammengehorigen

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vercinigung. IV. 19
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Werte von n und m die Congruenzen

1, .
(23) n=atday—- oy b n=at—myt, (29

(m=1, (1)) (m= 2, 3, 4)
losbar sind. Eine kurze Rechnung licfert folgende Tabelle, in welche:
unter der Rubrik m die sechs hier in Frage kommenden Reste von
nach 2% und unter der Rubrik n diejenigen ungeraden Reste von 7 nach
2% verzeichnet stehen, fiir welche jedesmal die zugehirige Congruenz (23.)
nach 2°* losbar ist.

m n

1 1, 3, 5 7
p) 1, 7

3 1, 5

5 1, 3, 5 1
6 1, 3

i 1, 5

Diese Tabelle lehrt fir den Fall, dass n, m ungerade sind, die
Richtigkeit der Gleichung (0'); und fiir den Fall, dass 2 ungerade und
m gerade, = 2m/, ist, entspringt aus ihr:

r n'—1 n—1 m'—1
(L’ i ):(_])—s—'*‘ 3T

2

Ist andererseits » gerade, == 2n', und m ungerade, so haben wir
dic beiden Fille 22=1 und m =3 nach 4 zu unterscheiden. Im
ersteren Falle muss die Zahl 2 im Korper A(]'m ) jedenfalls das Product
zweier verschiedener Primideale sein, sobald 2= 22" Normenrest nach 2

- Mm
in A(})m) sein soll, d.h. es muss (ol—)=—+—l sein. Ist diese Be-

dingung erfiillt, so kann man stels in #()/m) cine Zahl « tinden, fiir
welehe dic Norm (@) durch 2, aber nicht dureh 4 f(eilbar ist: dann
folgt:


http://in.au
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n'.n(a) -

- ' TS
2n',m\ (20" .n(a), m g "
2 o 9 =\ 3 )

&

und dieses letztere Symbol ist nach Formel (0') gleich —1; mithin gilt
in diesem Falle die Formel: .‘

()= (2) - ™

In dem anderen Falle, 2 = 3 nach 4, hiingt der Wert des fraglichen
Symbols von der Lisbarkeit der Congruenz 2n' = &*—my® nach beliebig
hohen Potenzen 2° ab, und jede solche Congruenz ist, wie man leicht sieht,
dann und nur dann lésbar, wenn die Congruenz m = x*—2n'y® nach
der nimlichen Potenz 2° 1osbar ist; also findet man hier:

(277,',m) o (m, 2n'
2 ) 2 )

Sind endlich die Zahlen 7 und m beide durch 2 teilbar, und ist
n =271 und m=2m', so gilt die Formel:

( 20, 2m'\ _ (— 220'm!, 2m/' N
2 _ 2 - 2 '

Aus den gewonnenen Resultaten folgt unmittelbar die Formel (5'');
zugleich erkennen wir, dass die Formeln (¢''), (¢'") auch fir w=—2
giiltig sind. Die Formel (¢"'') folgt allgemein durch Verbindung von
(¢"") mit (¢)- Damit ist der Beweis des Satzes 98 in allen Teilen cr-
bracht.

§ 65.

Das Charakterensystem eines Ideals.

Wirbezeichnen dieverschiedenen in der Discriminante des Korpers k(]/m)
aufgehenden rationalen Primzahlen, deren Anzahl ¢ sei, mit [, ..., l.
Zu einer jeden beliehigen ganzen rationalen Zahl « gehbren dann ganz

bestimmte Werte (= -1 oder — 1) der ¢ einzelnen Symbole

(a,m) (a,m)
> g o+ i — )

1 t

deren Bedeutung ans dem vorigen Paragraphen zu ersehen ist; diese
+ inheiten == 1 sollen das Charakterensystem der Zahl o im
19*
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Korper 7‘:(]/;;{) heissen. Um auch cinem jeden Ideal a des Korpers
/.'(]/ﬁ) in hestimmter Weise cin Charakterensystem zuzuordnen, unterschei-
den wir die zwei Tille, ob / cin imaginirer oder cin reeller Korper ist. Im
ersteren Falle sind die Normen von Zahlen in /c(]//rTZ) stets positiv; wir
setzen » =1, n==—+n(a) und bezcichnen dic » Einheiten

(24 (ﬁlm) (ﬁzm)

1 7

als das Charakterensystem des Tdeals a; dassclbe ist durch das
Tdeal a vollig eindeutig bestimmt. Im zweiten Falle bilden wir zunichst

das Charakterensystem der Zahl —1:

w () ()

1

Fallen diese # Einheiten siimtlich gleich 41 aus, so setzen wir wie im
ersteren Falle 7 = —-n(qa), » = ¢ und bezeichnen wieder die 7 Einheiten
(24.) als das Charakterensystem des Ideals a. Kommt dagegen
unter den ¢ Charakteren (25.) die Einheit —1 vor, so nehmen wir an. es

1 _
sei etwa (—ljjﬁ> = —1, und setzen r = t—1 und 7 = Z=n(a) it
14
solchem Vorzeichen —t, dass (n’l )=+1 wird, und nennen die bei

{4
dieser Annahme von 7 und 7 entspringenden » Einheiten (24.) das

Charakterensystem des Ideals a. Bei den so getroffenen Fest-
setzungen wird der folgende Satz 99 sich ergeben.

§ 66.

Das Charakterensystem einer [dealklasse und der Begriff des Geschlechts.

Satz 99. Die Ideale ciner und derselben Klasse im Korper &(]/m)
besitzen alle dasselbe Charakterensystem.

Beweis.  Gehdren die ldeale a und o in A‘(]';z) zu einer und der-
selben Tdealklasse, so existirt cine ganze oder gebrochene Zahl ¢ in
I:(Ym) von der Art, dass ' = «ca wird. Alsdann ist 2 (0') == 2 ()2 (a),
wo = das Vorzeichen von 2 (@) bedeutet, und es wird daher:

(n (a'/),jn) _ (4:_|:;7)z (/“_),3 m )
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fir I=10, ..., [, Mit Riicksicht auf die Festsetzungen in § 65 erhiilt
man sogleich den Satz 99.

Auf diese Weise ist einer jeden Idealklasse ein bestimmtes Charak-
terensystem zugeordnet. Wir rechnen nun alle diejenigen Idealklassen,
welche ein und dasselbe Charakterensystem besitzen, in ein (e-
schlecht und definiren insbesondere das Hauptgeschlecht als die Ge-
samtheit aller derjenigen Klassen, deren Charakterensystem aus lauter posi-
tiven Einheiten besteht. Da das Charakterensystem der Hauptklasse offen-
bar von der letzteren Eigenschaft ist, so gehort die Hauptklasse stets zum
Hauptgeschlecht. Aus der Formel (¢''") auf S. 287 entnehmen wir leicht
die Thatsache, dass die Multiplication der Idealklassen zweier Geschlechter
die Idealklassen eines Geschlechtes liefert, dessen Charakterensystem durch
Multiplication der entsprechenden Charaktere beider Geschlechter erhalten
wird. Im Besonderen folgt, dass das Charakterensystem des Quadrates
einer Idealklasse aus einem ganz beliebigen Geschlecht stets aus lauter
positiven Einheiten besteht und mithin das Quadrat einer jeden Idealklasse
stets dem Hauptgeschlecht angehort.

Jedes Geschlecht enthiilt offenbar gleich viel Klassen.

§ 67.

Der Fundamentalsatz iber die Geschlechter des quadratischen Korpers.

Es entsteht nun die Frage, ob ein jedes beliebige System von s Ein-
heiten ==1 das Charakterensystem eines Geschlechtes des Korpers /c(]/;z)
sein kann. Die Beantwortung dieser Frage ist fir die Theorie der quadra-
tischen Korper von grundlegender Bedeutung; sie ist in folgendem Satz
enthalten, dessen Beweis uns bis zum § 78 beschiftigen wird:

Satz 100.  Ein beliebig vorgelegtes System von » Einheiten 3=1 dst
dann und nur dann Charakterensystem eines Geschlechtes des Korpers
k(Ym), wenn das Product der simtlichen r Einheiten = —+1 1dst.
Die Anzahl der im Kirper k()m) vorhandenen Geschlechter ist da-
her gleich 27—, [Gauss'.]

§ 68.
Ein Hilfssatz iiber diejenigen quadratischen Kérper, deren Discriminanten
nur durch eine einzige Primzahl teilbar sind.
Um uns dem durch den Satz 100 gesteckten Ziele zu nihern, be-

weisen wir zuniichst folgenden Hiilfssatz:
Hiilfssatz 13. Wenn in der Discriminante eines quadratischen Korpers
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/c:]c('W) nur einc einzige rationale Primzahl [ aufgeht, so ist die
Anzahl der Idcalklassen in % ungerade. Das Charakterensystem besteht
fiir den Korper £ aus dem cinen, auf die Primzahl [ beziiglichen Cha-
rakter; dieser Charakter ist stets = —1, d. h. es giebt im Korper £ nur
ein Geschlecht: das Ilauptgeschlecht.

Beweis. Wir bezeichnen mit ¢ diejenige Substitution fir die Zahlen
des Korpers &, welche aus ihnen die Conjugirten cntstchen lisst. Es be-
deute im Falle m > 0 wicder & cine Grundeinheit des Korpers £, eine

s 1 . .
ebensolche Finheit stellen —e&, —, — — vor; wir beweisen dann zu-
& &

niichst, dass bei der im Ililfssatze gemachten Voraussetzung notwendig
n(g) =¢.s& = —1 ausfallen muss. In der That, nehmen wir an, es
wiire n(g) = -1, so kdnnte man nach Satz 90 cine ganze Zahl ¢ des

Korpers % finden derart, dass man a=% hitte; dann folgt ¢« = ¢.sq,

d. h. jeder in ¢ aufgehende ideale Primfactor ginge auch in s¢ auf. Da fiir

m >0 unter der im Hiilfssatze gemachten Voraussetzung ]/;z der einzige,
seinem conjugirten gleiche und nicht zugleich rationale Primfactor in £ ist,
so muss entweder ¢ = 5o oder = aﬂ/;z @ sein, wo 7 eine Einheit und @
eine ganze rationale positive oder negative Zahl bedeutet; hieraus wiirde
& ="ty'=s =" hervorgehen, und dies widerspriche der Annahme,
dass & eine Grundeinheit des Korpers £ ist.

Nunmehr gehen wir dazu iiber, den ersten Teil des Hiilfssatzes zu
beweisen. Wire fiir den Korper 4 die Klassenanzahl /i eine gerade Zahl,
so miisste es nach Satz 57 in £ ein nicht zur Hauptklasse gehiriges Ideal {
geben derart, dass i*= 1 ist; wegen j.sje~ 1 wirde hieraus |- sj
folgen. Setzen wir j==ea.sj oder ' =q, so ist ¢ eine Zahl in k,
deren Norm n(e¢) = ==1 sein muss. Im Falle, dass hier das positive
Vorzeichen statthiitte, setze man g =«: der andere Fall ist von vorn-
herein nur bei cinem recllen Korper denkbar; wir setzen dann Jg=¢a
wo & wic vorhin, dic Grundeinheit in 4 bedeutet.  Unter den getroffenen
Festselzungen hitte man jedesmal n(p) =1, und mithin wiire nach

1
Satz 90 sicts r =y'"*, Wo y cine ganze Zahl in & bezeichnet. Aus

azi"’ entstiinde  dann (yi)I“s =1, d. h (»)i=s(rj). und hieraus
wiirde, dlilich wie vorhing folgen, dass das Tdeal (Ni entweder = ()
oder == («)1 sein muss, wo « cine ganze rationale Zahl und | den ein-
zigen in A vorhandenen, seinom Conjugirten gleichen wnd nicht zugleich
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rationalen Primfactor bezeichnet. Nun ist fiir 7 4 —1 dieser Primfactor
I=]/;z, und fir m = —1 offenbar [ = ]—|—-'|/?1, also stets [~ 1;
somit wiirde je 1 folgen, was der iber j gemachten Annahme zu-
widerlduft.

Ist % ein reeller Korper, so folgt zugleich aus n(e)=—1, dass

(= m) =+l

ist, und es besteht mithin gemiss § 65 in jedem Falle das Charakteren-

Z -
dieser eine Charakter ist fiir jedes Ideal j in % gleich -1, da sonst die
Gesamtheit der Idealklassen von £ in zwei Geschlechter zerfiele und so-
mit die Klassenanzahl % gerade sein miisste.

Der eben bewiesene Hilfssatz 18 zeigt die Richtigkeit des Funda-
mentalsatzes 100 im einfachsten Falle, nidmlich fiir diejenigen quadra-
tischen Korper, deren Discriminante ¢ nur eine einzige rationale Primzahl
enthilt.

system fiir ein Ideal j im Korper 4 aus der einen Einheit (

§ 69.
Das Reciprocititsgesetz fiir quadratische Reste. Ein Hilfssatz tber das
Symbol (n’ m)-

w
Satz 101.  Sind p, g rationale positive, von einander verschie-
dene, ungerade Primzahlen, so gilt die Regel:

(1)(5) = 7%,

das sogenanmte Reciprocititsgesetz fir quadratische Reste. Ueberdies
gelten die folgenden Regeln:
—)— 7, (2)=n'T

die sogenamnten Erginzungssitze zum quadratischen Reciprocitdts-
gesetz. [Gauss']

Beweis. Ist lc(]/m) ein Korper, dessen Discriminante nur eine Prim-
zahl [ enthilt, und bedeutet 7 die Norm eines Ideals in diesem Korper £,

7, M

so ist nach dem Hiilfssatze 13 stets (—Z—)=—{—l Nun ist nach

Satz 96 oder 97 inshesondere jede positive ungerade und in 72 nicht auf-
gehende rationale Primzahl, von welcher # quadratischer Rest ist, Norm
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eines Idcals in ]L'(V;’L). Die Benutzung dieses Umstandes liefert uns die
nachstchende Tabelle; in derselben bedeuten p, p' irgend von cinander
verschiedene positive rationale und der Zahl 1 nach 4 congruente Prim-
zahlen, und andererseits bedeuten ¢, ¢’ von einander verschiedene positive
rationale und der Zahl 3 nach 4 congruente Primzahlen, wihrend #» cine
positive rationale ungerade Primzahl bezeichnet, von welcher kein be-
stimmter Restcharakter nach 4 vorausgesctzt wird.

Llp | p g

—q
S |—q| ¢ P (})

6. |1—q| ¢ | ¢

Nehmen wir die in einem Korper /c(]"/lﬁ)‘) aus n(e) = —1 folgende
—1
Thatsache, dass (ipwﬁ)z—i—l ist. zur Zeile 1 dieser Tabelle hinzu.

so folgt allgemein (»Tqi) = (—1) % . Weunden wir ferner die am Ein-
gange dicses Beweises genannte Thatsache auf die Primzahl » =2 an,
und beriicksichtigen wir, dass dic Zahl 2 stets gleich der Norm cines
Ideals in A(}/p) oder in () —g¢ ) ist, sobald (_1)1’ -*"‘1"=+1, beziiglich
(—]){I 8 I = 1 stalthal, so folgl, dass unter der letzteren Voraussetzung

2, ) 2 - 2, —q 2
stets |- = =1, heziiglich ) = ( )= —+1 ist,
I P q q )

7=l
2
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ri—1

== 2
d. ho: wenn (—1) 8 =41 ist, so ist (h)—:—l—l Nehmen wir
"

diese Thatsache zur Zeile 2 der obigen Tabelle hinzu, so folgt allgemein

Y r*—1 '
(_) =(—1) % . Aus dem Inhalte der Zeile 3 folgt (i,) = (—R—)
! ¥y P

Aus Zeile 4 und 5 folgt (%): (%) und Zeile 6 ergiebt:

() ==(5)

dabei ist noch jedesmal der Restcharakter von —1 in Riicksicht zu ziehen,
welcher oben gefunden worden ist.

Hiilyssatz 14, Wenn 7 und m zwei beliebige ganze rationale Zahlen
bedeuten, welche nicht beide negativ sind, so ist

H(n,m) — 1
@\ W

wo das Product linker Hand tdber séimtliche rationale Primzahlen «w zn
erstrecken ist.

Beweis. Bedenten p, ¢ beliebige rationale ungerade, von einander
verschiedene Primzahlen, so folgen aus den Regeln (a'), (0'), (b") in
§ 64 und aus Satz 101 leicht die Formeln:

—1,2 —Lp —1yp o
() =+ (8)(52) =+
( 2,2 )=+1, ( 2,p )( 2,p )=+1,
2 4
pp\( PP\ _ 7 q (71;97)(2%(1): .
(&2 )(—p )=+, (27) L) (2L ) — 1,

mit Riicksicht auf die Regel (¢') in § 64 besteht danach der Hiilfssatz 14
fir ‘den Fall, dass die Zahlen 7, m gleich Z=1 sind oder nur einen Prim-
zahlfactor enthalten. Wegen der Formeln (¢'""), (¢'""') in § 64 gilt dem-
nach der Hiilfssatz 14 allgemein.

:—_1’9-—_1—) =— —1, dass, wenn die Zahlen n
und m beide negativ angenommen werden, das entsprechende Pro-

duct IT den Wert —1 hat. Die im Hiilfssatze 14 ausgesprochene und
() . . ]
diese weitere Behauptung erhalten, wie man leicht erkennt, einen ein-

Zugleich folgt wegen (
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P

7, m
heitlichen Ausdruck, wenn man sich des neuen Symbols ( 2 ] ):il

bediencn will, wo rechter [and das positive oder das negative Vor-
zeichen gellen soll, je nachdem wenigstens eine der beiden Zahlen 7, m
positiv ist oder beide negativ ausfallen.

§ 70.
Beweis der im Fundamentalsatz 100 ausgesprochenen Beziehung zwischen den
simtlichen Charakteren cines Geschlechts,

Der im § 69 bewiesene Hiilfssatz 14 dient dazu, um den einen Teil
unseres Fundamentalsatzes 100 zu beweisen. Bedeutet A irgend eine
Tdealklasse des Korpers &(}/m), ist dann a ein zu 2 und zu d primes
Ideal der Klasse 4, und wird 7z = ==n(a) die mit dem betreffenden Vor-
zeichen gemiss § 65 versehene Norm des Ideals a, so ist das Product
der simtlichen Charaktere der Klasse A durch den Ausdruck:

(5)- ()

1 r

gegeben. Da n(a) die Norm eines Ideals ist, so muss eine jede in 7 zn
ungerader Potenz vorkommende rationale Primzahl p im Kérper L(lﬁz)
zerlegbar sein; es ist mithin nach Satz 96 m von jeder solchen Primzahl P
quadratischer Rest. Aus Hiilfssatz 14 und unter Heranzichung der Formeln
(¢""), (@), (a'") aus Satz 98 folgt daher:

n(n,m) — 41
W\ w

wenn 1w alle in m enthaltenen ungeraden Primzahlen und die Primzabl 2
durchliuft.

Kommt nun in der Discriminante ¢ des Korpers &(})/m) die Prim-
zahl 2 vor, so ist schon hiermit bewiesen, dass fiir jede Klasse in K(V;I-l)
das Product simtlicher Charaktere — —1 ist.

Kommt dagegen die Primzahl 2 in « nicht vor, so hat man. wegen

m =1 nach 4, stets »”7-217—2—7)=—|—1, und damit ist auch in diesem

Falle der gewiinschte Nachweis erbracht.
Durch den socben gefiihrten Nachweis, dass das Product aller Cha-

raktere = 41 ist, erkennen wir zugleich, dass dic Anzabl der Ge-
schlechter im quadratischen Korper () n) hichstens gleich der Hilfte aller
an sich denkbaren Charakierensysteme, d. h. hiehstens gleieh 277" sein

kann.
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Capitel XVIIIL
Die Existenz der Geschlechter im quadratischen Korper.

§ 71.

Der Satz von den Normen der Zahlen eines quadratischen Kérpers.

Es bleibt noch iibrig, den anderen Teil des Fundamentalsatzes 100
als richtig zu erkennen, d. h. den Nachweis zu fithren, dass die eben ge-
fundene Bedingung, welche ein System von » Einheiten ==1 notwendig
erfilllen muss, damit dasselbe als das Charakterensystem eines Geschlechtes
in A(V;ﬁ) vorkommen kann, auch fir diesen Umstand hinreichend ist.
Dieser Nachweis kann auf zwei vollig verschiedenen Wegen erbracht wer-
den; der erste Weg ist rein arithmetischer Natur, der zweite benutzt we-
sentlich transcendente Hiilfsmittel. Der erste Beweis geschieht durch
folgende Ueberlegungen:

Satz 102. Wenn n, m zwei ganze rationale Zahlen bedeuten, von .
denen 7 keine Quadratzahl ist, und die fiir jede beliehige Primzahl w

die Bedingung
7, M
( ) = +1
w

erfiilllen, so ist die Zahl n stets gleich der Norm einer ganzen oder ge-
brochenen Zahl ¢ des Korpers &(}/m).

Beweis. Wegen II (M) = —+1 ist gemiss der Bemerkung auf
(w) w
S. 297 unten wenigstens eine der beiden Zahlen 7, m negativ. Wir diirfen

voraussetzen, dass » und m keine rationalen quadratischen Factoren ent-
halten. Bedeutet dann p eine in » als Factor enthaltene Primzahl, welche zu-
gleich in der Discriminante ¢ des Korpers ]c(]/w_z) aufgeht, so ist p gleich
der Norm eines Ideals in /c(W). Bedeutet ferner p eine ungerade, in
n, aber nicht in 7 aufgehende Primzahl, so ist, wegen

(n,M)z(ﬁ):+1,
P p
diese Primzahl p ebenfalls gleich der Norm eines Ideals in k(Ym). Ist

endlich die Primzahl 2 in 7, aber nicht in der Discriminante des Korpers

— 2, m bk
lc(]/m) enthalten, so ist wegen (—n’?ﬂ) — ( 5 ) =(=1) 8 =41
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wiederum die Primzahl 2 gleich der Norm eines Ideals in /s(]/?n), und
mithin giebt es in k(]/m) gewiss stets ein Ideal j derart, dass |n|=n(j)
wird. Wir wihlen nun in der durch j bestimmten Idealklasse ein solches
Idcal i’ aus, dessen Norm n(j') = |}/d| ist, wo d dic Discriminante
des durch J/m bestimmten Korpers bedeutet. Dies ist nach Satz 50 stets
miglich.  Wir setzen dann {' =2xj und %' =n.n(x); dabei bedeutet »
cine ganze oder gebrochene Zahl in k(}/m), und es wird n' = ==n(j),
wo das positive oder das negative Vorzeichen gilt, je nachdem 7.7(x)
positiv oder negativ ausfilll. Die ganze rationale Zahl 7' fillt daher
insbesondere gewiss positiv aus, falls m negativ ist. Da d den Wert m
oder 4om hat, so ist gewiss |n'| = 2|)/m|, und hieraus folgt |n'|<< "],
sobald 2|Ym|<<|m|, d. b. |m|=>4 ist. Andererseits gilt wegen

. . n, M n',m
n' = n.n(x) die Gleichung =
w w

)—:—|—l und dann nach

r
Formel (¢') in Satz 98 auch (m,l’v—n) =1 fiir jede beliehige Prim-
zahl w.

Wir machen nun die Annahme, dass der zu beweisende Satz 102
*bereits fiir jeden Korper k()/m') feststehe, bei welchem die bestimmende
Zahl m', mag sie positiv oder negativ sein, der Ungleichung [m'|<<|m;
geniigt. Sowie die vorhin gefundene Zahl n' die Bedingung |n'| << |m|
erfillt Iund keine Quadratzahl ist, muss dann, da auch die Bedingung

m, n

w
genommenen Giiltigkeit unseres Satzes 102, die Zahl # die Norm einer

Zahl o' im Korper £()/n') sein, d. h. es gibt zwei ganze oder gebrochene
rationale Zahlen @ und & derart, dass m = a*—n'b® wird; wenn aber
n' eine Quadratzahl ist, so versteht sich die Moglichkeit dieser
Gleichung ohne weiteres. Da 6 4 0 scin muss, so folgt bhieraus

2 1 2
n = (%) —m (—b—) =n(4), d.h. es ist ' die Norm einer Zahl /

im Korper /y:(]/;z). Die Verbindung dieser Thatsache wit der Gleichung

= 1 fiir jede beliebige Primzahl w gilt, infolce der an-

n' =mn.n(x) ergicht n=n(a), wo @ = % wieder cino Zahl in A(}'m)
bedeutet.

Der vollstindige Beweis unseres Satzes 102 wird hiernach offenbar
gefiihrt sein, sobald wir seine Riehigkeit fii alle dic Fille erkannt haben,
in-denen |ue| = I und zugleiel 2] =" |J/d]| statthat. Bei dieser Ein-
schriinkung der Zahlen 20, e treffen die Bedingungen des Satzes 102 nur
in 8 Iillen zn. Dio Gleichungen
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L=a=D,  —2— (D),

2 = n(14}Y—1), 2 — a(Y—2),

2 =”(2+V§), —2 :n(l—f—]/é),
—1=n(1+)2), —38 =n(}/3),

zeigen, dass in diesen 8 Fillen unser Satz 102 giiltig ist.
Man erkennt leicht, dass der Satz 102 auch in der Abinderung zu-
trifft, dass die Erfillung der Bedingung (M) = -1 nur fiir alle un-
w

geraden Primzahlen v verlangt, dann aber die Bedingung hinzugefiigh
wird, dass wenigstens eine der beiden Zahlen n, 7 negativ ist [ Lagrange ',
Legendre®, Gauss]; in der That ist nach Hiilfssatz 14 die Gleichung

n, m N
( 5 )=+1 dann von selbst miterfiillt.

&

§ 72.
Die Klassen des Hauptgeschlechtes.

Am Schlusse des § 66 haben wir gezeigt, dass das Quadrat einer
Idealklasse stets dem Hauptgeschlechte angehdrt. Durch den Satz 102
des § 71 haben wir ein Mittel, die umgekehrte Thatsache einzusehen.

Satz 103. In einem quadratischen Kérper ist jede Klasse des Haupt-
geschlechtes stets gleich dem Quadrat einer Klasse. [Gauss'.]

Beweis. Es sei H im Korper £(}/m) eine Klasse des Haupt-
geschlechts, § ein solches Ideal aus der Klasse H, welches zur Diseri-
minante d des Korpers k(]/f;z) prim ausfillt, und 2 sei die mit dem be-
ziiglichen Vorzeichen gemiss § 65 versehene Norm des Ideals ). Diese
Zahl 7 erfillt dann fir jede beliebige Primzahl w die Bedingung

w

(n, e ) =41, und es ist mithin dem Satze 102 zufolge 7 — n(a),
wo ¢ eine ganze oder gebrochene Zahl des Korpers ]c(W) bedeutet.

Setzen wir %sz—,, wo f und ¥ zu einander prime Ideale seien, so

f.sf
Fost
ist, so folgt §h = *

Die eben hewiesene charakteristische Eigenschaft der Ideale des

Hauptgeschlechts steht in engem Zusammenhange mit einer anderen gleich-
falls charakteristischen Eigenschaft dieser Ideale, welche in folgendem Satze
ihren Ausdruck findet:

folgt =1, und mithin ist notwendigerweise f' = sf. Da f.sf= 1
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Satz 104. Sind w,, w, Basiszahlen des quadratischen Korpers k&
und 1,, 7, Basiszahlen cines zum Hauptgeschlecht von & gehorigen Ideals f),
und ist endlich N eine belicbig gegebene ganze rationale Zahl, so lassen
sich stets vier rationale Zahlen »,, »,, 7,,, 7, finden, deren Nenner
zu N prim sind, fiir welche die Determinante 7 7,,—7 7, den Wert
=1 hat, und vermittelst derer

K T A T
s Py 0750 0y
wird.

Beweis. Man bestimme ein zu §j dquivalentes Ideal §' = B, welches
zu Nd prim ist. Wie in dem Beweise zum Satz 103 bereits benutzt
wurde, ist 7 = =n(Y)"), wenn das Vorzeichen gemiss § G5 gewihlt wird,
stets gleich der Norm einer ganzen oder gebrochenen Zahl ¢ im Kidrper /.
Das ldeal o)’ = af)) besitat die Basiszahlen

apn, = a,0,+a;,0,,
efiny = Gy wy-ay 0y,

. 7 P
WO @, @, Gy, Gy, ganze rationale Zahlen bedeuten. Wegen n(ah))=n

ist die Determinante a,, a,,—a,,a, = ==n’, und daher besitzen die vier
a a a «
11 12 21 22 PO P
Zahlen r = —, 1= -——, 1, = —, 1, = - die im Satze
: n n n 2 n
behaupteten Eigenschaften.
§73.

Die ambigen Ideale.

Im quadratischen Korper £ werde ein Ideal a cin ambiges Ideal
genannt, wenn es nach Anwendung der Operation s = (V;z:—]/;l) un-
geiindert bleibt, und wenn es ausserdem keine ganze rationale Zahl
F==1 als Factor enthiilt. (Vgl. §57.) s gilt die Thatsache:

Satz 105, Die ¢ in dor Discriminante  des Kirpers & aufgehen-
den, von cinander verschiedenen Primideale 1. .. .. 1, und nur dicse. sind

ambige Primideale in 4. Die 2¢ Ideale 1,1, 1,. .. .. [0 PO I
machen dic fiesamtheit aller ambigen Ideale des Korpers 4 aus.
Boweis.  Dass die Primidealo 1, ..., 1. und nur diese. ambig sind,
folgt aus Satz V6. Ist nun a==ypq...v cin belicbhiges. in Primideale zer-
Jegtes ambiges Ideal, so miissen wegen a = sa die zu den Primidealen
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P> G, ..., v conjugirten Primideale sy, sq, ..., s, von der Reihenfolge
abgesehen, wit p, q, ..., v ibereinstimmen. Wenn etwa sp=q sich

herausstellen wiirde, so bestisse a den Factor p.sp, welcher gleich einer
ganzen rationalen Zahl ist; da dieser Umstand der Erklirung des am-
bigen Ideals zuwider wire, so muss notwendig p =sp sein und ebenso

q==8q, ..., v=ys1, d. h. die einzelnen Primideale p, q, ..., v sind
simtlich ambig. Da die Quadrate der Ideale [, ..., I, gleich ganzen
rationalen Zahlen werden, so schliessen wir ebenso, dass die Ideale
P, 9, ..., v notwendig unter einander verschieden sind; damit ist auch

der letzte Teil des Satzes 105 bewiesen.

§ 74.

Die ambigen Idealklassen.

Wenn a ein Ideal der Klasse A ist, so werde diejenige Idealklasse,
der das Ideal sa angehort, mit s.4 bezeichnet. Ist inshesondere A=—=s4,
so heisst die Idealklasse 4 eine ambige Idealklasse. Da das Pro-
duct a.sa =1 ist, so wird 4.sA=1; und folglich ist das Quadrat
einer jeden ambigen Klasse gleich der Hauptklasse 1. Umgekehrt, wenn
das Quadrat einer Klasse 4 gleich 1 ist, so wird A=%=sA, und

folglich ist A eine ambige Klasse.

§175.

Die durch ambige Ideale bestimmten ambigen Idealklassen.

Es entsteht nun die Aufgabe, alle ambigen Klassen in £ aufzustellen.
Da offenbar ein jedes ambige Ideal @ vermdge seiner Eigenschaft a ==sa
eine ambige Klasse bestimmt, so haben wir vor allem zu untersuchen,
wie viele von einander verschiedene ambige Klassen aus den 2! ambigen
Idealen entspringen. Wir bezeichnen allgemein irgend welche vorgelegte
Idealklassen als von einander unabhiingige Idealklassen, wenn
keine darunter die Klasse 1 ist und auch keine gleich einem Producte
von Potenzen der iibrigen dieser Klassen gesetzt werden kann. Wir

sprechen dann folgende Thatsache aus:
Satz 106. Die ¢ ambigen Primideale bestimmen im Falle eines

imaginiren Korpers stets £—1 von einander unabhingige ambige Klassen;
im Falle eines reellen Koérpers bestimmen sie ¢—2 oder ¢—1 von ein-
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ander unabhiingige ambige Klassen, je nachdem dic Norm der Grund-
cinheit & des Korpers n(¢) =1 oder == —1 ist. Dic simtlichen 2
ambigen Ideale bestimmen im Falle cines imagindren Korpers 2/~ und
im Talle eines rcellen Korpers, entsprechend der chen gemachten Unter-
scheidung, 272 bhez. 2/—' von cinander verschiedenc ambige Klassen.

Beweis. Das Product aus siimtlichen in s aufgchenden Primidealen
ist gleich 1/777, und mithin cin Hauptideal in /. Ist zunichst m negativ,
jedoch von —1 und —3 verschieden, -und (¢) ein ambiges Hauptideal
in k, so muss ¢'—¢ als Einheit notwendig = (—1)” sein, wo ¢ die Werte
O oder 1 haben kann; hieraus folgt:

V= =1 oter ey = slaCVmy,

d. h. a(m)c ist dann eine ganze rationale Zahl. Damit ist bewiesen,
dass in einem imaginiren Korper £(}/m) — von k( V—1) und E(V—3)
abgesehen — gewiss ausser 1 und ]/771 kein ambiges Hauptideal vorhanden
ist. Die beiden hier zunichst aunsgeschlossenen Fille erledigen sich un-
mittelbar im Sinne des zu beweisenden Satzes 106.

Bei der Entscheidung der fraglichen Verhiltnisse fir einen reellen
Korper £ kommt es darauf an, ob die Norm der Grundeinheit & des
Korpers gleich -1 oder —1 ausfillt.

Ist ndmlich n(e¢)= -1, so kann man nach Satz 40 die Formel
g¢=—qa' durch eine ganze Zahl ¢ in & befriedigen und noch @ ohne
rationalen Factor == 1 voraussetzen. Wogen ¢ = &. se ist dann () ein
ambiges Hauptideal. Dieses Hauptideal (@) ist von 1 und von ]/771 ver-
schieden; denn wire ¢ = —t¢&/ oder =i—sf]/f;z., wo der Exponent 7
eine ganze rationale Zahl bedeutet, so wiirde

al=t = (—1)tel=9 = (—1)¢e¥ (¢ =0 bez. 1)
folgen; letzterer Ausdruck aber ist stets von & verschieden. lst ferner o
ein beliebiges ambiges Hauptideal des Korpers £, so ist notwendigerweise
a/'=9 = (—1)*¢/, wo die Exponenten e und 7 ganze rationale Zahlen
bedeuten.  Setzen wir o' = t(fv— . so folgt @'"=¢=1. d. h. "
(Vm)as
ist eine rationale Zahl, und danach giebt es ausser 1, ]/7;1. und @ nur
noch ein ambiges Hauptideal, das durch Befreiung des Products Jm.«
von ectwaigen ganzen rationalen Factoren f==t=1 cntsteht.

Ist andererseits 22(e) == —1, so giobt es keinvon 1 und ] ver-
sehicdonos ambiges Hauptideal in A5 donn ist (@) cin belichiges ambiges
Hauptideal in &, so gilt nolwendigerweise eine Gleichung Wt =(—1)'¢/



§ 76. Capitel XVIII. Die Existenz der Geschlechter eotc. 305

mit ganzen rationalen e, f; wegen n(a'~*)==—-1 ergiebt sich (n(&)) =1,

o

d. h. f ist eine gerade Zahl. Setzen wir o = so folgt

7 7
2 (Ym)" 2
@'t =41, d. h. ¢' ist eine rationale Zahl.

Wir driicken nun von den ¢ ambigen Primidealen in % ein geeignetes
durch V’Tn und die #—1 ibrigen ambigen Primideale und, wenn der
Korper £ reell und zugleich n(s) = -1 ausfillt, weiter noch von diesen
t—1 ambigen Primidealen ein geeignetes durch ¢ und die ¢—2 iibrigen
dieser Ideale aus. Hierdurch erkennen wir die Richtigkeit des zweiten
Teiles des Satzes 106.

§ 76.

Die ambigen Idealklassen, welche kein ambiges Ideal enthalten.

Es gilt die folgende Thatsache:

Satz 107. Es giebt im quadratischen Korper £ dann und nur dann
eine ambige Klasse, welche kein ambiges Ideal enthilt, wenn der Korper £
reell ist, das Charakterensystem von —1 in ihm aus lauter positiven
Einheiten besteht und endlich die Norm der Grundeinheit gleich -1 aus-
fillt. Sind diese Bedingungen erfiillt, so entstehen alle iberhaupt vor-
handenen Klassen von jener Beschaffenheit dadurch, dass man eine be-
liebige unter ihnen der Reihe nach mit allen aus den ambigen Idealen
entspringenden Klassen multiplicirt.

Beweis. Wenn der Korper % reell ist und das Charakterensystem
von —1 in ihm aus lauter positiven Einheiten besteht, so giebt es mach
Satz 102 in k stets eine ganze oder gebrochene Zahl ¢, deren Norm
= —1 wird. Ist ferner die Norm der Grundeinheit 72(g) = -1, so ist

diese Zahl o notwendig eine gebrochene. Setzen wir ¢ = % , wo j und {'
zu einander prime Ideale sein sollen, so wird —;-%,—: 1, und hieraus
folgt i’ =sj, also j e sj, und j bestimmt folglich eine ambige Klasse.
Diese ambige Klasse entbdlt kein ambiges Ideal. Wire néimlich ein Ideal
a=1p, wo f eine ganze oder gebrochene Zahl des Kdrpers & bedeutet,
ambig, so wiirde '~ = ¢!~ folgen, und mithin wire af'—* gleich
einer Einheit, etwa = (—1)¢¢/, und folglich n(a)= -1, was der
Construction der Zahl ¢ zuwiderliefe. Damit ist bewiesen, dass die durch
i bestimmte ambige Klasse kein ambiges Ideal enthilt.
Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. 1V. 20
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Es sei jetzt A cine beliebig gegebene ambige Klasse und j ein Ideal der-
selben, so ist j'—* gleich ciner ganzen oder gebrochenen Zahl ¢ des Korpers Fey
und es wird dic Norm 7(«) entweder ==~1 oder =—1 sein. Der erstere
Fall ist der einzig mogliche, wenn der Korper & imaginir ist, oder wenn der

—1,m
Korper £ reell ist und wenigstens ciner von den Charakteren (—w—’—)

den Wert —1 besitzt. Sowie nun 7 (a) = -1 ist, folgt nach Satz90, dass

£ = @'~ wird, wo f cine ganze Zahl B in k bedeutet; dann ist
«

(i~ =1, d. h. jB gleich dem Product eines ambigen Ideals in eine
rationale Zahl, und die Klasse A enthiilt mithin ein ambiges Ideal. Ist
andererseits 72 (¢) = —1 und zugleich n(e) = —1, so wird n(ea) =1,
und wir beweisen wie vorhin, dass die Klasse A ein ambiges Ideal ent-
hilt. Daraus ersehen wir, dass jede ambige Klasse cin ambiges Ideal
enthilt, falls der Korper £ imaginir ist, und desgleichen, falls der Korper &
reell ist und fir ihn entweder einer der Charaktere von —1 den Wert
—1 besitzt oder n(e) = —1 ausfillt.

Nehmen wir endlich in dem weiteren Falle, dass keiner dieser Um-
stinde zufrifft, an, es gebe in £ mehrere amhige Idealklassen, die kein
ambiges Ideal enthalten, und wihlen aus zweien darunter je ein Ideal, j
und j’, aus, so zeigt die vorhin dargelegte Entwickelung, dass die Normen
der beiden Zahlen ¢ =1{""* und ¢ =j'"~* notwendig den Wert —1

!

besitzen, und es wird folglich » (i = 41. Nach Satz 90 ergiebt
o
sich hieraus eine Darstellung % = '~ mit Hiilfe einer geeigneten ganzen

1
Zahl B in k. Setzen wir %:ba, wo b eine rationale Zahl und @
ein Ideal ohne ganzen rationalen Factor =1 bedeate, so folgt wegen

! 138
(J—l—ﬁ—) =1 die Gleichung a=sa, d. h. a ist ein ambiges Ideal;
und dabei ist {' = af. Damit haben wir auch den letzten Teil unseres

Satzes 107 bewiesen.

§ 77,
Die Anzahl aller ambigen Klassen.
Die Sitze 106 und 107 crmdglichen die Berochnung der Anzahl

aller ambigen Klassen.
Salz 108. s giebt in jedem Falle im Korper & genan »—1 von
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einander unabhiingige ambige Klassen, wo » die Anzah! der Einzelcharak-
tere bedeutet, die das Geschlecht einer Klasse bestimmen. Dic Anzahl
der simtlichen von einander verschiedenen ambigen Klassen ist daher
gleich 271,

Beweis. Es sei wieder ¢ die Anzahl der verschiedenen in' der Dis-
criminante d des Korpers £ aufgehenden rationalen Primzahlen. Betrachten
wir zunfichst den Fall, dass £ ein imaginirer Korper ist, so folgt aus
den Sitzen 106 und 107 das Vorhandensein von genau 2—1 ambigen
Klassen in %; diese entspringen simtlich aus ambigen Idealen. Jetzt sei
der Korper £ reell; besteht das Charakterens‘ystem der Zahl —1 in £ aus
lauter positiven Einheiten, so folgt desgleichen aus den Sitzen 106 und
107 das Vorhandensein von genau 2t~ ambigen Klassen in %; von
diesen 2/~! ambigen Klassen entspringen hier entweder simtliche oder
nur die Hilfte aus ambigen Idealen, je nachdem n(e) = —1 oder = 1
ausfillt. Besitzt jedoch die Zahl —1 fiir £ wenigstens einen nef;rativen
Charakter, so ist stets n(e) = —+1; nach den Sitzen 106 und 107 giebt
es dann nur 22 ambige Klassen in £, und diese entspringen simtlich
aus ambigen Idealen. Nun ist die Anzahl 7 der Einzelcharaktere — ¢—1,
wenn der Korper & reell ist und iiberdies die Zahl —1 fir £ wenigstens
einen negativen Charakter besitzt; es ist # =1¢ in jedem anderen Falle;
damit ist unser Satz.108 bewiesen.

§78.

Der arithmetische Beweis fiir die Existenz der Geschlechter.

Die gewonnenen Resultate setzen uns in den Stand, auf die Frage
nach der Anzahl der Geschlechter die Antwort zu finden, die im Funda-
mentalsatze 100 ausgesprochen ist; wir konnen nimlich beweisen, dass diese
Anzahl stets gleich 27— ist, und dass mithin alle diejenigen Charakteren-
systeme, die der Bedingung des Satzes 100 Geniige leisten, wirklich unter
den Geschlechtern vertreten sind. Wir bezeichnen die Anzahl der von
einander verschiedenen existirenden Geschlechter mit g und die Anzahl
der Klassen des Hauptgeschlechtes mit /. Da nach § 66 alle Geschlechter
die gleiche Anzahl von Klassen enthalten, so ist die Anzahl 7 simtlicher
Klassen des Korpers h==gf. Bezeichnen wir ferner die /' Klassen des
Hauptgeschlechtes mit H,, ..., H > 50 konnen wir nach dem Satze 103
H, =K12, ces Hf=Kf2 setzen, wo K, ..., K, gewisse J Klassen des
Korpers bedeuten.

20%
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Es sei jetzt C eine beliebige Klasse des Korpers; da C? offenbar
zum Hauptgeschlecht gehdrt, so ist (' = K2, wo K eine ganz bestimmte

1

der eben eingefithrten Klassen K, ..., I(f bedeutet. Es ist dann z
a

d. h. dicjenige wieder ganz bestimmte Klasse A, fir welche (= AK,
wird, eine ambige Klasse, und es stcllt also der Ausdruck AKX, wenn
A allo ambigen Klassen und K dic Klassen K, ..., K # durchlduft, eine
jede tiberhaupt vorhandene Idecalklasse des Korpers dar, und auch jede
nur auf eine Weise. Da nach Satz 108 die Anzahl der ambigen Klassen
9r—1 betrigt, so ergiebt sich A== 2""!f, und es fiihrt die Zusammen-
stellung dieser Gleichung mit der oben gefundenen s = ¢/ zu der Bezie-
hung ¢ = 27!, Damit ist der Fundamentalsatz 100 vollstindig hewiesen.

[Gauss'.]

§79.

Die transcendente Darstellung der Klassenanzahl und eine Anwendung darauf,
dass der Grenzwert eines gewissen unendlichen Productes positiv ist.

Der zweite Beweis fiir die Existenz der 27! Geschlechter beruht
auf transcendenter Grundlage; wir entwickeln der Reihe nach die folgenden
Siitze:

Satz 109. Die Anzahl /i der Idealklassen des quadratischen Korpers &
mit der Discriminante ¢ bestimmt sich durch folgende Formel:

wh=L H—
s=1(p) To=s (i)p—s
p

Hierin ist das Product rechter Hand iiber alle rationalen Primzahlen P
d .
zu erstrecken, und das Symbol (?) hat die in § 61 festgesetzte Bedeu-

tung. Tiir den Factor x gilt, jo nachdem der Korper 4 imaginir oder
reell, also d negativ oder positiv ist:

2 boz 2loge
= S X = = ¥
wlV/d] V|
Dabei bedeutet w fiic o = —3 dic Zahl 6, fir d=-—1 dic Zahl 4,

fiir jedes anderc megative « die Zahl 2: andeverseits vorstehe wan i
cinen reollen Kirpor 4 unter ¢ jelzt speciell dicjenige seiner vier Grund-
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einheiten, welche =1 ist, und unter loge den reellen Wert des Loga-
rithmus dieser Grundeinheit e. [ Dirichlet S2.]
Beweis. Nach § 27 gilt, solange s reell und > 1 ist:

1 1
)y=>—= =1 ,
DRSO e O
wo das Product iiber alle Primideale p des Korpers £ zu erstrecken ist.
Ordnen wir dieses Product nach den rationalen Primzahlen p, aus welchen
die Primideale p herstammen, so gehort, wie aus Satz 97 folgt, zu einer
belichigen rationalen Primzahl p in dem Producte das Glied:

(1—__—;?)3 oder ﬁ oder 1_—})_3,
je nachdem (i):—i—l, = —1, =0 ist. Wir schreiben diese drei
Ausdriicke in g)er ihnen gemeinschaftlichen Form:
1 1
=" 1_(i)p—s
P

und erhalten so:

1
s) = 11 /) 5
=06 1_(&) -
P p

wo die beiden Producte rechter Hand ‘iiber alle rationalen Primzahlen p
zu erstrecken sind. Wegen

L {(s——l)g]_l?} =1L {(s———l)E—:LT} =1,

s=1 s=1 (n)
wo n alle positiven ganzen rationalen Zahlen durchliuft, wird dann:
1
L{(s—1)@)} = L 1]———7—'
g=1 s=1(p) 1— (__)p_8
p

Die Richtigkeit unseres Satzes 109 folgt nun aus Satz 56, wenn wir den Wert
von x nach § 25 aufstellen. Zur Ermittelung von w ist zu beriicksichtigen,

—— 1£y—3
dass der Korper k(}/—3) die 6 Einheitswurzeln 41, &= —ig/—

>

der Korper £()/—1) die 4 Einheitswurzeln =1, =4, dagegen ein jeder
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andere imaginiire quadratische Korper £ nur die beiden Einheitswurzeln
—=1 enthilt. (Vgl. § 62.)
Die wichtigste Folgerung der chen bewiesencn Thatsache ist der Satz:
Satz 110. Bedeutet a eine beliebige ganze rationale positive oder
negative Zahl, nur nicht cine Quadratzahl, so ist der Grenzwert

Lﬂ____(_l___

=16 §__ i) —
)P

stets einc endliche und von O verschiedene Grisse. [Dirichlet®9.]
Beweis. Es sei a == b*m, wo b® die grisste in « aufgehende Quadrat-

zahl sein soll; es sei ferner ¢ die Discriminante des durch ]/; bestimmten

quadratischen Korpers. Dann folgt fir jede ungerade und nicht in b auf-

d ;
gehende rationale Primzahl p gewiss die Gleichung (%) — (?) - Die

beiden unendlichen Producte

1 1
g~ und 711

i CZ ( a
® 1_(_) . ») 1_(_) .
P p
p P
kénnen demnach nur in einer endlichen Anzahl von Factoren von ein-
ander abweichen. Da das erstere Product nach Satz 109 in der Grenze

fir s=1 endlich bleibt, so gilt daher dasselbe auch von dem zweiten
Product.

§ 80.

Das Vorhandensein unendlich vieler rationaler Primzahlen, nach denen gegebene
Zahlen vorgeschriebene quadratische Restcharaktere erlangen.

Mit Hiilfe des Satzes 110 beweisen wir der Reihe nach folgende
Thatsachen: [Dirichlet®, Kronecker.)

Satz 111.  Bedeuten Qg (yy - .., @ irgend ¢ ganze rationale, po-
sitive oder ncgative Zahlen von der Art, dass keine der 2°—1 Zahlen
Gy by ooy Gy QQys vy @ Ay ooy @ Q.. @, eine Quadratzahl
wird, und sind ¢, ¢,, ..., ¢, nach Belieben vorgeschricbene Einheiten
—+1 oder —1, so gicbt os stets unendlich viclo rationale Primzahlen P

fiir dic
((Ll)_ ((12)__ ’(r’
,I'. =c, ]'~ ==y, e s (P =c¢,

ist.
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Beweis. Wir haben, solange s > 1 ist:

1
logY — = Slog —— =3 — 8§,
wn @ 1=pT pp
i 1 1
S = 33— +13 emen s

(» P ® P*

Da der Ansdruck .S, wie in § 50 gezeigt worden ist, fiir s =1 endlich
bleibt, so folgt, dass die tiber alle rationalen Primzablen p erstreckte
Summe

(26.) = L
» P
bei Annéherung von s an 1 dber alle Grenzen wichst. Ist ferner @ eine
beliebige ganze rationale Zahl, so gilt dhnlich fiir s > 1 stets:

1
logll ———— = = (i) LS +S,,
® 1_(&)},_3 m\p/)p
p
%1 a\? 1
S :12(1) _+12(___) —+...;
T Eo\p) pr e \p) P
1
ist @ nicht eine Quadratzahl, so bleibt nach Satz 110 log Il ————~——
(p) Jros (_)p-—s
r

fir s =1 endlich, und da das Gleiche von dem Ausdruck S_ gilt, so
folgt, dass dann auch die Summe
1
@7, b (ﬂ)—s
@®\P/ P
fir s= 1 sich einer endlichen Grenze nihert. Wir setzen nun in (27.)

uy Uy u

a=a'a’ . ..qa
ein und geben jedem der ¢ Exponenten u, w,, ..., w, den Wert 0
oder 1, jedoch so, dass das Wertsystem u, =0, %,=0, ..., u,=0

ausgeschlossen bleibt. Wird dann jede so aus (27.) herzuleitende Summe
noch mit dem entsprechenden Factor 7' ... ¢;* multiplicirt, und werden
die hervorgehenden 2¢—1 Ausdriicke simtlich zu (26.) addirt, so entsteht:

) i)

Diese Summe wird, ebenso wie (26.), bei Anndherung von s an 1 tiber
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alle Grenzen wachsen. Sehen wir von den Gliedern ab, dic den in ¢, a,...¢,
aufgehenden Primzahlen p entsprechen, und dic nur in endlicher Anzahl

1
vorhanden sind, so ist im ibrigen die Summe (28.) gleich 2!Z }7—,7,
(7).

wo p' nur alle dicjenigen Primzahlen p durchliuft, fiir welche die im
Satze 111 verlangten Bedingungen siimtlich erfilllt sind. Da mitkin auch
dicse letzte Summe fiir s =1 iiber alle Grenzen wichst, so folgt, dass
jeno Primzahlen '’ in unendlicher Anzahl vorhanden scin miissen. Damit
ist Satz 111 bewiesen.

§ 81.

Das Vorhandensein unendlich vieler Primideale mit vorgeschriebenen
Charakteren in einem quadratischen Kérper.

Satz 112, Sind
xl(i)=(i—”§i)’—”i), - L(j):(.’:"”?&)

1 T
die » Einzelcharaktere, welche das Geschlecht eines Ideals { in £ be-
stimmen, und bedeuten ¢,, ..., ¢, beliebig angenommene, der Bedingung
¢, .-- ¢, =1 geniigende » Einheiten =1, so giebt es stets unendlich
viele Primideale p im Korper £, fiir welche
n®=c, . xM=c

ist.

Beweis. In der Discriminante d des Korpers seien die ¢ rationalen
Primzahlen Zl, ce l, enthalten. Es ist ¢=17 oder —=»r--1; in letz-

S

] ):—1, und die Bedingung ( _7z§])ﬂ) =1
t ¢
diene zur Bestimmung des Vorzeichens in ==n(j). Zugleich schreiben
wir in diesem Falle €, =0C,py = -1. Wir beweisen nun zunichst, dass
es uncndlich viele rationale Primzahlen p giebt, fiir welche

, M P, m
3 TR

1 t

—1,m

terem Falle sei (

ist, und unterscheiden zu dem Zweck drei Fille, je nachdem 7= 1, = 3.
oder = 2 nach 4 ist.
[m orsten Falle gehen wir von den Forderungen

— l {
(-- l):“l‘l) ( 1)=61! ] ( r")=(‘
v P P '
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aus.  Nach Satz 111 giebt es unendlich viele Primzahlen p, welche
diesen Gleichungen gentigen. Da die erste Gleichung auf p =1 nach 4
hinanskommt, so wird fiir diese Primzahlen p dann

(5)=()- ()=

13

fir i=1, ..., ¢t gelten.
Im zweiten Falle sei unter den Primzahlen [, ..., {, etwa [ die
Primzahl 2. Ist dann ¢ = -1, so legen wir die Forderungen

—1 A
(—) = 41, (;) = (=1 . a—1, 21, ..u )
p P ¢

zu Grunde, und es folgt nach Satz 111, dass es unendlich viele diesen
Gleichungen gentigende Primzahlen p giebt. Wegen der ersten Gleichung

. P m . R p,m o P . l_i)_
wn'd( 3 )——1—1—05 und tberdies (T)_(T)—(; =,

firi=1,...,2—1,2+1,..., & Ist dagegen ¢,=—1, so fordern wir:
;—1

(5)== (G)=cn7
— = —], — ) = (— ¢, (=1 ..,7—12+1...,1)
p P ‘

und die unendlich vielen, diesen Gleichungen geniigenden Primzahlen p
erfiilllen zugleich die Bedingungen:

(P;m) =—l=¢ ud (p’l—m) — (%0_) _ (_l)liz;l(%) .

fir 2=1, ..., 2—1, 21, ..., &
Im dritten Falle endlich suchen wir wieder Z: — 9 heraus. Wir
stellen die Forderungen:

—1 2 l
(»__)=+], (~) =c, (_‘) =Gy =1 eees 2L 5 4L, ey 03
p P z p

es existiren nach Satz 111 unendlich viele Primzahlen p, welche ihnen
geniigen, und fiir welche dann

m

Pl p—13 i 9
(“pém)=(—1) LA S | ,=(]7)=cz

) li o .
und fiberdies (pT) = (%) = (?) =g, fir i=1, ..., 2—1,

21, ..., t wird.
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Es bedeute nun p ecine beliebige solche rationale Primzahl, dass

pmy pmy
(z )_cl’ (l,) “

1

gilt.  Nach Hiilfssatz 14 ist dann

p,m p,m\( p,m P, m
()= ()5 (1) =
(w) w p / lt

1

(%‘)Gl"'“t = (%)=+1;

also findet man p im Korper % in das Product zweier Primideale p und yp'
zerlegbar. Jedes dieser Primideale p und p’ erfillt dic Bedingungen des
zu beweisenden Satzes 112.

und folglich

§ 82.
Der transcendente Beweis fiir die Existenz der Geschlechter und fir die dbrigen
in §71 bis §77 erlangten Resultate.

Der Satz 112 zeigt nicht nur die Existenz der 27—1 Geschlechter
von neuem, sondern er deckt zugleich eine andere tiefer liegende That-
sache auf:

Satz 113. Unter den Idealen eines beliebigen Geschlechtes im qua-
dratischen Korper giebt es stets unendlich viele Primideale.

Hat man den Satz von der Existenz der 27—! Geschlechter auf dem
zweiten transcendenten Wege unabhingig von den Sitzen 102, 103 und
108 festgestellt, so ist es leicht, nachtriiglich auch diese Sitze zu ge-
winnen. Man hat nimlich dazu nur noch die Kenntnis der Thatsache
nitig, dass die Anzahl ¢ der ambigen Klassen in £ jedenfalls = 27—1 ist.
Diese Thatsache folgt aus Satz 106 iber die Anzahl derjenigen ambigen
Klassen, welche aus ambigen Idealen entspringen, in Verbindung mit den
Schliissen im zweiten und dritten Absatz des Beweises zu Satz 107; sie
steht bei solcher Ableitung vollig unabhingig von Satz 102 da.

Es bezeichne dann, wie oben, 7 die Anzahl der Klassen des Haupt-
goschlechtes, ¢ die Anzahl dor Goschlechter und ferner ;' die Anzall
derjenigen unter den ' Klassen des llauptgeschlechtes, welche gleich Qua-
draten von Klassen sind. Es folgt wio in § 78, dass g/'==qa/" ist. und
da nunmehr boereits ¢ = 27—t bewiesen, forner @ = 2"—! sicher ist,
und sclbstverstindlich /" /" besteht, so crgiebt sich hieraus ;' = ;" und
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a=72""1. Die erste Gleichung beweist den Satz 103, die zweite den
Satz 108 und sodann den Satz 102 fiir » = —1. Aus Satz 103 und
dem letzten Ergebnisse endlich folgt der Satz 102 vollstindig. Denn die
Zahl n darin ist wegen der fiir sie gestellten Bedingungen gleich der Norm
eines Ideals §) des Hauptgeschlechtes, versehen mit einem Vorzeichen in
derin § 65 festgesetzten Weise. Bedeutet dann f ein solches Ideal, dass
h.n(t)
fﬂ
Korpers £ sein, und zwar ergiebt sich 7(e) = —t=n, woraus der Satz 102
folgt, sobald man beriicksichtigt, dass er fiir »=—1 gilt.

So sind durch die zuletzt entwickelte transcendente Methode die
Resultate in § 71—§ 78 gerade in umgekehrter Reihenfolge zum Nach-
weise gelangt, als sie auf dem zuerst eingeschlagenen rein arithmetischen
Wege gefunden wurden.

)= 1 ist, s0 muss ¢ = eine ganze oder gebrochene Zahl des

§ 83.

Die engere Fassung des Aequivalenz- und Klassenbegriffes.

Wenn wir den in § 24 dargelegten engeren Begriff der Aequivalenz
zweijer Ideale zu Grunde legen, so erfahren die in den Capiteln XVII
und XVIII aufgestellten Sitze nur einfache, leicht zu ermittelnde Modi-
ficationen.

Zunichst ist klar, dass der engere Aequivalenzbegriff in einem ima-
giniren Korper £ unter allen Umstinden und in einem reellen Korper £
sicherlich immer dann mit dem urspriinglichen Aequivalenzbegriffe zu-
sammenfillt, wenn fir den Korper die Norm der Grundeinheit n(e) = —1
ist. Wenn aber % reell ist und 7n(e) = -1 aufweist, so 1ost sich eine
Idealklasse im Sinne der fritheren Einteilung bei der neuen Einteilung
regelmissig in zwei Klassen auf; insbesondere entstehen aus der frilheren
Klasse der Hauptideale die zwei durch das Hauptideal (1) und durch das
Hauptideal (W) vertretenen Klassen der neuen Einteilung. Bezeichnet
}' die Anzahl der Idealklassen bei Benutzung des engeren Aequivalenz-
begriffes, so ist daher unter den gegenwirtig angenommenen Umstinden

b = 2h. [Dedekind’.]
§ 84.
Der Fundamentalsatz fiir den neuen Klassen- und Geschlechtsbegriff.

Dem neuen Klassenbegriff entspricht ein neuer Geschlechtsbegriff:
das Geschlecht eines Ideals | im Korper Zc(]/'rvn) soll nidmlich nunmehr in
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allen Fillen gleichmissig durch dic # Einheiten

(—l—n(izﬁ) (—I—n(i)am)
L 7 L
charakterisitt werden, wo dic Norm von j im Unterschiede von der frii-
heren Festsctzung stets das positive Vorzeichen crhilt. Fiir einen ima-
giniren Korper £ stimmt dieser neue Geschlechtshegriff mit dem alten
villig iberein. Das Gleiche gilt fiir cinen reellen Korper £, falls das
Charakterensystem der Zahl —1 in % aus lauter positiven Einheiten besteht.
Der letztere Umstand muss offenbar immer eintreten, wenn fiir £ die Norm
der Grundeinheit = —1 ist. Nun sei £ reell und fiir £ die Norm der
Grundeinheit == -1, so sind zwei Fille zu unterscheiden, jc nachdem
das Charakterensystem der Zahl —1 in % aus lauter positiven Einheiten
besteht oder nicht.

Tm ersteren Falle gehoren die Ideale (1) und a=(]/'i—n) beide zum
namlichen Geschlechte, da sich

n(a), m —+m, m —+m, m\ { —1,m —m, m

( A )=( 2 )=( I )( ) ):( I )=+1

T t L]

¥y

fir =1, ..., ¢t ergiebt. Die neuen Geschlechter umfassen also die
nimlichen Ideale wie die alten, und die Zahl der Geschlechter ist wiedernm
—_— 21—1 .

Im zweiten Falle gehoren die beiden Idealklassen, welche durch
das Ideal (1) und durch das Ideal a=(1/f7n) reprisentirt werden, zu
verschiedenen der neuen Geschlechter. Die Anzahl der neuen Geschlechter
ist doppelt so gross, als die der alten; nun war fiir diesen Fall die Anzahl
der Einzelcharaktere bei Zugrundelegung des urspriinglichen Geschlechts-
begriffs nur = ¢—1 und die Anzahl der alten Geschlechter daher — 2t—=:
es ergiebt sich somit die Anzahl der neuen Geschlechter, ebense wie im
ersten Falle, = 2/~1. Da ferner in jedem Falle das Product

(—],m)_ (—l,m)_ )
L N L -

ist, so gilt der Fundamentalsatz 100 auch Dbei Zugrundelegung des neuen
Klassenbogriffes mit dem entsprechenden Geschlechtsbegriffe, wenn nur
darin ¢ statt » gesetzt wird.

Die iibrigen Thatsachon und Beweise der Capitel XVII und XVII
lassen sich cbenfalls ohne Schwicrigkeit umgestalten, und einige derselben

erhalten bei Verwendung der nouon Begriffe sogar noch ecinen einfacheren
Ausdruck,
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Capitel XIX.

Die Bestimmung der Anzahl der Idealklassen des quadra-
tischen Korpers.
§ 85.

Das Symbol (%) fiir eine zusammengesetzte Zahl n.

Ein bemerkenswerter Ausdruck fiir die Anzahl 7 der Idealklassen
des quadratischen Korpers £ ergiebt sich aus der Formel des Satzes 109,
wenn wir die rechter Hand stehende Grosse

Lot
s=1(p) 1— (i) p-_q
p

durch Rechnung in geschlossener Form auswerten. Zu dem Zwecke ist
es notig, das Symbol (—Z—) auch fiir den Fall zu definiven, dass » eine

zusammengesetzte ganze rationale positive Zahl bedeutet. Ist n=1pq...w,
WO P, ¢, ..., w rationale gleiche oder verschiedene Primzahlen sind,

(2) = (&) () (2)

ferner soll (%) stets 41 bedeuten. Dadurch wird fir s > 1:

o z(i)is,
) 1__(1)20_s wm\n) n
P

wo die Summe sich {iber alle ganzen rationalen positiven Zahlen 7 er-
streckt. Die Berechnung des Grenzwertes dieser Summe fir s==1 fiihrt
zu einem geschlossenen Ausdruck fiir die Klassenanzahl /; wir sprechen
das Resultat in dem jetzt folgenden Satze aus.
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§ 86. |

Der geschlossene Ausdruck fiir die Anzabl der Idealklassen.

Satz 114, Dic Anzahl / der Idcalklassen des Korpers k()/m) ist:

o v(i)n fiir m << 0
P T !
e ben
1 micéd —ec ¢ )
0 N
h = Sloge log ) e ain fir m > 1,

Mled —e ¢
(@
wo die Summe X iiber die |d | ganzen rationalen Zahlen n=1, 2, ..., |d|,
(m)
und wo die Producte IT, I iiber alle diejenigen Zahlen ¢ oder b unter
(@) ()

d
diesen |d| Zahlen zu erstrecken sind, welche der Bedingung (7) = +1

beziiglich (%) — —1 geniigen. [Dirichlet®®, Weber®.]

Beweis. Es seien 7, ' Zahlen = 0. Wenn » und d einen gemein-

d ;
samen Teiler 4===1 besitzen, so ist (7) = 0. Ist dagegen » prim zu d,

d
so wird, wie man leicht einsieht, (%) =11 ( ;Un
(w)

iiber alle verschiedenen rationalen Primzahlen w zu erstrecken ist, die in %

), wo das Product

aufgehen. Nach Hiilfssatz 14 stellt dann das Product IT ( d,ln ) die nim-
®

liche Einheit dar, wenn [ alle in d aufgehenden Primzahlen durchliuft.
Ist nun 7' == nach d, so wird:

1
1I (d’—n)=ﬂ(d’n),
o\ ! o\
und mit Riicksicht hierauf erhalten wir:
) =)
« =1
(39.) (n ) n')

wenn 2 =2’ nach d ist.
Fernor orgicht sich

(el =
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indem wir eine Zahl b Dbestimmen, derart, dass (%):—1 ist, und

dann erwigen, dass die linke Seite von (30.) mit Riicksicht auf (29.)
in die Gestalt

d) (d ) ( d d d d
-(b )t 717) = "{(T)+(§)+“'+(7)}
gesetzt werden kann.
Durch Benutzung der Formel

_jl__ — 1 n/"“’ —nt gs—1
= T enips—1dys.

0
wird, wenn wir die Regel (29.) beriicksichtigen:

1 * —1 —1
L E(_d_)_ = L F(e—)ﬁd_dt,
s=1@ \ 2/ 7 s=1) 1—e—8t

wo zur Abkiirzung

d d d
g = | — Rl B SR — | a?
F(z) (1)w+(2)w + —f—(d)m
gesetzt ist. Wegen der Gleichung (30.) enthilt F'(2) den Factor 1—a;
—
die rationale Function —IF% bleibt mithin fir =0 endlich. Aus

diesem Grunde ist

I ® Fle—t)p=1 B * F(e™)

B e ——dt.
—dt —dt
=1 s 1 € A 1 e .

Wenn wir in dem letzteren Integral die neue Integrationsverinder-
liche #==e~* einfilhren, so erhilt dasselbe die Gestalt:

" F(a)
.(!‘g_—m(l——wd) dz.

Nun haben wir die Zerlegung in Partialbriiche:

2nin

F(x) __Lv Fe )
z(l—a) —  d @ e

z—e ¢

wo die Summe iiber n =1, 2, ..., |d| zu erstrecken ist, und nach
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2nir
einem Satze von Gauss wird (e * ), d. i

Cl 27md’in o (d) '
(5)(7)‘* = {3}V

n' durchliuft hier wicderam dic Zahlen 1, 2, ..., |d| und W ist bei
positivem d positiv, bei negativem «/ positiv imaginir zu nehmen (vgl. §124).
Da ferner

niz nire
1 T TR .
dw eldl — oL} 27T
— = e e e e —1d
f Suin log 3 d] (n—%d)
0 2 e d

n=1,2...,|d)

ist, wo fiir den Logarithmus der reelle Wert desselben zu nehmen ist,
so folgt ohne Schwierigkeit das im Satze 114 angegebene Resultat.

Die Form dieses Resultates ist eine wesentlich verschiedene, je nach-
dem der Korper & imaginir oder reell ist. Im ersteren Falle kann A aus
der angegebenen Formel ohne Weiteres berechnet werden. Im zweiten
Talle ist zuvor die Kenntnis der Grundeinheit & erforderlich; der Quo-

tient der beiden Producte IT und JT ist, wie sich an einer spiteren Stelle
(@) ®
(vgl. §121) zeigen wird, nichts anderes, als eine gewisse aus der Theorie

der Kreisteilung fiir den quadratischen Korper & sich ergebende Einheit.
Um ein Beispiel fiir den Fall eines imagindren Korpers zu nehmen,

so erhdlt man, wenn 2 = —p ist und p eine rationale positive Prim-
zahl = 3 nach 4 und iiberdies = 3 bedeutet:
3b—2a
h = —-——;
P

hierin bezeichnen Xa, b beziiglich die Summe der quadratischen Reste
und die Summe der quadratischen Nichtreste nach p, die zwischen 0
und p liegen. Durch eine leichte Umformung kann in dem obigen Aus-
drucke fir /4 der Nenner p beseitigt werden; dadurch ergiebt sich die
Klassenanzahl % auch gleich dem Ueberschuss der Anzahl der zwischen 0

p

und 5 liegenden quadratischen Reste von p tiber die Anzahl der zwischen

denselben Grenzen licgenden quadratischen Nichtreste oder gleich dem
drifton Teil dieses Uohorschusses, je nachdem p =7 oder =3 nach 8
ist.  Dio erstere Aunzahl {ibertrifft also stets die letziere Anzahl, cine auf
rein - arithmetischom Wego bisher nicht bewicsene Thatsache.
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§ 87.
Der Dirichlet’sche biquadratische Zahlkérper.

Eine nahe liegende Verallgemeinerung der bis hierher entwickelten
Theorie des quadratischen Korpers betrifft folgendes Problem. Es werde
statt des matiirlichen aus allen rationalen Zahlen bestehenden Rationalitiits-
bereiches ein quadratischer Zahlkorper & als Rationalititsbereich zu Grunde
gelegt; dann sollen die in Bezug auf % relativ quadratischen Kérper K
untersucht werden, d. h. diejenigen biquadratischen Zahlkérper K, die den
gegebenen Korper £ als Unterkérper enthalten.

Wenn der Kérper £ durch die imaginire Einheit ]/——_T bestimmt
ist, so bezeichne ich K als einen Dirichlet’schen biquadratischen
Korper. TFir diesen Fall liegen umfassende Untersuchungen vor.
[Dirichlet*% %12, Eisenstein® S, Bachmann®3, Minnigerode’, Hilbert*.]
Nach der entsprechenden Einteilung der Idealklassen des Korpers K in
Geschlechter und geeigneter Uebertragung der Bezeichnungen gilt auch
hier wiederum der Fundamentalsatz 100, und es sind die heiden in Ca-
pitel XVIII angewandten Beweismethoden dieses Satzes auch auf den Korper
K iibertragbar, so dass jener Fundamentalsatz fiir den Dirichlet’schen bi-
quadratischen Korper sowohl eine reine arithmetische Begriindung [ Helbert*]
als auch einen Beweis mittelst der transcendenten Dirichlet’schen Methode
[Dirichlet% 1112, Minnigerode'] zuldsst.

Von besonderem Interesse ist der Fall, dass der Dirichlet’sche bi-
quadratische Kérper K ausser dem quadratischen Korper ]/jl noch zwei
andere quadratische Korper £()/~+m) und £(]/—m ) enthilt. Tir einen
solchen speciellen Dirichlet’schen Korper K gilt die wiederum auf
transcendentem und auch auf rein arithmetischem Wege zu beweisende
Thatsache:

Satz 115. Die Anzahl der Idealklassen in einem speciellen Dirichlet’

schen biquadratischen Korper K(}/—m,}/—m) ist gleich dem Product
der Klassenanzahlen in den quadratischen Kérpern £(}/ ) und k(Y —m)
oder gleich der Hilfte dieses Productes, je nachdem fiir die Grundeinheit
des Korpers K die Relativnorm in Bezug auf k(Y/—1) gleich == oder
gleich =1 wird.

Dieses Resultat bezeichnet Dirichlet als einen der schonsten Sitze
der Theorie der imaginiren Zahlen und als iiberraschend, weil durch

dasselbe ein Zusammenhang zwischen denjenigen quadratischen Korpern
Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 21
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aufgedeckt wird, dic durch Quadratwurzeln aus entgegengesetzten recllen
Zahlen bestimmt sind.

Bei dem rein arithmetischen Beweise dieses Satzes gelingt es zu-
gleich in sebr cinfacher Weise, und zwar durch bestimmte Bedingungen
fiir die Geschlechtscharaktere, diejenigen Idealklassen des biquadratischen
Korpers K()/+m, V:E) zu kennzeichnen, welche als Producte aus einer
Idealklasse von /c(]/—}——;n—) und einer Tdealklasse von £(}/—m) erhalten
werden konnen. [ Helbert*.)

Capitel XX.

Die Zahlringe und Moduln des quadratischen Korpers.
§ 88.
Die Zahlringe des quadratischen Korpers.

Die Theorie der Ringe und Moduln eines quadratischen Kdrpers er-
ledigt sich rasch durch Specialisirung der allgemeinen in Capitel IX ent-
wickelten Sitze. Man findet leicht, dass jeder Ring s des Kérpers £
durch eine einzige Zahl von der Gestalt 9 = fw erzeugt werden kann,
wo  diein § 59 definirle Zahl bedeutet, die mit I zusammen eine Basis
von £ bildet, und wo f eine gewisse positive ganze rationale Zahl, nimlich
den Fiihrer des Ringes r, bezeichnet. Ist insbesondere d negativ und ausser-
dem << —4, so findet sich nach Satz 66 die Anzahl h_ der reguliren Ring-
klassen des Ringes » durch die Formel

b = hfn( 1-—(i)i)
_ @) pop
ausgedriickt, wo das Product iber alle in ;* enthaltenen von einander ver-
schicdenen rationalen Primzablen p zu erstrecken ist. [Dedekind L3

§ 89.
Bin Satz von don Modulklassen des quadratischen Kérpers.  Die bindren
quadratischen Formen.

Betreffs dor Modulklassen endlich gilt im quadratischen Korper die
folgende Thatsacho:

Satz 116, In ciner beliobigen Modulklasse des quadratischen Karpers
k giebt os stols reguliire Ringidealo.  [Dedekind ')
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Beweis. Es sei [w,, ut,] cin beliebiger Modul des Korpers &, wobei
also w,, g, ganze Zahlen sind, und O = f?d die Discriminante der
durch [ge,, 1t,] bestimmten Modulklasse; ferner bezeichne m = (g5 ry)
das durch die Zahlen g, g, bestimmte Ideal und sm==1m' das zu m
conjugirte Ideal. Nunmehr bestimme man eine durch m' teilbare ganze

Zahl o des Korpers & so, dass % prim zu O ausfillt. Setzen wir dann

o, e,

@ = a(m) ’ %= n(m) ’
so wird [e,, @,] ein mit [w,, u,] dquivalenter Modul, wihrend zugleich
das durch e, @, bestimmte Ideal a = (¢, e,) prim zu O ausfillt.

Ist nun O eine gerade Zahl, so zichen wir zuniichst die drei. ganzen
Zahlen ¢, @y, o+, in Betracht; darunter ist notwendig mindestens
eine prim zu 2, denn anderenfalls miissten sich unter diesen drei Zahlen
gewiss irgend zwei finden, die mit der Zahl 2 einen und den ndmlichen
idealen Primfactor gemein haben, was dem widerspriche, dass das Ideal a
prim zu O ist. Es sei etwa ¢ prim zu 2. Nunmehr bezeichne man
die ungeraden in O aufgehenden rationalen Primzahlen mit p, ¢, ..., w.
Da q prim zu p ist, so muss mindestens eine der drei Zahlen ¢, &, +a,,
a,~2a, prim zu p sein. Es sei @, +axa, prim zu p, ferner sei ¢ —+ya,
prim zu ¢, ..., wo &, ¥, ... ganze rationale Zahlen bedeuten sollen.
Dann folgt leicht die Existenz einer ganzen rationalen Zahl ¢ von der
Art, dass @, —+aw, prim zu O wird.

Setzen wir nun

5 [n(al—i—au;l)l _ o, (o +aa,)

o n(a) ’ n(a) ’
wo af, a die zu ¢, e, conjugirten Zahlen bedeuten, so ist & eine ganze
rationale positive und B eine ganze algebraische Zahl, und es wird der
Modul [e,, o] = [, +-aay, a,] dquivalent dem Modul [0, 8] Zugleich

! ]

o —taa
ergiebt sich wegen (b, 8) = l—a,—z die Norm 7(b, 8) = b. Der Modul

[5, 8] ist offenbar ein regulires Ringideal in dem durch die Zahl § be-
stimmten Ringe 7 ={[f], und hiermit ist der Satz 116 vollstindig be-
wiesen.

Wegen

2 2

1, B

1 b B
0 1, g

BRI

21*
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stimmt dic Discriminante dieses Ringes » mit der Discriminante der be-
trachteten Modulklasse iiberein. Der erhaltene Ring # ist zugleich der
einzige, welcher mit [u,, w,| dquivalente Moduln unter seinen reguliren
Ringidealen aufweist. Der Satz 116 zeigt, dass es im quadratischen Korper
auf dasselbe hinauskommt, die Modulklassen oder dic Klassen reguldrer
Ringideale zu betrachten.

Nach den allgemeinen Ausfihrangen in § 30 und § 35 entspricht
einer jeden Modulklasse ecines quadratischen Korpers /c(l/'/'n) eine Klasse
bindrer quadratischer Formen mit ganzzahligen Coefficienten, und umge-
kehrt entspricht jeder solechen Formenklasse mit einer nichtquadratischen
Discriminante eine Modulklasse eines quadratischen Korpers, wobei die
Modulklasse und die Formen stets gleiche Discriminante besitzen. Danach
ist durch die Untersuchungen in diesem Abschnitte zugleich die Theorie
der quadratischen Formen mit vorgeschriebener Discriminante 0 vollstindig
erledigt.

§ 90.

Die niedere und die hohere Theorie des quadratischen Zahlkorpers.

Die in diesem dritten Teile des Berichtes entwickelten und einheitlich
dargestellten Untersuchungen machen die niedere Theorie des quadra-
tischen Zahlkérpers aus; unter der hoheren Theorie des guadratischen
Zahlkdrpers begreife ich die Darstellung derjenigen Eigenschaften dieses
Korpers, zu deren naturgemisser Herleitung die Benutzung gewisser Hilfs-
kérper hoheren Grades notig ist. Ein Abschnitt dieser hdheren Theorie
findet in dem vierten Teil dieses Berichtes Platz. Die Theorie der zu
einem imagindren quadratischen Korper gehorigen Klassenkirper sowie der
dazn gehorigen relativ-Abel’schen Korper erfordert jedoch zu jhrem Auf-
bau die Methode der complexen Multiplication der elliptischen Functionen.
und dies ist ein Gegenstand, welcher von der Aufnahme in diesen Be-
richt ausgeschlossen werden musste.



Vierter Teil.

Der Kreiskorper.

Capitel XX

Die Einheitswurzeln mit Primzahlexponent ! und der durch
sie bestimmte Kreiskorper.

§91.

Der Grad des Kreiskorpers der /ten Einheitswurzeln und die Zerlegung der
Primzahl / in diesem Korper.
2in
Es bedeute [ eine ungerade rationale Primzahl, und es sei {= el .
Die Gleichung [ten Grades

z!—1 = 0

besitzt die [ Wurzeln

& 52’ i # By gl—ly gl = L

Diese Zahlen heissen die /ten Einheitswurzeln. Der durch sie be-
stimmte Korper werde mit £({) bezeichnet und der I{reiskorper der /ten
Einheitswurzeln genannt. Es gilt fiir ihn zungchst die folgende Thatsache:

Satz 117. Bedeutet / eine ungerade Primzahl, so besitzt der durch

2in
{=-¢e ! hestimmte Kreiskirper £({) der /ten Einheitswurzeln den Grad
I—1. Die Primzahl ! gestattet in £({) die Zerlegung [ = I wo
[= (1—{) ein Primideal ersten Grades in £({) ist.

Beweis. Die Zahl { geniigt der Gleichung /[—1ten Grades

a'—1
z—1

F(z) = = g a1 = 0;
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also ist der Korper £(C) hochstens vom Grade {—1. Da g, ¢°, ..., £
dic /—1 Wurzeln dieser Gleichung I(z) = 0 sind, so gilt identisch in &
die Gleichung:
27 e P 1 = (D@ =) (e—C);
fir # =1 folgt hieraus:
(31.) I = a—00—5...a—=¢"".

Es bedeute nun ¢ ecine belichige durch / nicht teilbare ganze rationale
Zahl =1, und es sei dann ¢’ eine positive ganze rationale Zahl von
der Art, dass gg' =1 nach [ ausfillt. Dann sind die Quotienten

11— 9 i
Tt = 1l A tf
und
1—f 1= 1y e il
= — = 1+ e T
1___@'.’/ l—é.'l ]_'};V g

beide ganze algebraische Zahlen, und es erweist sich somit

9
& = 1—¢
g 1—¢
als eine Einheit des Korpers £(f). Setzen wir noch 1=1—C und
I=(4), so erhilt dic Formel (31.) die Gestalt

(32.) I=3"¢e ="

9€3. 0. &

-1

Aus Satz 33 schliesst man unmittelbar, dass eine rationale Primzahl
in cinem gegebenen Zahlkérper hichstens das Product so vicler Primideale
sein kann, als der Grad des-Korpers betriigt. In Aubetracht der Formel (32.)
muss mithin der Grad des Korpers 4($) mindestens = /—1 sein, also
ist nach dem bereits oben Gofundenen dicser Grad genau = I—1.  An-
dererseits kann aus dem niimlichen Grunde das Ideal | im Korper £(S)
nicht noch weiter in Factoren zerfallen und es ist somit | ein Primideal
in k(). [ Dedelind*.)

Das gewonnone Resultat besagt zugleich, dass die Funetion F(x)
im Bereich dor rationalon Zahlon irreducibel ist.
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§ 92.
Die Basis und die Discriminante des Kreiskorpers der lten Einheitswurzeln.
2in
Satz 118. In dem durch {=—¢e ! hestimmten Kreiskorper £(£) der
lten Einheitswurzeln bilden die Zahlen

w2 &
L&,

eine Basis. Die Discriminante des Kreiskirpers k(L) ist

-1

d = (—1)?7"?
Beweis. Die Differente der Zahl { im Korper £({) ist
§— (E—EN(F—t N AdF(x)
e S R N
Aus
(a—1)F(z) = a'—1
folgt:

fa—1) -5 dF(’”) FF@) = las, aso d= —

nach der in §3 (8. 180 oben) gemachten Bemerkung ist dann dic Dis-
criminante der Zahl §
—1)@—2) -1
A =(—1) 2 a@)=(-17 I
Da die Discriminante d(4) der Zahl A offenbar den némlichen Wert d({)
hat, so lehrt die im Beweise zu Satz 5 bei Formel (1.) 8. 180 gemachte
Bemerkung, dass eine jede ganze Zahl o des Korpers £(L) in der Gestalt

ay+a A—4-—4a,_ 21l—2
(33) a4 = =
l
mit ganzen rationalen Coefficienten oy, @, ..., @,_, dargestellt werden
kann.
Dabei miissen dann die Zahlen @, @, ..., a,_, notwendig simt-

lich durch den Nenner /'~ teilbar sein. Um zunichst zu zeigen, dass
sie ein erstes Mal durch /[ teilbar sind, nehmen wir an, es finde sich
unter ihnen etwa a, als erster micht durch / teilbarer Coefficient; aus

1"?¢ =0 nach | wirde dann in Anbetracht von [=1"" notwendig
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a, A’ =0 nach 7Y 4. h @,=0 nach [ und also auch nach / folges,
was der Annahme widerspricht. Man kann mithin einen Factor [ in
Zihler und Nenner des Ausdruckes (33.) fortheben. Durch die geeig-
nete Weiterfiihrung des eben angewandten Verfahrens folgt schliesslich,
dass jede ganze Zahl ¢ des Kérpers £({) bei ihren Darstellungen

2 ety Rt oty A el By £
mit rationalen Coefficienten « , a,, ..., @, ,, bez. b, b, ..., b,_,
fiir diese lauter ganze rationale Zahlen bekommt.

Da somit die Potenzen 1, { ..., {2 der Zahl [ eine Basis des

Korpers £(&) bilden, so folgt, dass die Discriminante d(f) der Zahl §
zugleich auch die Discriminante des Korpers £({) vorstellt.

§93.

Die Zerlegung der von / verschiedenen rationalen Primzahlen im Kreiskérper
der lten Einheitswurzeln.

Die Zerlegung der Primzahl [ im Korper £({) ist in Satz 117 aus-
gefiihrt.  Fiir die Zerlegungen der iibrigen rationalen Primzahlen im
Kiorper £(8) gilt die folgende Regel:

Satz 119. Ist p eine von [ verschiedene rationale Primzahl und j
der kleinste positive Exponent, fiir welchen p/ =1 nach [ ausfillt, und
wird dann [—1 = ¢f gesetzt, so findet im Kreiskirper £({) die Zerlegung

= ,p1 - ,pe
statt, wo p,, ..., p, von einander verschiedene Primideale ften Grades
in £() sind. [ Kummer®$.]
Beweis. Es sei a:a—l—-alg—}—---—l—al ,,E[_ eine beliebige ganze
Zahl des Kreiskorpers £({); dann folgen die Congruenzen

o’ =(a+al —|—---+a1_2§‘_?)1’

= a-—i—a_lg” +---+a‘___,§"(""3)‘ )
e’ =(a+-a,l’ a0

=a+a " + e, P, )
ap/E(a+rL1§"f—l+.-.+(z‘ )--pf 1(:-3))1,
Tza+ta B s e, P o T ).
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Ist nun p ein in p aufgehendes Primideal, so folgt aus der eben erhal-

F ¥ .
tenen Congruenz ¢” =« nach p umsomehr ¢” = ¢ nach yp, d.h. die
Congruenz

(34) #—r=0 @
wird von einer jeden ganzen Zahl des Korpers £({) erfiillt. Die Anzahl der
nach p einander incongruenten Wurzeln dieser Congruenz (34.) ist daher
gleich der Anzahl der vorhandenen nach yp incongruenten ganzen Zahlen, d. h.
= n(p) = p/’, wenn mit /' der Grad des Primideals p bezeichnet wird.
Nun ist der Grad der Congruenz (34.) p/; nach Satz 26 folgt daher
pf =p/, d. b f =7

Andererseits ist nach Satz 24, dem verallgemeinerten Fermat’schen
Satze, gewiss

(35) =1,

Da nach Formel (31.) fiir einen nicht durch [ teilbaren Exponenten ¢
die Zahl 1—(7 stets zu p prim ist, so folgt aus der Congruenz (35.):
p/—1=0 nach /, und damit /' = 7. Wir schliessen nunmehr f' = f,
d. h. jedes in p aufgehende Primideal hat den Grad f.

Da p nicht in der Discriminante des Korpers £(£) aufgeht, so folgt
nach Satz 31, dass p in lauter von einander verschiedene Primideale zer-
fallt. Setzen wir etwa p=1y, ...p,, so wird n(p)=p~'=p*/, d. h.
l—1=/¢'f, ¢ =e¢. Damit ist der Beweis des Satzes 119 vollstindig
erbracht.

Zur wirklichen Aufstellung der Primideale p;, ..., p, wenden wir
den Satz 33 an und beriicksichtigen die im Anschluss daran auf S. 202
gemachte Bemerkung. Danach gilt identisch in @ nach p eine Zerlegung

Fz) = F/(2)...F (2), (p)
wo F,(z), ..., F (#) ganze nach p irreducible und einander incon-
gruente Functionen vom ften Grade in # mit ganzen rationalen Coeffi-

cienten bedeuten. Nach Bestimmung dieser Functionen erhalten wir die
gewiinschte Darstellung in den folgenden Formeln

p,=(p F,©&), - - »=(p F,0)
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Capitel XXIL
Die Finheitswurzeln fiir einen zusammengesetzten Wurzel-
exponenten 7 und der durch sie bestimmte Kreiskorper.
§ 94.
Der Kreiskérper der mten Einheitswurzeln.
Es bedeute m eine belichige positive ganze rationale Zahl, und cs

2i
werde Z=—¢e " gesetzt. Die Gleichung mten Grades

a—1 =0
besitzt die m Wurzeln
z Z, .., 2" z"=1

Diese Zahlen heissen die mten Einheitswurzeln; der durch sie be-
stimmte Korper werde mit 4(Z) bezeichnet und der Kreiskorper der
mten Einheitswurzeln genannt.

Setzt man, falls 22 durch mehr als eine Primzahl teilbar ist:

hy 77
m= Il ...

wo I, l,, ... verschiedenc rationale Primzahlen seien, so kann man

eine Partialbruchzerlegung vornehmen

1
m z"l +z o
wo a,, @, ... ganze rationale positive oder negative Zahlen bedeuten,
und dann @, zu I, @, zu [, ... prim ist. Die Benutzung dieser Zer-
legung licfert
z=2z"z, ..
2in 2in
1 h,
wonn Z, =0 ', Z ==¢ g , «.. gesobzi wird; es entsteht also darch
Zusammenselzing  der Kovpor £#(Z)) dev /:"ton Einheitswurzeln, 4(Z,)
dor /,i,""tun Binheitswurzeln, .. genau der Rationalititsbereich  A(Z).

. . - - y
Wir hehandeln dementsprechend zunichst den einfacheren Fall m =1,
wo in ae nur cine Primzahl £ aufgoht.
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§ 95.

Der Grad des Kreiskorpers der 2*ten Einheitswurzeln und die Zerlegung der
Primzahl / in diesem Kdérper.

Fir den Kreiskorper der 1" ten Einheitswurzeln gelten folgende That-
sachen:

Satz 120. Bedeutet / die Primzahl 2 oder ecine ungerade Prim-
i

zahl, so besitzt der durch Z —o bestimmte Kreiskorper k(Z) der
["ten Einheitswurzeln den Grad ['"'(—1). Die Primzahl [ gestattet
h—
in £(Z) die Zerlegung I=¢ 1(1_1)’ wo € ein Primideal ersten Grades
in k(Z) ist.
Beweis. Z geniigt der Gleichung vom Z""l(l—l)ten Grade:

2 —1
F(z) =
(=) :

h—1 —1

= - 1 = 0.

Bedeutet ¢ eine nicht durch / teilbare ganze rationale Zahl und dann

g cine ganze rationale Zahl von der Art, dass gg' =1 nach 1" aus-
fillt, so folgt #hnlich wie auf S. 326, dass sowohl

1—2z7
E,=——7>

als auch der reciproke Wert davon, ndmlich:

1—z _ 1—z"
1—2z° 1—2°

ganze Zahlen sind; es ist daher E, eine Einheit. Auf Grund dieses

Umstandes konnen in der nimlichen Weise wie in § 91 die Gleichungen:

FQ)=1=H0(1—2)=d4"" O nE =¢""
(9) ()
geschlossen werden, wo A=1—2Z, 2= () gesetst ist und in den
Producten ¢ alle zu [ primen Zahlen =0 und << I* zu durchlaufen hat.
Durch dieselbe Ueberlegung wie in § 91 folgt hieraus, dass der
Grad des Korpers £(Z) mindestens = ["""'(l—1) ist, und damit zu-
gleich, dass er genan diesen Wert hat.
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§ 96.
Dic Basis und die Diseriminante des Kreiskorpers der /"ten Einheitswurzeln.

2im
Satz 121. In dem durch Z==e * bestimmten Kreiskorper £(Z)

der {"ten Einheitswurzeln bilden die Zahlen

h—1¢) 1y
1, z Zg, o =1

cine Basis; die Discriminante dieses Korpers ist
fi—1
A T—h—1
d = =g W)

wo fiir [*=4 und /=3 nach 4 das Vorzeichen — und sonst das
Vorzeichen — , gilt.
Satz 122. Ist p eine von [ verschiedene rationale Primzahl und

f der kleinste positive Exponent, fiir welchen p'f =1 nach /" ausfallt,
i1

und wird [ ({—1)==¢f gesetzt, so findet in £(Z) die Zerlegung
p =% ..B
statt, wo P, ..., P, von einander verschiedene Primideale ften Grades

in &(Z) sind.

Die beiden Sitze 121 und 122 werden genau in der entsprechenden
Weise bewiesen, wic die fiir den Korper £({) aunfgestellten Sitze 113
und 119.

§ 97.
Der Kreiskérper der mten Einheitswurzeln. Der Grad, die Discriminante und
die Primideale dieses Korpers.

Jetzt sei m ein Product aus Potenzen verschiedener Primzahlen,
etwa m=l2'lg“ ... Der nach §94 definirte Kreiskbrper £(Z) der
mten Einheitswuzeln entsteht dann, wie dort ausgefiihrt worden ist,

durch Zusammensetzung der Kreiskorper £(Z,), k(Z,), ... der l‘:'ten:
der Zg’ten, ... Einhecitswurzeln. Da die Discriminanten der letzteren
Kreiskorper zu cinander prim sind, so folgt aus Satz 87 (§ 52) un-
mittelbar dic Thatsache:

Satz123. Der Grad des Korpers &(Z) der o;a:[‘;"lg" .. .ten
Einheitswurzeln ist:

B(m) = {7 —DT (1,—1)
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Wenden wir die zweite Aussage in Satz 88 auf die Kreiskorper
k(Z), %(Z,), ... an und beachten den Satz 121, so folgt das weitere
Resultat:

Satz 124, Der Kreiskorper 4£(Z) der mten Einheitswurzeln be-
sitzt die Basis:

1, z 2z, ... zPm,

Die Discriminante des Korpers k(Z) der mten Einheitswurzeln er-
giebt sich durch die erste Aussage in Satz 88.

Endlich kann auf Grund des Satzes 88 (vergl. die ,Druckfehler, Be-
richtigungen und Zusiitze* am Schlusse dieses Berichtes) unter Zuhiilfe-
nahme der Eigenschaften der Zerlegungs- und der Trigheitskérper die
Zerlegung einer rationalen Primzahl p im Korper £(Z) ausgefiihrt werden.
Man erhilt so den Satz:

Satz 125. Ist p eine in m = l;"l;”" ... nicht aufgehende rationale

Primzahl und f der Kkleinste positive Expounent, fiir welchen pf =1
nach m ausfillt, und wird dann P(m)= ef gesetzt, so findet im Kreis-
korper £(Z) der mten Einheitswurzeln die Zerlegung

P=S/B]---§B,,

statt, wo P, ..., P, von einander verschiedene Primideale ften Grades
in £(Z) sind.

Ist ferner p" eine Potenz von p, und wird m* = p'm gesetat, so
findet im Korper £(Z*) der m*ten Einheitswurzeln die Zerlegung

p o= |B: gy}p"—‘(p—])
LB

statt, wo ], .., P von einander verschiedene Primideale ften Grades
in k(Zz*) sind. [Kummer®®, Dedekind®, Weber*.]
2in

Nach Satz 123 geniigt Z = e ™ einer irreduciblen Gleichung
F(z)=0 vom ®(m)ten Grade mit ganzen rationalen Coefficienten, und
nach dem Beweise zu Satz 87 bleibt diese Gleichung F(z) = 0 auch noch
irreducibel, wenn man als Rationalititshereich irgend einen Korper zu
Grunde legt, dessen Discriminante zu s prim ist. [Kronecker® *'].

Die Bildung der linken Seite F'(#) dieser Gleichung geschicht in
folgender Weise. Wird fir den Augenblick zur Abkiirzung allgemein

"' —1 = [m]
und
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o S8 Ky R Evenl
nB o = lll2l3 lllt 4 o lzlzl4 ’
gesetzt, so ist:
. H0H2H4 N
F@ = g, ..

[Dedekind?, Bachmann®.)

Ist @ eine ganze rationale Zahl und p eine in F'(«) aufgehende
zu.m prime Primzahl, so hat mit Riicksicht auf Satz 125 p stets die
Congruenzeigenschaft p =1 nach m. Es giebt danach offenbar unendlich
viele Primzahlen p mit dieser Congruenzeigenschaft.

§ 98.

2im
’ITL).

Die Einheiten des Kreiskiorpers k(e Die Definition der Kreiseinheiten.

Es gelten folgende Thatsachen:
Satz 126. Wenn e eine Potenz einer Primzahl { ist und g eine

2n
nicht durch / teilbare Zahl bedeutet, so stellt in dem durch Z=—¢ "
bestimmten Kreiskorper der Ausdruck

—2
1—Z
stets eine Kinheit dar.
Wenn die Zahl m verschiodene Primfactoren enthilt und ¢ eine
Ain
zn m prime Zahl bedoutet, so stellt in dem dureh Z==¢ " bestimmten
Kreiskérper der Ausdruck
1—2°
stets cine Einheit dar.
Beweis.  Der orste Teil dioses Satzes 126 ist Dereits in den Be-
weisen  der Siitze 117 und 120 festgestellt worden.  Um den zweiten
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. ; . o 7
Teil zu beweisen, setzen wir m = "71". .. und
g a b
- _lﬁ + Ih.g[hu 2
m - AT
wo @ eine zu [, wnd b eine zu l,, /,, ... prime ganze rationale Zahl
bezeichnet; dabei wird
2 2ima 2emh
ing —
" p Y haghy |
(36.) 1—Z°=1—-e =1—e ' @?°
Nun ist:
%z 2%7rh 2i"b171”1
* haphy ha 7h:
H(l—e A A 1—g 213"
— 2
(z)
s h s
wo das Product iiber =0, 1, 2, ..., Zl"—l zu erstrecken ist, oder:
. 2inbil
2inz’ 2i7tb T Y
I g Pl
(37) H(l——e v gas _ l—we
(z9) - 2imth 2
hy 7R
1— 123133...
o I i
wo das Product dber 2’ =1, 2, ..., {{'—1 zu erstrecken ist.

‘Wir unterscheiden jetzt zwei Fille, je nachdem die Anzahl der Prim-
zahlen Zu l2, ..., die in m enthalten sind, zwei oder mehr als zwei
betrigt. Im ersteren Falle ist die rechte Seite der Formel (37.) nach
dem bereits feststehenden ersten Teile des Satzes 126 eine Einheit. Im

zweiten Falle konnen wir annehmen, der zu beweisende Satz 126 sei
2

bereits fiir diejenigen Kreiskorper £ (e™ ) als richtig erkamnt, bei wel-
chen die Zahl m* durch weniger Primzahlen als m teilbar ist; es trifft

dann dieser Satz fiir den Kreiskérper zu, 'der durch die —;f—lten Einheits-

wurzeln bestimmt ist. Danach sind dann Zihler und ﬁenner des auf
der rechten Seite von (37.) stehenden Bruches fiir sich Einheiten. Der
Ausdruck (36.) ist ein Factor des Productes auf der linken Seite von
(37.) und daher gleichfalls in jedem Falle ecine Einheit. Damit ist der
Satz 126 vollstindig bewiesen.

2in

Von eciner jeden beliebigen Einheit eines Kreiskorpers £ (e™ ) gilt
die Thatsache, dass sie gleich dem Producte aus einer Einheitswurzel und
ciner reellen Einheit ist. Die Einheitswurzel liegt dabei nicht notwendig
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2im
immer in dem Korper k(e ™) selbst, sondern kann, wenn = ver-
schiedene Primzahlen enthilt, bei geradem m eine 2mte, bei ungeradem
m eine 4mtc Einheitswurzel sein. [Kromecker’] Wir sprechen ins-
besondere die folgende, schon von Kuwmmer erkannte Thatsache aus:

Satz 127. Bezcichnet [ eine ungerade Primzahl, und betrachten
2in
wir in dem durch {==e ¢ bestimmten Kreiskirper k({) den durch

t+L" bestimmten reellen Unterkérper k({—l—{"l) vom Grade 5>

so ist ein belichiges System von Grundeinheiten dieses reellen Korpers
k(L+C") stets auch fir den Korper £({) ein System von Grundein-

heiten.

Beweis. Ist &(0) eine beliebige Einheit in £(7), so ist —gz—g—)l)—
eine solche Einheit in £({), die selbst und deren Conjugirte simtlich den
absoluten Betrag 1 besitzen, und sie stellt daher nach Satz 48 eine Ein-

e s

=7, wo g eine ganze Zahl sei.

heitswurzel dar; wir setzen

et
Die Einheit 5({)==¢({){’ besitzt dann die Eigenschaft:
70
38. A — 4,
@5 7"

In dieser Formel (38.) kann rechter Hand nur das positive Vor-
zeichen gelten. Anderenfalls niimlich wire 7({) eine rein imaginire Ein-
heit; dann setzen wir * =2, so dass J eine Einheit des reellen Unter-
korpers k(G4 ") wird. Die Relativdifferente der Zahl 5 = /¥ in Bezug
auf den reellen Unterkorper &(L—C7") ist 27 und mithin prim zu
Demnach miisste auch die Relativdifferente des Korpers £({) in Bezug
auf den Korper £({—+C™") prim zu [ sein. Bedeutet nun [* ein be-
lichiges in ! aufgehendes Primideal des reellen Korpers A(L—+C7"). so
wiirde daher nach Satz 93 dieses Ideal nicht gleich dem Quadrate eines

Primideals des Korpers £(£) sein. Da aber [* in / hochstens zur = ten

)

Potenz vorkommt, so finde sich diese letzte Folgerung in Widerspruch
mit dem Satze 117 iiber die Zerlegung der Zahl / im Korper 4(&): also
gilt in der That auf der rechten Seite der Formel (38.) das obere Vor-
zeichen.  Aus 4(8) =y ({ 1y folgt, dass die Zahl (L) reell ist. Damit
ist der Boweis dos Satzes 127 crbracht.

Die in Satz 126 angegebenen Kinhoiten sind imaginir,  Um reelle
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Einheiten zu erhalten, bilden wir, je nachdem e eine Potenz einer Prim-
zahl ist oder verschiedene Primzahlen enthiilt, die Ausdriicke:

__1/0—=250—27
4 (1—z)a—2z7)

bez.

E, = V1—2z)0—2z7,

wo g eine zu s prime Zahl bedeute und der positive Wert der Quadrat-
wurzel genommen werde. Diese Einheiten sollen kurz K{reiseinheiten
genannt werden. Mit Riicksicht auf 1— Z77 = — Z77(1— Z”) erkennt
man, dass in-dem ersteren Falle diese Einheiten im Korper £(Z) selbst
liegen, wihrend sie im zweiten Falle als Producte aus Einheiten des
Korpers £(Z) in 2mte bez. 4mte Einheitswurzeln erscheinen, je nach-
dem 2 gerade oder ungerade ist.

Capitel XXIIL

Der Kreiskorper in seiner Eigenschaft als Abel’scher Korper.
§ 99.

Die Gruppe des Kreiskérpers der mten Einheitswurzeln.

-Der Kreiskorper der mten Einheitswurzeln ist bei jedem Werte von
m, wie man leicht erkennt, ein Abel'scher Korper, und zwar gelten die
folgenden eingehenderen Sitze:
Satz 128. Bedeutet [ eine ungerade Primzahl, so ist der durch
2in

Z—c" bestimmte Kreiskorper ein cyklischer Korper.
in

Der durch Z = o2 (h = 2) bestimmte Kreiskorper entsteht durch

Zusammensetzung des imaginiren quadratischen Korpers £(¢) und des reellen
i1 in i in
‘o T ok ok T
Korpers /c(e2l —+e o ) . Der reelle Korper k& (62 +e ? ) ist cy-
klisch vom Grade 2" .

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 929
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Beweis. Der erste Teil des Satzes 128 folgt, wenn wir die Sub-

stitution

s =(Z:2Z")

(Brsotzung von Z durch Z”) einfiihren, wo unter » eine Primitivzahl
nach 1" verstanden werden soll. Offenbar sind dann alle Substitutionen
der Gruppe des Kirpers k(Z) Potenzen von s.

Um den zweiten Teil des Satzes 128 zu beweisen, betrachten wir

die Substitutionen
s=(Z:2"), 8§ =(Z:Z)=(\:—1)

Dann folgt leicht, dass dic Potenzen von s und deren Producte mit s'
die simtlichen Substitutionen des Korpers k(Z) ausmachen.

Auf Grund des Satzes 128 ist auch fiir jede zusammengesetzte
Zahl m die Gruppe des Kreiskorpers der mten Einheitswurzeln unmittel-
bar anzugeben.

Die Aufstellung des Zerlegungs-, des Trigheits- und des Ver-

2in
zweigungskdrpers fir ein gegebenes Primideal in k(eT) kann auf Grund
der Bedeutung dieser Unterkorper mit Hilfe der in § 95, § 96 und § 97
bewiesenen Sitze tber die Zerlegung einer rationalen Primzahl im Kreis-
korper leicht bewirkt werden. So ergiebt sich insbesondere das folgende
Resultat:

Satz 129. Bedeutet [ eine ungerade Primzahl, und betrachtet man
den Kreiskorper £(Z) der !"ten Einheitswurzeln, so ist fiir das in [ ent-
haltene Primideal € = (1—Z) der Korper £(Z) selbst der Verzweigungs-
korper, wihrend der Korper der rationalen Zahlen gleichzeitiz die Rolle
des Zerlegungs- und des Trigheits-Korpers fiir € iibernimmt. Ist ferner 8
ein von € verschiedenes Primideal in A£(Z) vom Grade ), so ist fir §
der Korper £(Z) selbst der Triigheitskirper, wihrend als Zerlegungs-

lh—l (l—l)

korper von P derjenige Unterkdrper e=—f———— ten Grades von

1:(Z) crscheint, der zu der Substitutionengruppe

o 2e 3e fe
8, 8§ &% e B

gehort.  Dabei bedeutet s = (Z: Z") cine solche Substitution der Gruppe des
Korpers £(2Z), welehe mit ihren Potonzen diese Gruppe vollstiindig erzeugt.
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§ 100.
Der allgemeine Begriff des Kreiskorpers. Der Fundamentalsatz tber die
Abel'schen Korper.

Wir erweitern nunmehr den Begriff des Kreiskdrpers, wie er bisher
in Betracht kam; wir bezeichnen als einen Kreiskérper schlechthin
nicht nur einen jeden durch die Einheitswurzeln von irgend einem Ex-

2i7
ponenten 7 bestimmten Korper /c(eT), sondern auch einen jeden,
2i7T
irgendwie in einem solchen besonderen Kreiskorper ]c(e—’?) enthaltenen
2in
Unterkorper. Da jeder Korper k(eT) ein Abel’scher Korper ist und
ferner, wenn 2 und m' irgend welche Exponenten bedeuten, der Korper
der mten Einheitswurzeln und der Korper der sn'ten Einheitswurzeln
beide zugleich in dem Korper der #z.m'ten Einheitswurzeln als Unter-
korper enthalten sind, so gelten fiir diesen erweiterten Begriff des Kreis-
korpers allgemein die folgenden Thatsachen:

Satz 130. Jeder Kreiskorper ist ein Abel'scher Korper. Jeder
Unterkdrper eines Kreiskorpers ist ein Kreiskorper. Jeder aus Kreis-
korpern zusammengesetzte Korper ist wiederum ein Kreiskdrper.

Es ist nun eine fundamentale Thatsache, dass die erste Aussage
in diesem Satze 130 sich, wie folgt, umkehren lisst:

Satz 131.  Jeder Abel’sche Zahlkirper im Bereiche der ratio-
nalen Zahlen ist ein Kreiskorper. [Kromecker®'3, Weber®, Hilbert®.]

Um den Beweis dieses fundamentalen Satzes vorzubereiten, erinnern
wir daran,-dass nach § 48 jeder Abel’sche Korper sich aus solchen cy-
klischen Kérpern zusammensetzen lisst, bei denen die Grade Primzahlen
oder Primzahlpotenzen sind. Wir construiren nun folgende besonderen

cyklischen Korper. Es bedeute u eine ungerade Primzahl und u" eine
2in

Potenz derselben mit positivem Exponenten; dann ist der durch e uttl
2
bestimmte Korper % (e ¥** ) ein cyklischer Korper vom w'(u—1)ten Grade.

Der cyklische Unterkdrper vom u"ten Grade dieses Korpers werde mit
7T — i

gh+1

Uh bezeichnet. Ferner bestimmt die Zahl el 1 einen reellen

cyklischen Kérper vom 9"ten Grade. Dieser Korper werde mit /7, be-

zeichnet. Endlich sei [* eine Potenz einer beliebigen Primzahl

[(=2 oder #2) und ausserdem p eine Primzahl mit der Congruenz-
22%
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2i7r

cigenschaft p = 1 nach 1"; dann besitzt der Kreiskorper /& (e ? ) vom
Grade p—1 offenbar einen cyklischen Unterkdrper vom Grade I". Dieser
cyklische Korper ten Grades werde mit P, bezeichnet. Die Korper

U, II, P, sind Kreiskorper bez. von den Graden o', 2" 1'; die Dis-
criminanten dieser Korper U,, IT,, P, sind infolge der Sitze 39 und 121
Potenzen bez. der Primzahlen w, 2, p. Dass es bei jeder Annahme
von [* Primzahlen p mit der Congruenzeigenschaft p = 1 nach 1" giebt,
steht nach der letzten Bemerkung in § 97 fest, kommt jedoch hier nicht
in Frage.

Wir werden in den folgenden Paragraphen zeigen, dass jeder Abel-
sche Korper als Unterkorper in einem solchen Korper cnthalten ist, der
durch Zusammensetzang aus k(i) und geeigneten Korpern U,, 11, P,
entsteht. Zu diesem Nachweise ist eine Reihe von Hiilfshetrachtungen
vorauszuschicken.

§ 101.

Ein allgemeiner Hiilfssatz iber cyklische Korper.

Hiilfssatz 15. Wenn ein cyklischer Korper (', von einem Grade

Zh, wo [ eine beliebige Primzahl (= 2 oder = 2) ist, nicht den betreffenden

Korper U, bez. II, als Unterkorper enthiilt, so entsteht durch Zu-
2in

sammensetzung von C, mit dem durch Z = " bestimmten Korper A(Z)

ein Korper £(Z, C,) vom Grade P*'(1—1), und es giebt dann stets

in k(Z) eine ganze Zahl x mit folgenden Eigenschaften: der Korper
M

k(Z, Ch) ist auch durch die Zahlen Z und V;z bestimmt; bezeichnet

eine beliebige nicht durch [ teilbare ganze rationale Zahl, und wird aus

der Gruppe des Korpers k(Z) dic Substitution

g == (Z: 2

ins Auge gefasst, so ist »' " die /'t Potenz einer Zahl in k(2Z).
Boweis. Dio erste Behauptung iiber den Grad von A(Z. () folgt
unmittelbar daraus, dass £(Z) und (), ausser dem Kirper der rationalen
Zahlen keinen gemeinsamen Unterkirper haben. Es sei nun ¢ eoine den
Kirper €, bestimmendo ganze Zahl von dev Art, dass anch keine Potenz
von ¢ in cinem Untorkirper von € liegls es soi ferner ¢ eine solche Sub-
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stitution der Gruppe von (), welche mit ihren Potenzen diese Gruppe er-
zeugt. Wir setzen, wenn a und b beliebige Exponenten sind:

K(a“, Zb) — aa_}_zb .(ta)a—l— Z%-(tga)a—i—' "+Z(lh_l)b.(tw_la)a-
Die Ausdricke K(a, Z), K(¢, Z), ..., K(alh_l, Z) kbnnen nicht

simtlich verschwinden, da sonst wegen K(a’, Z)= 0 notwendig auch
die Determinante

1, 1, R |
h_
a, ta, S . oy tl' g
_ Jo__ i h__
az" 1} (ta)” 17 A (t‘ 1a)zl 1

verschwinden miisste und dann vach der Bemerkung auf S. 180 die
Zahl o keine den Korper C, bestimmende Zahl wire. FEs sei o* = ¢“
eine solche Potenz von e, fiir welche K= K(a* Z)4-0 ausfillt. Ver-
mige K(za® Zb) == Z_Z’K(a*, Zb) folgt dann, dass die Zahl K" und
K, 2"

ferner alle Zahlen a Zahlen in dem Korper £(Z) sind. Da

1 h
¢ = i {K(¥, Z)+ K (o, Z) 4K (e, 2]

wird und ¢* ebenfalls eine den Korper €, bestimmende Zahl ist, so sehen
wir, dass der durch K und Z bestimmte Korper, dessen Grad hochstens
P*71(l—1) ist, den Korper k(Z, G,) vom Grade /"'(I—1) enthilt;
der erstere Korper ist daher mit diesem letzteren Korper identisch, und die

Zahl x=th besitzt die im Hiilfssatze 15 angegebene Eigenschaft.
ik

Wir machen noch folgende Bemerkung.. Der durch Z und /% be-
stimmte Korper ist, wie man leicht erkennt, relativ cyklisch vom Relativ-
grade /" in Bezug auf k(Z) und besitzt daher einen einzigen Unterkdrper,
der %£(Z) enthdlt und relativ cyklisch vom Grade [ in Bezug auf £(Z) ist.
Bedeutet nun €, den Unterktrper /ten Grades von (), so muss danach
der aus £(Z) und C, zusammengesetzte Korper mit dem durch Z und

1/;5 bestimmten Korper identisch sein.
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§ 102.

Von gewissen Primzahlen in der Discriminante cines cyklischen Kdrpers vom
Grade /.

Hiilfssatz 16. Wenn C, ein cyklischer Kérper von einem Grade
[" ist, wo [ eine beliebige Primzahl (= 2 oder = 2) ist, und wenn C,
den Unterkirper ten Grades von C, bezeichnet, so besitzen die etwaigen
von { verschiedenen Primteiler p der Discriminante von () durchweg die

Congruenzeigenschaft » =1 nach B

Beweis. Zuniichst betrachten wir den Fall, dass / eine ungerade
Primzahl wund A =1 ist. Wir nehmen an, es finde sich im Gegensatz
zu unserer Behauptung eine rationale, in der Discriminante von () auf-

2in

gehende Primzahl p, welche ==1 nach [ ist. Es sei {=ce !, ferner
» eine Primitivzahl nach [/, und man nehme aus der Gruppe des Kérpers
k(C) die Substitution s=({:{"). Tst p ein idealer Primfactor von p
im Korper (L), so ist das Primideal p, wegen p==1 nach /, nach
Satz 119 von einem Grade f=>1; mithin ist nach Satz 129 der Zer-
legungskérper des Primideals p von einem Grade ¢ << /—1; die iibrigen
Primfactoren von p sind dann

L= 8P, .o p(e_l) = sc_lp;
wihrend s°p =1y, d. h.
(39.) =1

wird. Desgleichen gelten auch fiir die zu p conjugirten Primideale p',
p", ... die entsprechenden Gleichungen

e__ {2
(40.) P =1, =,
Nach Hiilfssatz 15 giebt es eine ganze Zahl x in 4($). so dass die

l
beiden Zahlen { und V;c den aus A(0) und C, zusammengesetzten
Korper £(C, C)) bestimmen, und fiir welehe obencin '™ gleich der
lten Potenz ciner Zahl in A() wird. Da s—» wnd s—1 zwei ganz-
zahlige Functionen von s sind, wolche im Sinne der Congruenz nach 7
keinen gemeinsamen Ifactor haben, so giebt s drei ganzzahlige Functionen
o(5), W(s), x(s) der Verinderlichen s, so dass

1 = ("—=Dg()+(—) ) +1x()
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ist, und hieraus folgt

x = ¥ TIPOHIVO+YE) =090 ot

wo ¢ eine Zahl in £({) ist. Wegen der vorhin bewiesenen Gleichungen
(39.) und (40.) fiir die Primideale Y, ', p/, . .. ldsst sich » 7! als eine
solche ganze oder gebrochene Zah! schreiben, dass Zihler und Nenner keinen
der Primfactoren p, p', '/, ... enthalten und daher zu p prim sind; das
Gleiche gilt somit von der Zahl »*“"V#®. Wir setzen x("e'l)"’(“)z%

a
in solcher Weise, dass o eine ganze, zu p prime Zahl in £({)
und @ eine ganze rationale Zahl bedeutet. Der Korper k(C, C,) wird

i
dann auch durch die beiden Zahlen { und J/g bestimmt. Die Relativ-
13

discriminante der Zahl }¢ in Bezug auf A({) ist = ==1%"'"", und da
0 zu p prim ist, so ist mithin auch die Relativdiscriminante von %(Z, C,)
in Bezug auf k() prim zu p. Da andererseits auch die Discriminante
von £({) nicht durch p teilbar ist, so ist nach Satz 39 auch die Dis-
criminante von £({, C;) und folglich nach Satz 85 auch die Dis-
criminante des Korpers C, prim zu p, was unserer Annahme wider-
spricht.

In fhnlicher Weise erschliessen wir die Richtigkeit des Hiilfssatzes 16
bei ungeradem /, wenn der Exponent 4~ > 1 angenommen wird. Es sei

2i7r

Z=—¢ ¥, ferner bezeichne r eine Primitivzahl nach ', und aus der
Gruppe des Korpers k(Z) sei s=(Z:Z"). Es sei p eine in der Dis-
criminante von C, aufgehende, von / verschiedene Primzahl und p ein idealer
Primfactor von p in £(Z). Nehmen wir p = 1 nach [, aber == 1 nach [*
an, so liegt das Primideal p jedenfalls auch in dem Unterkdrper k(Z") des
Kiorpers £(Z), d. h. es ist pslh_Q(‘—l)ﬂ: 1, und ebenso gelten fiir die
zu p in £(Z) conjugirten Primideale p’, p”, ... die Gleichungen:

p'slh*z(l—])_l — 1’ p,,311'1—2(1—1)_1 — 1,
Da r Primitivzahl nach {* ist, so wird ##*"*¢=D =1 nach /', und

mithin lassen sich drei ganzzahlige Functionen ¢ (s), 1(s), x(s) der
Variabeln s derart bestimmen, dass

G ES WOR S T TORR 10

ist; hieraus folgt alsdann, wenn x eine nach Hiilfssatz 15 bestimmte Zahl
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bedeutet,

s x(sl""ﬁ(‘—l)—l)q)(s)at/t,

wo ¢ eine Zahl in £(Z) ist. Wegen der vorhin bewiesenen Eigenschaft der
) — h—2¢_ o

Primideale p, p', p'’, ... ist D=1 g folglich auch #(** ¢ D—1)4(s)

eine Zahl, deren Zihler und Nenner zu p prim ausfallen. Wir kinnen

daher die letatere Zahl =—% setzen in solcher Weise, dass g eine
a

ganze, zu p prime Zahl in k(Z) und o eine ganze rationale Zahl
W

1
bedeutet. Es ist dann 1/;:: —;i ]/Z), und daraus ergiebt sich ¢ = a7

l
wo ¢ chenfalls in A(Z) liegt. Da der durch Z und V= bestimmte
Kirper, wie am Schlusse des § 101 bemerkt wurde, mit demjenigen
Korper identisch ist, welcher durch Zusammensetzung aus £(Z) und

:
C, entsteht, und da die Relativdiscriminante der Zahl VB' in Bezug
auf £(Z) den zu p primen Wert 16" besitat, so ist die Relativ-
discriminante des Korpers k(Z, C,) in Bezug auf A(Z) prim zu p. An-
dererseits ist die Discriminante von £(Z) ebenfalls nicht durch p teilbar,
und folglich gilt das Gleiche auch von der Discriminante des Korpers
k(Z,C) und damit dann auch von der des Korpers C,. Der letztere
Umstand aber widerspricht unserer Annahme.

Um die Richtigkeit des Hiilfssatzes 16 fiir /=— 2 zu erkennen, machen
wir zunichst die Annahme 72 =2 und wenden dann auf den cyklischen

it
Korper C, vom 4ten Grade den Hiilfssatz 15 an. Wir setzen Z = T =y
und betrachten aus der Gruppe von £(Z) die Substitution s' == (/: —¢).
Es sei (, der quadratische Unterkiorper von C,, und wir nehmen an, es
gebe cine in der Diseriminante von (, aufgehende ungerade Primzahl p,
welehe ==1 nach 4 ist. Infolge der letzteren Eigenschaft ist p in &(7)
unzerlegbar. Ist nun die uns durch Hilfssatz 15 angewiesene Zahl x
durch p teilbar, so bilden wir die Zahl p = x¥~!. Da nach Hiilfssatz 15
andererseits »*" ! = @ scin soll, wo « in £(¢) liegt, so folgt »® = p—*at*,
4
d. h. 1/:_: == a]/Erl In Folgo dessen ist o das Quadrat ciner Zahl in
2

k(2); wir kinnen ¢ = ~:_‘ setzen in soleher Weise, dass 7 eine ganze, zu

p prime Zahl in £(7) wnd @ cine ganze rationale Zahl bedeutet.  Da der
Korpor A(4, C,) wit dem Korper & (4, /) iibereinstimmt, und da anderer-
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seits die Relativdiseriminante der Zahl /7 in Bezug auf £(:) zu p prim
ist, so ist auch die Relativdiscriminante des Korpers &(4, C,) in Bezug
auf £(7) prim zu p, und hieraus folgt, dass die Discriminante von C,
nicht durch p teilbar ist, entgegen der Voraussetzung.
k3
Ist im Falle /=2 der Exponent 4= 2, so setzen wir Z = e?""".
Nehmen wir dann an, es gibe eine in der Discriminante von C, auf-
gehende Primzahl p =1 nach 4 und == 1 nach 2%, und ist p ein idealer
Primfactor von p in £(Z), so blicbe p ungefindert bei einer Substitution
270, wo s, entweder = (Z: Z°) oder = (Z:Z ") zu nehmen ist;
folglich wiire psgh '—1. Wegen (2=5)* == 1 nach 2" wiirde, ihn-

lich wie oben, eine Gleichung von der Gestalt:

P = (D9 E) (TP 2"
gelten, und aus dieser schliessen wir, wie vorhin bei ungeradem [, auf einen
Widerspruch mit der Annahme, wonach p in der Discriminante von O
aufgeht. Damit ist der Hiilfssatz 16 vollstindig bewiesen.

Aus dem Hiilfssatze 16 folgt ohne Schwierigkeit die weitere Thatsache:

Hiilfssatz 17. Es sei (, ein cyklischer Korper von einem Grade "
wo [ eine beliebige Primzahl (== 2 oder == 2) ist; der Unterkérper [ten
Grades von C, werde mit (| bezeichnet; die Discriminante des Kérpers C,
enthalte die von / verschiedene Primzahl p: dann kann stets ein Abel’scher
Korper C!, von einem gewissen Grade /* = " mit folgenden beiden
Eigenschaften gefunden werden: ,

Erstens. Der aus C;, und einem gewissen Kreiskorper P, zusammen-
gesetzte Korper enthilt C, als Unterkorper.

Zweitens. Die Discriminante des Korpers (), enthilt nur solehe Prim-
zahlen, die auch in der Discriminante des Korpers (' aufgehen, darunter
aber nicht die Primzahl p.

Beweis. Nach Hiilfssatz 16 besitzt die rationale Primzahl p die Con-
gruenzeigenschaft p =1 nach Z7"; man construire nach § 100 den cy-
klischen Kreiskérper P, vom Grade 1", dessen Discriminante eine Potenz
von p ist, und betrachte den aus ' und P, zusammengesetzten Korper
k(C,, P,), dessen Grad I sei. In P, gilt p=1yp" wo p ein Prim-
ideal in P, bedeutet. Es sei 5 ein in p aufgehendes Pn‘midea}. des
Korpers £(C,, P,). Da das Primideal P8 in der Gradzahl I des
Korpers %(C,, P,) nicht aufgeht, so ist dieser Korper k(C,, P,) Ver-
zweigungskorper des Primideals 8 und als solcher mnach Satz 81 relativ
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cyklisch, und zwar mindestens vom Relativgrade 1", in Bezug auf den
Trigheitskorper des Primideals $, der C), heisse. Da ferner cyklische

Korper von hiherem als dem {"ten Grade in %(C,, P,) nicht vorkommen

kounen, so hat k(C,, I’,) genau den Relativgrad 1" in Bezug auf G,
Hicraus folgt, dass der Korper (], vom Grade [ ist. Die Differente des
Triigheitskérpers C), ist nach Satz 76 nicht durch B teilbar, und daher
ist, mit Riicksicht auf Satz (3, dic Discriminante des Korpers (),
nicht durch p teilbar. Andererscits enthilt diese Discriminante wegen
Satz 39 nur solehe rationalc Primzahlen, welche in der Discriminante von
C, aufgehen.  Endlich folgt aus Satz 87, dass der aus ( und P, za-
sammengesetzte Korper mit £(C,, P,) ibereinstimmt. Der Korper (;,
besitzt demnach alle im Hiilfssatz 17 verlangten Eigenschaften.

§ 103.

Der cyklische Kérper vom Grade u, dessen Discriminante nur = enthalt, und
die cyklischen Koérper vom Grade u" und 2", in denen U, bez. II; als
Unterkirper enthalten ist.

Hiilfssatz 18. Wenn die Discriminante eines cyklischen Kérpers (|
von einem ungeraden Primzahlgrade « ausschliesslich die Primzahl 2 ent-
hilt, so stimmt C, mit U, iberein.

2in
Beweis. Wir setzen {=10¢ * und s=({:{"), wo » eine Primitiv-
zahl nach u bedeute. Schreiben wir iiberdies 4 = 1—Z. so ist 1 =(2)

cin Primideal in £(Z), und es wird im Sinne der Idcaltheorie w=1""";
endlich gilt die Congruenz

sh=1—-C"=ra, (.

Wir betrachten nun die nns durch Hiilfssatz 15 angewicsene Zahl x.
Da das Primideal | in A({) vom ecrsten Grade ist, so folgt, wenn
Q:x(*‘“‘l)("_l) gosetzt wird, in Anbetracht der Gleichung sl=1 und
nach Satz 24 die Congruenz ¢ =1 nach . Da »—1 zu x prim ist,
so wird der aus €} wnd £(L) zusammengesetzte Kiorper auch durch £ und

122

]/Q bestimmt sein. Wit setzen 9 = 1+4-ad nach [}, wo « eine ganze
rationale Zah! bedente; dann ist == L“=1 nach 1*

Nunmehr fiihren wir don Nachweis dafiir, dass die Congruenz o= 1
nach [ besteht.  Zu dem Zweeke nchmen wir an, es sei ¢= 14-ai’
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nach Ie'H, wobei der Exponent ¢ <= % ausfillt und o eine nicht durch
w teilbare ganze rationale Zahl bedeutet.

Wir beriicksichtigen, dass nach dem Hiilfssatze 15 »°™" und folglich
anch ¢°~" die wte Potenz einer Zahl in k(L) ist; wir sotzen g =5
wo 3 eine Zahl des Korpers (%) sei. Diese Gleichung liefert die Con-
gruenz I4-a(rd)’—ard®=g" nach [*". Aus dieser folgt zunichst
g =1 nach |, und dies liefert 3" =1 nach [“. Hieraus wiirde endlich
ar® = ar nach [ folgen, was unmiglich ist, da » Primitivzahl nach % sein
soll und ¢ > 1 ist. Diese Betrachtung lehit die Richtigkeit der Congruenz
¢=1 nach 1“.

. T . ; ;
Wir setzen nun ¢ = —e—p o solcher Weise, dass 7 eine
a

ganze Zahl in £({) und « eine ganze rationale Zahl bedeutet; s ist
dann 7 =1 nach I* Nehmen wir nun an, der Kérper C, sei von

dem Korper U, verschieden, so entsteht durch Zusammensetzung aus

w u u u
kL), U, und C, der durch YZ und )/z bestimmte Korper k(VE, Vo)
1—Vz
Y]
= 0 zeigt, eine ganze Zahl des Korpers £()/T, V7),

vom Grade u’(x—1). Es ist andererseits & = , wie die Glei-

EA—D)~+7
A’u
w
und die Relativdiscriminante dieser Zahl in Bezug auf lc(]/Z) ist gleich
u—1 - . PR . “ s s .
€&z, wo ¢ eine Einheit ist. Da 7 zu % prim ist, so ist mithin die

chung

% U
Relativdiscriminante des Korpers /c(VZ, ]/%) in Bezug auf den Kérper

u
k(YE) ebenfalls prim zu %. Bezeichnen wir daher mit € einen idealen

u u

Primfactor von [ im Korper £(}/Z, }/7), so besitst @ mit Riicksicht auf
Satz 93 in diesem Kérper einen Trigheitskorper 7, welcher den Grad u
hat. Die Discriminante dieses Trigheitskorpers 7' ist prim zu %, und
wegen Satz 85 miisste sie daher den Wert +1 oder —1 besitzen. Dass
es aber einen cyklischen Korper vom Primzahlgrade « mit der Diseri-
minante ==1 nicht giebt, folgt entweder direct aus Satz 44 oder mittelst
Satz 94, wenn wir den in diesem Satze 94 mit £ bezeichneten Korper
gleich dem Korper der rationalen Zahlen nehmen und die Thatsache be-
riicksichtigen, dass im Korper der rationalen Zahlen alle Ideale Haupt-
ideale sind. Damit ist der Beweis fiir den Hiilfssatz 18 erbracht.

Hiilfssatz 19. Wenn ein cyklischer Korper C, vom Grade 1", wo
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[ gleich cincr ungeraden Primzahl % oder gleich 2 ist, den Korper U,
bez. Il als Unterkorper cnthilt, so ist C, Unterkorper eines solchen
Korpers, welcher aus U, bez. II, und aus einem gewissen cyklischen

Kirper C;, von einem Grade ¥ < 1" durch Zusammensetzung entsteht.

Beweis. Es sei €, # U, bez. II,. Der grisste sowohl in C, als in U;‘
bez. [/, enthaltene Untelkorper werde mlt L,. bezeichnet; L,, habe den Grad
1", wo I* cine positive ganze rationale Zahl < h bedeute. Es sei ¢ eine
solche Substitution aus der Gruppe des Korpers (), welche mit ihren Po-
tenzen diese Gruppe erzeugt, und z eine solche Substltutlon welche die Gruppe

des Korpers U, bez. II, erzeugt. Setzen wir #=¢" und 2#=2" 0
erzeugen #* und 2z* beide Male diejenigen Untergruppen vom Grade l" "
zu denen Lh* als Unterkdrper einerseits von Ch, andererseits von U/.
bez. I, gehort. Der aus O, und U, bez. I, zusammengesetzte Kirper

K ist in Bezug auf L,, vom Relativgrade =% und daher iiberhaupt
vom Grade /",

Um die Gruppe G- des Korpers K zu ermitteln, bezeichnen wir mit &
cine den Kérper , und mit y eine den Kérper U, bez. II, bestimmende
Zahl und verstehch unter #, y unbestimmte Parameter. Die Grisse
O = 29 +4-yy geniigt einer Gleichung vom /**~" ten Grade, deren Coef-
ficienten ganzzahlige ‘Functionen von 2 und % sind, und welche in dem
durch die Parameter 2 und y bestimmten Rationalititsbereich irreducibel
ist. Die verschiedenen Wurzeln dieser Gleichung sind von der Gestalt

0 = xt"I+yy,

mn

wo m, n gewisse Paare ganzer Zahlen bedeuten. Da cinem bekannten
Satze zufolge sowohl  wie y sich als rationale Functionen von @ aus-
driicken lassen, wobei die Coefficienten ganzzahlige Functionen von @ und Y
werden, so sind auch die Grossen © . ebenso ausdrickbar: wir setzen

@mn == ltm‘}-*_c/“‘ 7 - énm(@)’

wobei @ ecine rationale Function von @ bedeutet, deren Coefficienten
ganzzahlige Functionen von @, y sind. Es bezeichne nun _f irgend cine
Zahl in A" odor iiberhaupt cine rationale Function von ., y- deren Coef-
ficienten in A liogen; dann wird .f gleich einer rationalen Function F(®)
der Grisse @, deren Cocfficienten ganzzahlige Functionen von ., Y sind.
Es driicken sich ferner die zu .1 conjugirten Grossen in der Gestalt

S, A= F(P,.(0)

n
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aus, und das System der betreffenden **~" Substitutionen S, bildet
die Gruppe G des Korpers K. Wegen

S,,0 = wS,,,n«9+ySmny = at"F—+yz"y
wird
:Smn3 = tm&, Smﬂy = zny,
und hieraus folgt leicht:
(41.) S 8§ =8

mn wm'n! m4-m’, n+n'?
wenn allgemein die Festsetzung S, .=~ .. getroffen wird, falls m = m*

und 7 = n* nach 1" ist. Aus (41.) folgt die Vertauschung der Sub-
stitution der Gruppe @, d. h. der Korper K ist ein Abel’scher Korper.

Es bezeichne # eine Primitivzahl nach {"; da inshesondere 2y eine zu
y conjugirte Zahl ist, so muss es jedenfalls eine Substitution in der Gruppe
G geben, bei welcher der zweite Index 7 =17 nach [" ist. Wir setzen
eine solche Substitution § =s. Der Grad der aus s erzeugten cyklischen
Gruppe ist I".  Es kann ferner leicht erkannt werden, dass alle die-
jenigen Substitutionen der Gruppe G, bei denen der zweite Index = 0 nach
1" ausfillt, fiir sich eine cyklische Untergruppe vom Grade 7' bilden.
Es sei s*=2 , eine erzeugende Substitution dieser cyklischen Gruppe.
Die Gruppe G entsteht dann offenbar durch Zusammensetzung aus den
I" Potenzen von s und den 1"~ Potenzen von s*. Zu der aus den Potenzen
von s* bestehenden Untergruppe gehort offenbar im Korper K der cyklische
Unterktrper U, bez. II,. Zu der aus s erzeugten Gruppe gehort in K ein
gewisser cyklischer Unterkorper ¢/, vom Grade 1", Die beiden Korper
U, bez. IT, und C;, haben keinen gemeinsamen Unterkérper ausser dem
Korper der rationalen Zahlen, und der Korper K entsteht daher durch
Zusammensetzung aus diesen beiden cyklischen Kérpern. Damit ist der

Hilfssatz 19 vollstindig bewiesen.

§ 104.

Beweis des Fundamentalsatzes iber Abel’sche Korper.

Wir beweisen nunmehr den Fundamentalsatz 131 in folgender Art.
Zunichst ist in § 48 festgestellt worden, dass jeder Abel’sche Korper
sich aus cyklischen Korpern zusammensetzen ldsst, deren Grade Prim-
zahlen oder Primzahlpotenzen sind; es ist daher nur ndtig, zu zeigen,
dass jeder cyklische Kirper C, von einem Grade 1", wo [ cine Primzahl
bezeichnet, ein Kreiskorper ist.
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Um diesen Beweis zu filhren, nehmen wir an, es sei bereits die
Richtigkeit des Fundamentalsatzes 131 fiir alle diejenigen Abel’schen
Korper erkannt, deren Grad cine niedere Potenz von 1 als I"

Es werde nun der in C, enthaltenc Unterkdrper vom lten Grade
C, in’s Auge fasst. Nehmen wir an, dass die Discriminante von C, eine
von [ verschiedene rationale Primzahl p enthilt, so ist nach Satz 39 auch
die Discriminante von C, durch p teilbar. Ferner existirt nach Hiilfs-
satz 17 ein Abel’scher Korper C), vom Grade ¥ — 1" der Art, dass C,
Unterkorper des aus (), und dem Kreiskdrper [, zusammengesetzten
Korpers wird. Tst dann €/, ein cyklischer Korper von niederem als I"ten
Grade oder aus mehreren solchen cyklischen Korpern zusammengesetzt,
so erweist sich C] auf Grand unserer Annahme als Kreiskorper, und
mithin ist auch C, ein Kreiskorper. Es ist demnach nur noch der Fall
in Betracht zu z1ehen dass &' = h ausfillt und C], = (} ein cyklischer

Korper vom Grade I" ist. Wie der vorhin angewandte Hulfssatz 17 aus-
sagt, enthilt die Discriminante von C,I nur solche Primzahlen, welche in
der Discriminante von Ch aufgehen, aber nicht die Primzahl p; die Dis-
criminante von C,i enthilt also mindestens eine rationale Primzahl weniger
als die Discriminante von C,.

Wir bezeichnen den Unterkérper lten Grades von C] mit C). Geht
dann in.der Discriminante von C] noch eine von [ verschiedene rationale
Primzahl p' auf, so konnen wir auf den Kérper () dass nimliche Ver-
fahren anwenden, das wir soeben fiir den urspriinglich vorgelegten Korper
Cn dargelegt haben, und gelangen dann entweder zu der Einsicht. dass
C, ein Kreiskorper ist, oder wir werden auf einen cyklischen Korper G
vom Grade I gefiihrt, dessen Discriminante wieder mindestens eine ratio-
nale Primzahl, nimlich die Primzahl p', weniger enthilt als die Dis-
criminante des Korpers (). Das so eingeleitete Verfahren fithrt nach
ciner gewissen Anzahl m sich folgender Anwendungen entweder auf einen
Korper C((m), der sich auf Grund unserer Annahme bereits als Kreiskorper
erweist, oder wir gelangen schliesslich zu cinem cyklischen Korper C("')

vom Grade ' von der Art, dass der in C(") enthaltene Unterkirper 61("')
vom [ten Grade eine Discriminante l)csn;zt welche keine rationale Prim-
zahl oder nur dic Primzahl / enthilt. Da cs nach den Bemerkungen
aul 8. 347 einen cyklischen Korper /ten Grades mit der Discriminante
=1 nicht giebt, so tritt notwendig der letztere Umstand ein.

Wir unterseheiden nunmelr zwei Fille, jo nachdem 7 eine ungerade
Primzahl 2 oder gloich 2 st
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Im ersteren Falle stimmt nach Hiilfssatz 18 Cl(m) mit U, tberein.

Im zweiten Falle =2 ist, wenn =1 ausfillt, der Korper C"=C"
entweder gleich %(¢) oder gleich £()/2)=1II und mithin offenbar ein
Kreiskorper. Fiir A>>1 erweist sich jedoch Cl(’") stets gleich £(}/2)=1I1,.
Ist nimlich G ein reeller Korper, so ist offenbar auch C™ reell, und
daraus folgt die Behauptung. Ist jedoch C,fm) ein imagindrer Korper, so
bilden die siimtlichen reellen Zahlen desselben einen reellen Unterkérper
von Grade 27", und da Cl(m) notwendig in diesem reellen Korper ent-
halten ist, so ist Cl("') ebenfalls reell und stimmt also mit /1, iiberein.

In den beiden oben unterschiedenen Fillen ist somit, wenn wir von
=2, h=1 absehen, stets der Korper Cl('")—_— U, bez. =11. Nach
Hiilfssatz 19 ist infolgedessen C,fm) Unterkérper eines Korpers, der sich

aus U, bez. II, und einem cyklischen Korper CZ vom Grade 1" < ["
zusammensetzt. Da nun der Fundamentalsatz 131 fiir cyklische Korper
von der letzteren Beschaffenheit bereits als bewiesen angenommen worden
ist, so erweist sich auch C}E"‘) als Kreiskérper. Damit ist der Funda-
mentalsatz 131 vollstindig bewiesen, und zugleich ist ersichtlich, in welcher
Weise man alle Abel’schen Kdrper von gegebener Gruppe und gegebener

Discriminante aufstellen kann.

Capitel XXIV.
Die Wurzelzahlen des Kreiskorpers der /ten Einheitswurzeln.
§ 105.

Die Definition und Existenz der Normalbasis.

Eine Basis eines Abel’schen Korpers K von einem Grade M soll eine
Normalbasis heissen, wenn sie aus einer ganzen Zahl IV des Korpers A
und den zu N conjugirten Zahlen N', ..., NP pesteht. EBs gilt
der folgende Hiilfssatz:

Hiilfssatz 20. Wenn ein Abel’scher Korper K eine Normalbasis be-
sitat, so besitzt auch jeder Unterkdrper & des Korpers K cine Normalbasis.



359 Vierter Teil. Der Kreiskirper. § 104

Beweis. Es sei M der Grad von K, und es seien 7, ..., ¢, die
Substitutionen der Gruppe des Abel’schen Korpers K; ferner sei IV eine
solche ganze Zahl in K, die mit ihren conjugirten zusammen eine Normal-
basis von K liefert. Bilden dann £, ..., ¢, diejenige Untergruppe jener
Gruppe von M Substitutionen, zu welcher der Unterkorper £ von K ge-
hort, so kann man dazu unter jencn M Substitutionen ¢, ..., ¢, solche

m:ﬂ Substitutionen ¢;, ..., ¢/ finden, dass die M Substitutionen
-

tis « -5 ty abgesehen von ihrer Reihenfolge, durch die Substitutionen-
producte
B, oo G5 bt o byt ST S Y )

dargestellt werden. Ist @ einc ganze Zahl in 4, so gilt, da eine solche
stets auch eine ganze Zahl in K ist, eine Gleichung

! ! I r o
a=a11t1t1N+---—+—a1rt1trN—i—---—|—am1tmt1N——l—---—i—amrtmtrl\.
WO @y vy Qo ooy Gpuy = nvy @ GANZE rationale Zahlen sind.

Beriicksichtigen wir, dass « bei Anwendung der einzelnen Substitutionen
i ., t, ungeindert bleibt, und andererseits, dass zwischen den
M = myr Zablen ¢ ¢ N, ..., t;t N .5 ¢/t N, ..., ¢ t N keine
lineare Relation mit ganzzahligen, nicht sémtlich verschwindenden Coeffi-
cienten stattfinden kann, so folgt offenbar:

Gy == Oyg == e =500 vt o2 (17"1211”‘2:---:&’"’_,

v = ¢ N+t, N4+t N

gesetzt wird, so bilden die s Zahlen ¢ v, #,», .., ¢ » eine Normal-
basis des Korpers k.
Satz 132.  Ein jeder Abel'sche Korper K vom J/ten Grade.
dessen Diseriminante ) zu M prim ist, besitzt cine Normalbasis.
Beweis. Die verschicdenen rationalen Primzahlen in 1) seien p, p' ...
Da keine dieser Primzahlen in A/ aufgeht, so ist nach dem Beweise des
Satzes 131 der Abol’sche Korper A in demjenigen Kreiskorper als Unter-

2in da
korper enthalten, wolcher dureh die Zahlen {=v¢ # | {'
24

d. Ii. welchor dureh dic Kinheitswurzel Z = #+ bestimmt ist. Fir
den Kirper £() bildon nach Satz 118 die Zahlen 1, (..., ™ und folglich

=8P vy
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auch die Zahlen {, £, ..., & eine Basis ; die letztere Basis ist eine
Normalbasis. ~Entsprechendes gilt fir &(t'), . ...

Man bilde nun das System der (p—1)(p'—1). .. Zahlen £"¢™ ...,
wo die Exponenten A; A'; ... bez. die Zahlen

L, 2, ..., p—1; 1, 2 ... p'—1;

unabhéingig von einander durchlaufen sollen; dann stellt dieses System
von @(pp'...) Zahlen nach Satz 88 eine Basis des Korpers k(Z) dar,
und diese Basis ist offenbar eine Normalbasis. Nach dem Hiilfssatz 20
besitzt folglich auch der Abel’sche Kérper K eine Normalbasis. Damit
ist der Satz 132 bewiesen.

§ 106.

Der Abel’sche Korper vom Primzahlgrade 7 und von der Discriminante p~L.
Die Wurzelzahlen dieses Korpers.

Die einfachsten und wichtigsten Abel’schen Korper nichst den
quadratischen Korpern sind diejenigen, bei welchen der Grad eine un-
gerade Primzahl [ ist und die Discriminante d nur eine einzige, und
zwar von [ verschiedene Primzahl p enthdlt. Es bedeute & einen solchen
Korper. Nach Hiilfssatz 16 besitat die Primzahl p notwendig die Con-
gruenzeigenschaft p =1 nach /. Die Primzahl p wird im Korper £ die
lte Potenz eines Primideales ersten Grades. Nach den Bemerkungen zu
Satz 79 und mit Riicksicht darauf, dass & jedenfalls ein reeller Korper,
also d positiv ist, ergiebt sich d=p' .

Es seien 1, t, &, .. ., £ die Substitutionen der Gruppe des Kor-

-pers %, und die Zahlen », ¢w, ..., £ o mogen eine Normalbasis von
k bilden (s. Satz 132). Die Zahl v ist dann jedenfalls eine den Korper £

2
bestimmende Zahl. Es werde f==e ! gesetst; der Ausdruck

Q = v Ltv+L Pt -0
soll eine Wurzelzahl des Korpers k= k(v) heissen.

Jede solche Wurzelzahl £ ist offenbar eine ganze Zahl des aus k(v)
und k({) zusammengesetzten Korpers £(v, {). Das Studium der vorhandenen
Normalbasen und Waurzelzahlen des Abel’schen Korpers k(w) giebt uns
wichtige Aufschliisse iber die in p aufgebenden Primideale des Kor-
pers £({). Die Ausfiihrungen dieses Capitels erfahren nur leichte Ab-
snderungen, wenn statt der ungeraden Primzahl / die Zahl 2 genommen wird.

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 23
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§ 107.
Die charakteristischen Eigenschaften der Wurzelzahlen.

Satz 133. Ts sei ein Abel’scher Korper £ vom Grade / und mit
der Discriminante d= pl'l vorgelegt, wo [ und p verschiedene un-
gerade Primzahlen bedeuten; ferner sei v, Zw, ..., ¢~ eine Normal-

24
basis dieses Korpers k. Wird dann {= e !, l=0—C)und s=(:0)
gesetzt, wo o eine Primitivzahl nach [ bedeute, so besitzt die aus jener
Normalbasis entspringende Wurzelzahl 2 des Korpers k= k(v) die fol-
genden drei Eigenschaften:

Erstens. Die Ite Potenz der Wurzelzahl, o= ', ist eine Zahl
des Kreiskorpers £({), und zudem wird o' gleich der /ten Potenz einer
Zahl des Korpers £({).

Zweitens. Es gelten die sich gegenseitig bedingenden Congruenzen

R==+1, (1), o==x1, ().
1(1—1)

Drittens. 7 (w), die Norm der Zahl w in A(L), ist =p *

Beweis. Die Zahlen ©' und ©°" sind solche Zahlen in £((. 1),
welche beim Uebergang von v in ¢» ungeindert bleiben. Sie sind des-
halb Zahlen in k(). Hieraus folgt die erste in Satz 133 angegehene
Eigenschaft.

Da w, tw, ..., #~'y Basiszahlen des Korpers £(v) =ind, so gilt
insbesondere

1 = aow—}—altw—i—---—i—al_lt"lr

fiir bestimmte ganze rationale Zahlen @, a, ..., a_,. Die Anwendung
der Substitution ¢ auf diese Formel lehrt, dass Q=@ =-=a,_, i,
und da die Coefficienten @y @ .-y @, keinen gemeinsamen Teiler

#==1 haben konnen, so haben sie simtlich den gleichen Wert ==1.
d. I es ist vtva-ro -t 'p==1. Aus dieser Formel folgt:

Q=v+ttv+C vt -0
= sty el e . = 8 (1.

Mit Tliilfo von w=pl ==(2=1)(CR2F1)... € Q1) erkennen wir
die zweito Eigenschaft dor Zahl w.
Indlich folgt durch eine geeignete Anwendung des Multiplications-
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(W3

satzes der Determinanten

i -1
\ v, oty ...t

0 e, L, |
’ ’ ’ = (v+tr+4-- 4t Mn(R) = tn(R),
S

WO

n(Q) = (v+Ctv+ 4T A L)

die Relativnorm von @ in Bezug auf den Korper £(v) ist. Das Quadrat
der Determinante linker Hand ist gleich der Discriminante des Korpers
k(r), 4. h. = p'™", und folglich ergiebt sich

(o) = (@) =g

Damit ist der Satz 133 vollstindig bewiesen.

Die drei in Satz 133 bewiesenen Eigenschaften einer Wurzelzahl 2
des Korpers £(v) reichen umgekehrt vollig zur Charakterisirung einer
solchen Zahl hin. Es gilt ndmlich folgende Thatsache:

2

Satz 134. Es sei [ eine ungerade Primzahl und [=ce !, ferner
p eine Primzahl =1 nach /; wenn dann o eine solche Zahl des Kreis-
korpers £({) bedeutet, die nicht gleich der lten Potenz einer Zahl in
£(C) wird, und welche die drei in Satz 133 angegebenen Eigenschaften

l

besitzt, so ist £ =) w eine Wurzelzahl des Abel'schen Korpers /lten
Grades von der Discriminante pl—l.

12
Beweis. Die Zahl .Q:]/E bestimmt einen relativ Galois’schen
Korper vom Relativgrade [ in Bezug auf den Korper k(). Es sei ¢
diejenige Substitution der. Relativgruppe, fiir welche ¢Q = 'R wird.
Mit Riicksicht auf die erste Eigenschaft der Zahl w, die sich in der
Formel som — w,a’ ausdriickt, wo ¢ eine Zahl in k() bedeutet, ist der
durch { und £ bestimmte Kérper vom [({—1)ten Grade ein Galois’scher
Korper. Die Zahl ¢ erfiillt die Bedingung
d—1_—1
o — alT;
wir legen sie eindeutig fest durch die weitere Forderung
11 U
o ! =g
23 %
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Wir wollen nun unter # und s zugleich diejenigen bestimmten Sub-
stitutionen der Gruppe dieses Galois’schen Korpers k((, £2) verstehen,
welche neben den fiir ¢ und s schon festgesctzten Beziehungen noch
tt==¢ ud sQ = Q'a ergchen. Dicse beiden Substitutionen s und ¢
sind mit cinander vertauschbar, da

StR=_"Qa=1ts9

wird, d.h. der Korper k(Z, £) ist ein Abel’scher Korper. Ferner wird
die Untergruppe der Gruppe von %(L, £), welche aus den Potenzen der
Substitution s besteht, genau vom Grade /—1. Der zu dieser Unter-
gruppe gehorige Unterkérper von £ (L, £2) ist daher vom [ten Grade;
er ist wiedernm ein Abel’scher Korper; dieser Korper werde mit £ be-
zeichnet. '

Wir beweisen zunichst, dass die Discriminante dieses Korpers £
zu [ prim ist. Da 2= =1 nach [= (1—{) ist, so stellt der Quotient

;i_gl eine ganze Zahl dar. Wegen tQ =1{_""'Q hat die Relativdiffe-
rente dieser ganzen Zahl in Bezug auf den Korper £(%) den Wert e Q™
wo & eine Einheit bedeutet, und daher ist die Relativdifferente des Kérpers
k(L, £2) in Bezug auf den Korper £({) prim zu /. Bedeutet ¢ ein in
[ aufgehendes Primideal des Korpers £(Z, £2), so kommt dieses nach Satz 93
in [ zu keiner hoheren als der ersten Potenz vor, d. h. es ist [=— ¢'9N.
wo i sich nicht mehr durch ¢ teilen ldsst. Hieraus folgt nach § 39
und § 40, dass der Trigheitskérper des Primideals ¥ vom Grade [ sein
muss, und daher ist £ selbst dieser Trigheitskorper. Nach Satz 76 ist
die Differente des Korpers 4 nicht durch € und folglich auf Grund des
Satzes 68 auch die Discriminante des Korpers k& nicht durch [ teilbar.

Wir setzen

FI14+-04-602+R+ -2 Q
/ .

(41.) v =

wo das Vorzeichen das nédmliche wic in den Congruenzen Q =1,
s =1, ... nach [ ist; dann wird der Zibler dieses in gebrochener
TForm crscheinenden Ausdrucks (41.) congruent O nach I, Dieser Zihler
stellt eine Zahl in A dar. Ist I in & Primideal, so muss daher dicser
Zihler auch durch / teilbar sein, und es ist 2 cine ganze Zahl. Anderen-
falls haben wir im Kirper 4, da die Discriminantc von 4 nicht den Factor /
enthiilt, eino Zerlegung /==1...1, wo L, ..., 1, von einander verschie-
dene Primideale sind, und im Korper A( £) gilt dann, wic man mit


file:///-sf--ii
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Hiilfe von Satz 88 erkennt, die Zerlegung
(=== 1) ). G L)

Da der Zihler des Ausdrucks rechter Hand in (41.) durch das Ideal
(1, 1,) teilbar ist, so ist derselbe als eine,ganze Zahl in /& auch durch [
teilbar. Entsprechend folgt die Teilbarkeit jenes Zihlers durch I, ..., [,
und es ist derselbe also schliesslich auch durch / teilbar, d. h. die durch
(41.) definirte Zahl » ist auch jetzt eine ganze Zahl.

Durch Benutzung der Gleichung ¢.Q = :C—l.Q ergeben sich aus (41.)
die beiden Formeln:

O P T S 7y = =1,
42) r+Cotv L v+ T = Q.

Fine Anwendung des Multiplicationssatzes der Determinanten, wie sie
schon beim Beweise des Satzes 133 vorkam, ergiebt dann

v, tv, ..., £
1y v 2y
N = ’ 2 R =120.50...5§29,
9
s LW w vV

nnd hieraus folgt vermittelst der dritten in Satz 133 ausgesprochenen
Eigenschaft der Zahl o die Gleichung

1(1—1)

p)
N = +p
und somit
12
[V 1 £ L
1 —2
t; », Y, o s sy t L% — pl_l
tv, thw, ..., v

Wir beweisen nun, dass die Discriminante des Korpers £ notwendig
= p/~1 sein muss. In der That ist dieselbe wegen der letzten Gleichung
ein positiver Teiler der Zahl p'=!. Da sie nach Satz 44 oder nach Satz 94
nicht gleich 1 sein kann, so enthilt sie die Primzahl p, und zwar nach
den Bemerkungen zum Satze 79, notwendig in der (I—1)ten Potenz.
Aus der soehen bewiesenen Thatsache folgt, dass », ¢v, ..., £y eine
Basis des Korpers % bilden; diese Basis ist offenbar eine Normalbasis.
Die Zahl £ ist wegen (42.) die aus dieser Normalbasis entspringende

Waurzelzahl des Korpers &.
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§ 108.

Die Zerlegung der lten Potenz einer Wurzelzahl im Korper der lten Ein-
heitswurzeln.

Satz 135. Haben I, p, {, », s die bisherige Bedeutung, und ist
k(v) ein Abel'scher Korper /ten Grades mit der Discriminante d = p’"l
and @ eine Wurzelzahl des Korpers k(v), so gestattet die Zahi w=0"
im Korper k(L) die Zerlegung

7o —18+7—9 e +r._;+281- 2
0 = I) s
wo p ein bestimmtes in p aufgehendes Primideal des Korpers k(L) be-
deutet, und wo allgemein »_, die kleinste positive ganze rationale Zahl
bedeutet, welche der —dten Potenz #— der Primitivzahl » nach [/ con-
gruent ist. [Kummer®1.]

Beweis. Die Primzahl p zerfillt im Korper £({) in [—1 von ein-
ander verschiedene ideale Primfactoren p, sp, ..., s2p; die Zahl w
muss durch jedes dieser Primideale teilbar sein. Denn nach dem Be-
weise zu Satz 134 ist die Relativdifferente des Korpers £(Z, ) in Bezug
auf den Kérper k(L) ein Teiler von 2'= w; wire nun w etwa zu p
prim, so wire also diese Relativdifferente und wegen Satz 41 auch die
Differente und endlich wegen Satz 68 auch die Discriminante von A(L. Q)

prim zu p, was nicht sein kann, da sie die Discriminante von A(v) als
1))

Factor enthdlt. Wegen n(w)=p 2 sind p, sp, .... s *p zugleich

die einzigen in w aufgehenden Primideale. Es sei p ein solcher unter

diesen Primfactoren, welcher in der Zahl w zu einer mdglichst niedrigen

Potenz vorkommt; dann haben wir

agtags e Fay_os

wo @, a, ..., @_, positive ganze rationale Zahlen bedeuten, unter

welchen keine kleiner als @ ist. Die Bildung von n(w) crgiebt

(-1
ayta 4 —ta,_, = LG <_)

v)

Da a,, a, .., «,_, simtlich = 0 sind, kiunen hiernach diese Zahlen

nicht sitmilich durch / toilbar scin.  Zufolge der crsten im Satze 133
bewiesenen Figensehaflt wird

§—1 (35— 1) (stgyberysefooe +a‘_3sl—2)

( =,p

=,
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wo a eine Zahl in £({) ist. Da die zu p conjugirten Primideale
simtlich von p und unter einander verschieden sind, so folgt hieraus,
dass die ganzzahlige Function

(s—n)(ay+a, s+ —+a, 82

dler1 Veréinderlichen s, wenn man nach Ausfihrung der Multiplication
s durch 1 ersetzt, lauter durch [ teilbare Coefficienten erhalten muss,
d. h. diese Function ist Eal_g(sl_l—l) nach /. Daraus ist zu-
niichst a,_,==0 nach [ ersichtlich, und wemn @, ,= 7" nach [
gesetzt wird, wo m eine der Zahlen O, 1, ..., [—2 bedeute, so folgt

fir jeden Index =0, 1, ..., {—2_die Congruenz

a, = P .

Wir setzen allgemein a,=1 .16, so, dass 0 <<» .<Z[ und b,
eine ganze rationale Zahl ist; dabei wird stets 6, = 0. Da

. (i—1
R
ist, so folgt b,—4-b,—+---—0b,_,==0, und daraus geht notwendig
bo=0, bl=0’ ey Z)l_2=O
hervor, d. h.
a=r, ., fir =0, 1, ..., {—2.

Unter den Zahlen 7, 7, ..., 7,_, ist offenbar » =1 die kleinste, und
da a, unter den Coefficienten @, @, ..., a,_, moglichst klein sein
sollte, so folgt ay=7,=1, d. h. m==0, und nunmehr allgemein
a,=r_,, womit der Satz 135 bewiesen ist.

§ 109.

Eine Aequivalenz fiir die Primideale ersten Grades des Korpers der
Iten Einheitswurzeln.

Aus den bisherigen Entwickelungen entnehmen wir eine wichtige
Eigenschaft der in einer Primzahl p =1 nach ! aufgehenden Primideale
des Korpers der Ilten Einheitswurzeln. Es gilt ndmlich die Thatsache:

2irr
Satz 136. Es sei [ eine ungerade Primzahl und {=e ’ , ferner
7 eine positive Primitivzahl nach ¢ und s=(C: ’); wenn dann y ein
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beliebiges Primideal ersten Grades in dem Kreiskorper (L) bedeutet, so

besteht die Aequivalenz

o—2

pazo+q_1¢a+q_232+ sy AT o1 ,

wo die Grossen ¢ , ganze rafionale, durch das Gleichungssystem

Pr_i—t;
= ! Ex G=0,1,..., =2

9= 1

bestimmte, nicht negative Zahlen sind. Dabei haben vy, »_, ..., 7_, ,
dicselbe Bedeutung wie in Satz 135, und es ist ausserdem 7y ==7_z4s.
[Kuwmmer® 11.]

Beweis. Es mogen p und o dieselbe Bedeutung wie in Satz 133
haben. Nach Satz 133 ist w* die [te Potenz einer Zahl ¢ in k().
Wenn wir fiir o die in Satz 135 gegebene Darstellung durch p einfiihren,
so folgt

=)yt _geb e A0 .

p

und diese Gleichung zeigt, wenn wir daraus die Zerlegung von ¢ selbst
ermitteln, die Richtigkeit des Satzes 136.

Ist C eine beliebige Idealklasse des Kreiskorpers £({) und i ein
Tdeal in C, und bezeichnen wir mit sC, $2C, ..., ¢2C bez die
dureh sj, s%j, ..., §72j bestimmten Idealklassen, so folgt mit Hiilfe
des Satzes 89 aus Satz 136 unmittelbar die Thatsache:

090(36’)4_](8261)9_2 . (Sl—20)9_[+2 e 1

§ 110.
Die Construction siimtlicher Normalbasen und Wurzelzahlen.

Die Siitze 133, 134 und 135 ermdglichen zuniichst die Construction
siimtlicher Wurzelzahlen des Abel’schen Kérpers A(r). Es gilt nimlich
die Thatsache:

Satz 137. Bezeichnen £ und Q% fiir den Abel’schen Korper &
vom ungeraden Primzahlgrade [ mit der Discriminante p”l zwel ver-
schiedene, aber zn derselben erzougenden Substitution ¢ der Gruppe
dicses Korpers gehdrende Wurzelzahlen, so ist stets Q¥ =eQ. wo ¢
cine Einheit des Korpors £() bedeutet, welche die Congruenzeigenschaft
&=t1 nach [ == (1—{¢) besitzt. Umgckehrt, wenn & cine Einheit dieser
Art in £(§) und £ fiiv £ irgend cino Wurzelzahl bezeichnot, so ist
Q% = ¢ stots wicdernm cino Wurzelzahl jenes Abel'schen Korpers 4.
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Beweis. Unter den Voraussetzungen in der ersten Aussage ist der
i
Quotient & =

eing Zahl des aus & und %({) zusammengesetzten

-—

Korpers, welche beim Uebergang von {, v zu [, v ungeiindert bleibt
und daher im Korper £({) liegt. Fir o = £’ werde der im Satze 135
enthaltene Ausdruck angenommen. Ist dann etwa s~ p, wo a eine
der Zahlen 0, 1, 2, ..., [—2 bedeute, dasjenige unter den {—1 con-
jugirten, in p aufgehenden Primidealen des Korpers £({), welches in
0*= Q% nur zur ersten Potenz vorkommt, so hat man nach Satz 135
offenbar

PN 1 (NN S RPN )|
oF = p 0 1 +2 ,

und hieraus folgt, dass das Primideal p in o* genau zur »__ten Potenz
*

vorkommt. Der Quotient @ kann daher in die Gestalt eines Bruches
0]

gebracht werden, dessen Zihler das Primideal p in der (r_ —,)ten Po-

®
!

tenz enthdlt, wihrend der Nenner zu p prim ist. Da wegen =g

der Exponent »_ — durch [ teilbar sein muss, so folgt »_ =7,
d.h. ¢a=0. Wegen dieses Umstandes enthalten ® und w* die nim-
lichen Potenzen von Primidealen, und ¢ ist somit eine Einheit.

Die iibrigen Behauptungen des Satzes 137 gehen unmittelbar aus
den Sitzen 133 und 134 hervor.

Aus den zu ¢ gehtrenden Wurzelzahlen gewinnt man leicht nach
Formel (41.) die séimtlichen Normalbasen », tv, .. ., ¢ 'y des Abel-

schen Korpers £.

§ 111,
Die Lagrange’sche Normalbasis und die Lagrange’sche Wurzelzahl.
i
Es sei wieder  eine ungerade Primzahl, {=c¢ b, ferner p eine ra-

2in

tionale Primzahl von der Form [m—-1, es werde Z=¢e¢ ¥ gesetat, und

es bezeichne R eine Primitivzahl nach p. Endlich bedeute & den Abel-
schen Korper lten Grades mit der Discriminante P

Die p—1 Zahlen Z, Z°, ..., Z"" bilden eine Normalbasis des
Korpers k(Z); aus dem Beweise des Hilfssatzes 20 geht dann hervor,
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dass die { Zahlen

Z,D — 7 —{—Z/d -[—ZRKH e +Zn(m——l)l’
lll _ ZH +ZR1—H +ZRI+2l+ . +ZRI+(m—1)l’
ll—l _ ZRl-—-] +ZR9l—1_|_ZE3l_1_.I_..._*_Zﬂml_l

einc Normalbasis des Korpers £ bilden. Aus dieser Normalbasis entspringt

die folgende Wurzelzahl dieses Korpers:
1—1 j

A = AL +T AT,
— 2 2
Diese besondere Normalbasis A, 4, ..., 4,_, soll die Lagrange’sche
Normalbasis und die besondere Wurzelzahl £ die Lagrange’sche
Wurzelzahl heissen.

§ 112,
Die charakteristischen Eigenschaften der Lagrange’schen Wurzelzahl.

Die Lagrange’sche Wurzelzahl £ des Kirpers & zeichnet sich vor
den iibrigen Wurzelzahlen von % durch folgende Eigenschaften aus:
Satz 138. Wenn die /te Potenz £ der Lagrange’schen Wurzelzahl
A gemiss Satz 135 durch die Formel
_/_tl — pr0+r_1s+r_2.92+-~-+r_l+2sl_2

dargestellt wird, so ist p das durch die Formel

v=, t—R, (m=27")

bestimmte Primideal; die Zeichen sind im iibrigen wie in Satz 135 zu
verstehen.  Die Lagrange’sche Wurzelzahl 4 ist = —1 nach [ und
hat ferner die Eigenschaft, dass ilw absoluter Betrag = |}/p| ist.

Umgekehrt, wenn einer Wurzelzahl 2 dio letzteren Eigenschaften zu-
kommen und ausserdem ' gerade das soeben definirte Primidcal p zur
crsten Potenz onthilt, so ist @ =C*4 wo * cine [te Einheitswurzel
bedeutet.

Beweis.  Wird P = (1—Z, p) gesetzt, so erkennen wir mit Hilfe
der Bezichungen (1—ZY "= (p) wnd (p, p'") =1, dass

B =, =2 ) =
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wird; hieraus ist ersichtlich, dass § in dem durch { und Z bestimmten
Kérper ein Primideal ist, und dass die Zahl 1—Z dieses Primideal
nur zur ersten Potenz enthiilt. Setzen wir Z = 1-4-17 und berick-
sichtigen die Congruenz { = R™" nach p und die Gleichung (1+11)"=1,
so ird:

4 = IR+, ()
(@)
= E{X_ME()Y()HY}, (p)’
(X) (7)

wo die beziiglichen Summen dber 2=0, 1, 2, ..., p—2; X=1,
2. ..., p—1, Y=0,1, 2, ..., X zu erstrecken sind. Aus der letz-
teren Formel gewinnen wir, wenn wir die Reihenfolge der Summationen
umkehren, die Congruenz:

(43) =—"r @

Die Lagrange’sche Wurzelzahl 4 enthilt also genau die mite Potenz von
P als Factor, und folglich ist . nur durch die erste Potenz von )
teilbar.

Bezeichnen wir die zu .4 conjugirt imaginire Zahl mit .4, so ist

Ao B T R R e g R

dann wird, wenn wir im Product .44 immer die je p—1 mit gleicher
Potenz von £ multiplicirten Glieder zusammennehmen,

AA = a 41 R, |
+ @ 4B g T
+C (Z’“ - —|—ZR _R +---—|—ZR" T
i pp—2
+ Q(Z”p +ZR" 1“H— --—i—ZRp =

=p— 11—+ 4+ =p

Damit ist der erste Teil des Satzes 138 vollstindig bewiesen.

Der zweite Teil ist wesentlich die Umkehrung des ersten; die Rich-
tigkeit des zweiten Teiles folgt ohne Mihe aus den Sitzen 135 und 137,
wenn man iiberdies den Satz 48 heranzieht; man hat dabei zu beachten,
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dass, wenn eine Zahl eines Abel’schen Zahlkorpers den absoluten Betrag 1
hat, diese Eigenschaft stets auch den zu ihr conjugirten Zahlen zukommt.

In cntsprechender Weise wie die Congruenz (43.) kénnen wir die
simtlichen folgenden Congruenzen ableiten [Jacobi*]:

. n?‘_im 7_ ;41
pr=§ D e T P - §
(44.) R e A
fir ¢=0, 1, 2, ..., {—2. Beriicksichtigen wir die Thatsache, dass
A= —1 nach | und |A|=|)/p| ist, so entspringt aus diesen Con-

gruenzen (44.) ein anderer Beweis der Sitze 135 und 136. [Kummer®11.]

Die séimtlichen Sitze und Beweise in diesem Capitel XXIV gelten ent-

sprechend auch fiir / = 2, nur dass dann die Discriminante des Abel’schen
p—1
Korpers & den Wert d=(—1) 2 p bekommt.

Die Lagrange’sche Wurzelzahl .7 des Korpers £ ist eine ganze Zahl des
aus k() und £ zusammengesetzten Korpers, welche durch die in den
Sitzen 133 und 138 aufgezihlten Eigenschaften bis auf den Factor [*
vollig bestimmt ist. Um endlich auch diesen Factor [* festzulegen,
miisste man A= [Vp?] %79 setzen derart, dass 0 = ¢ << 1 sei, und
dann entscheiden, in welchem der [ Intervalle

1 1 2 l—1
=<, 7Z=9<7, - n —F-=9¢<I
die betreffende Zahl ¢ gelegen ist. Aus dieser Frage entsteht in dem
besonderen Falle, dass statt [ die Primzahl 2 gewihlt wird, das beriihmte
Problem der Bestimmung des Vorzeichens der Gauss'schen Summen. Vgl
§ 124. Fir den Fall /==3 werden wir auf eine von Kummer in Angriff
genommene Aufgabe gefiihrt. [Kummer®*.]

Die Zahlen der Lagrange’schen Normalbasis werden gewohnlich ,Pe-
rioden“ genannt. Die Litteratur weist cine Reihe von Abhandlungen auf,
welche sich mit diesen Perioden, sowie mit verwandten ganzen Zahlen
von Kreiskdrpern beschiftigen. [Kummer® V', Fuchs'-2, Schicering’3+,
Kronecker'', Smith'.] In der Litteratur finden sich noch Untersuchungen
iiber besondere Kreiskorper [Berkenbusch', Eisenstein®. Schwering?,
Weber »%4, Wolfskell']. Auch sei hier crwiihnt, dass. wenn die Prim-
zahl { <7100 und nicht 29 oder 41 ist, der Kreiskorper £(C) stets eine
solehe Idealklasse enthilt, deren Potenzen alle Klassen des Kirpers lieforn

[Lememer 13,
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Capitel XXV.

Das Reciprocititsgesetz fiir /te Potenzreste zwischen einer
rationalen Zahl und einer Zahl des Korpers der /ten Ein-
heitswurzeln.

§113.
Der Potenzcharakter einer Zahl und das Symbol {

o\,

b
2in

Es sei / eine ungerade Primzahl, {=-¢ ¢, und £({) bezeichne den

durch [ bestimmten Kreiskorper. Ist dann p eine rationale, von [ ver-

schiedene Primzahl und p ein in p aufgehendes Primideal in £(Z), und

ist / der Grad von p, so gilt nach Satz 24 fiir jede nicht durch p teil-

bare ganze Zahl a des Korpers £(f) die Congruenz

o1 =0, ).

Da p/—1 nach Satz 119 durch [ teilbar ist, so gestattet die linke Seite
dieser Congruenz die Zerlegung

; pf—l
71 = (e * —I%,
(©)

wo das Product iiber die Werte ¢ =0, 1, ..., {—1 zu erstrecken ist.
Hieraus folgt, dass fiir einen und jedenfalls auch nur einen Wert ¢ die
Congruenz

1,]__1

et =15

erfiillt ist. Man nennt die hier auftretende Einheitswurzel £° den Potenz-
charakter der Zahl ¢ in Bezug auf das Primideal p im Korper
k(L) und bezeichnet diese Einheitswurzel {° durch das Symbel

so dass die Congruenz

(45.) ¢ ¢ =

gilt. [Kummer®®.]
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Sind @ und B zwei durch p nicht teilbare ganze Zahlen in k(0),
so besteht, wie hieraus leicht ersichtlich, die Gleichung

o= o))

Wenn insbesondere die ganze Zahl ¢ nach dem Primideal p der [ten
Potenz einer ganzen Zahl in k(L) congruent ist, so heisst « ein [ter
Potenzrest nach dem Primideal p. Es gilt die Thatsache:

Satz 139. Bedeutet p ein von [ == (1—{) verschiedenes Primideal
und ¢ eine ganze zu p prime Zahl in %(L), so ist ¢ dann und nur dann

lter Potenzrest nach p, wenn {f;—}—_—.—l ausfallt.

Beweis. Ist ¢ =g nach p, wo pB wieder eine Zahl in £({) be-
. p/—1
deutet, so folgt & ' = ﬁpf_l =1 nach p, d. h. {%} =1. Um die

Umkehrung hiervon zu zeigen, bezeichnen wir mit g eine Primitivzahl
p/—1 a(p/ -1
; T :
nach p und setzen ¢ = g” nach p. Nehmen wir « =@

1

ll

h(p’—1
an, so folgt —I-(pl—lEO nach pf—l, d. h. & ist durch [ teilbar,

und folglich ist & ein /ter Potenzrest nach p, was zu beweisen war.

~

Fiir eine Primitivzahl ¢ nach p ist der Potenzcharakter {%} sicher-

lich von 1 verschieden. Denn in der Reihe der Potenzen o. o% ... ist

pf—1

S1
0" ' die erste, welche =1 nach p ausfillt, und also ist o * ==1

nach p.

Es sei {—%}:Qq ; man bestimme eine zu pf —1 prime ganze ratio-
nale Zahl g* derart, dass g¢* =1 nach ! wird; dann ist offenbar
_9i1=: ausfillt.
pls

Ist nun ¢ eine ganze, nicht durch p teilbare Zahl in &(S). und hat man
@ =" nach p, so besitzt ¢ den Potenzcharakter .

0% = g*”" eine solche Primitivzahl nach p, fiir welehe {

Hieraus ist leicht ersichtlich, dass das vollstindige System der p’.——l
cinander nach p incongruenten Zahlen 1. g¥, o L, g*"f_? in { Teil-

P!

- . —1
systeme zorfillt, von denen jedos i Zahlen vom nitmlichen Potenz-
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pf

—1
charakter enthilt. Insbesondere giebt es genau ] einander incon-

gruente /te Potenzreste nach .
Ist B eine ganze Zahl oder ein beliebiges Ideal und ¢ eine zu g
prime ganze Zahl in (), und wird 8 =pq...w gesetzt, wo p, q, ..., W

Primideale bedeuten, so werde das Symbol {%} durch die Gleichung

) =B

definirt.
§ 114.
Ein Hiilfssatz iber den Potenzcharakter der [ten Potenz der Lagrange’schen
Wurzelzahl.

Es ist Fisenstein gelungen, dasjenige Reciprocitiitsgesetz zu ent-
decken und zu beweisen, welches im Kérper £(L) zwischen einer rationalen
Zahl und einer beliebigen Zahl dieses Korpers besteht; dabei ist wieder

2im
[=e' gesetzt, und [/ bedeutet eine ungerade Primzahl. Dieses Reci-
procititsgesetz ist zugleich ein bisher unentbehrliches Hiilfsmittel zum
Beweise des allgemeineren Kummer'schen Reciprocititsgesetzes (vergl.
Cap. XXXI). Dem Beweise des Fisenstein’schen Reciprocititsgesetzes ist
der folgende Hiilfssatz vorauszuschicken:

2in

Hiilfssatz 21. Es sei {==e ' ; ferner bedeute p eine von [ ver-
schiedene rationale Primzahl von der Form p =ml--1, R eine Primitiv-
zahl nach p und p das Primideal ersten Grades in k(L):

= (P; C—R_m)5

2im

es werde Z=-¢e ” , die Lagrange’sche Wurzelzahl

o — -2
A = Z4LZ L2 e P2

und 7z= 4" gesetzt. Endlich bedeute ¢ eine beliebige, von [ und p ver-
schiedene rationale Primzahl, q ein in ¢ aufgehendes Primideal des
Korpers £(£) und ¢ den Grad von q: dann driickt sich der Potenz-

charakter der Zahl m= .4’ in Bezug auf das Ideal q durch die
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#l {i}
{q =1
Beweis. Durch gmaliges Erheben in die ¢te Potenz folgt die Con-
gruenz
g -2
CURINP—F AR N o IV oy Lf o Y

Beriicksichtigen wir, dass dem Satze 119 zufolge q”E 1 nach [ ist, und

Formel aus

setzen g”ERh nach p, so wird die rechte Seite der Congruenz (46.)

A h+1 L2 e h+p—2 —h
Zk +€Zk'+ +CQZR++“_+§71 2ZR+P = 4
Hieraus folgt, da .4 wegen des Satzes 138 prim zu ¢ ist, die Congruenz
4" =17 (),

und also ist auch gewiss

97—1
AT gy — C—h, @,
d. h. es wird

(47.) {%} — ¥

Andererseits entnimmt man aus den Congruenzen ¢’ = R" nach P
und R™={C"" nach p die Bezichungen:
g(p—1)
q[— = qgm — Rhm = C—h’ (p),
d. h. es ist
o q 7 —h
(18.) {%)—} - {?} =T
dic Gleichungen (47.) und (48.) zusammen crgeben den Hiilfssatz 21.

§ 115.

Beweis des Reciprocititsgesetzes im Korper £(0) zwischen einer rationalen
und einer beliebigen Zahl.

Es bedente | == (1—{) das in / aufgehende Primideal des Korpers
m(L). Eine ganzo Zahl e des Korpers A(L) heisse semiprimiir, weun
sio zu | prim und nach 17 ciner ganzen rationalen Zahl congruent ist.
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Eine ganze rationale, nicht durch / teilbare Zahl ist hiernach stets semi-
primir. Hine beliebige ganze, nicht durch [ teilbare Zahl @ des Korpers
k(L) kann durch Multiplication mit einer geeigneten Potenz der Ein-
heitswurzel [ stets in eine semiprimire Zahl verwandelt werden. Ist
nimlich
¢ = a+b(1—]), ('),
wo ¢ und & ganze rationale Zahlen bedeuten, so ist
e =q @),

wenn 6% aus der Congruenz abd* = b nach [ bestimmt wird. Die Zahl
£"”. @ ist mithin semiprimér.

Nach dieser Vorbemerkung lisst sich nunmehr das Fisenstein’sche
Reciprocititsgesetz, wie folgt, aussprechen:

Saiz 140. Wenn a eine beliebige ganze rationale, nicht durch die
ungerade Primzahl [ teilbare Zahl und e eine beliebige semiprimiire und
zu o prime ganze Zahl des Korpers £(f) der lten Einheitswurzeln ist,
so gilt in diesem Korper die Reciprocititsgleichung ‘

bl = el
[Eisenstein*.

Beweis. Wir verstehen unter » eine Primitivzahl nach { und schreiben
s=({:L"). Es werde zunichst angenommen, dass a = ¢ eine rationale
Primzahl ist, und dass die Zahl ¢ nur Primideale ersten Grades enthilt.
Es sei g ein in ¢ aufgehendes Primideal in £({) und g der Grad von g,
ferner sei p eine in der Norm n(e) vorkommende rationale Primzahl, und
es mogen p und sz dazu die gleiche Bedeutung wie in Hiilfssatz 21 haben.
Ist nun s* eine beliebige Potenz der Substitution s, und wenden wir den
Hiilfssatz 21 auf die Primideale s—*q und p an, so erglebt sich:

tre =

Unterwerfen wir diese Gleichung der Substitution s*, so folgt:

w -

Die in der Norm 7(e) vorkommenden, von einander verschiedenen
rationalen Primzahlen seien p = ml+1, p* =m*(4-1, ...; ferner
mbgen R, R*, ... bez. Primitivzahlen nach p, p*, ... bedeuten; end-

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 924
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lich werde
‘p = (P> C_R~T,‘)7 p* == (P*, C_R*_m‘%
gesetzt, und cs gestatte die Zahl o die Zerlegung
o0 = pF(a)p*F"‘(!) i% e

wo die Iixponenten K, IF*, ... ganzzahlige Functionen in s vom Grade
{—2 mit lauter Coefficienten, die == 0 sind, bedeuten.

Dezeichnen dann 4, 4*, ... die beziiglichen, zu den Primzahlen
p, p¥, ... und deren Primitivzahlen R, R¥, ... gehorigen Lagrange’schen
Wurzelzahlen, und wird 7z = /tl, n*f =% ... gesetzt, so gelten nach
Satz 138 die Zerlegungen:

2 ~2
ot st _gst ey of
Tt = ,p )

o= p*ro-{-r_la-kr_:z;?.f-..,.‘.r_;_f_?gl_?’

3 5

wo r_, die kleinste positive ganze rationale Zahl bedeutet, welche der
— /iten Potenz #—* der Primitivzahl » nach / congruent ist. Der Quotient

roHr g8t gt e bty 0d =2
o

§= aF O g*F6)

ist daher offenbar eine Einheit des Korpers £({). Wir wollen beweisen.
dass diese Einheit e =1 ist. Zu dem Zwecke bilden wir den Aus-
druck
l—_l
=1 <1+3 ? >(ru+r_1a+---+r_1+2s[—i')

et = g ? =

oNF (s F o
G CARIR
. —3 . .
Wegen der fir A=0, 1, 2, ..., —— giiltigen Gleichung
r_,+r 2=

wird der Zihler des Bruches rechter Hand

L-1

n .
(it >("(»+"—1S+"'+r—z+‘.’-“’ ")_ lrsate sl =2 !
« =a = (n{a)).
Beriicksichtigen wir, dass nach Satz 138 | |® = pl, |28 == p*, ...
wird, so crgicht sich |e] = 1. Nach Satz 43 ist folglich & bis auf einen

Factor ==1 cine Polenz der Einheitswurzel £ Da andererseits nach
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Satz 138 die Congruenzen
T=—1, g*t=—1, ..., iy
bestehen, und daher 7z, =¥, ... simtlich semiprimire Zahlen sind, so

ist auch & eine semiprimire Zahl; mithin wird e ===1, und es folgt
demnach:

ar0+r_1s+---+r_,+2sl—2 ey SR Pl
Diese Gleichung liefert unter Anwendung der Formel (49) die Recipro-

cititsgleichung
2

{ar0+r_1s+---+r__l+2sl_ q g q g
@) ) = tpoe) =t

Beriicksichtigen wir, dass

=t =t
RYE IR

ist, da ja die Symbole Potenzen von [ darstellen, so folgt aus (50.) die

Gleichung
{ a } _'{_q }g oder {_} — {l},
7’ & q %

damit ist der Satz 140 unter den zunichst gemachten Einschrinkungen,
dass ¢ nur Primideale ersten Grades enthilt und ¢ eine Primzahl ist,
bewiesen.

Um die erstere Einschrinkung zu beseitigen, nehmen wir jetzt an,
es sel o eine beliebige semiprimire, zu ¢ prime ganze Zahl in £(L),
welche auch Primideale von hoherem als erstem Grade enthalten kann.
Wir bilden dann die Zahl

IIa—
ﬁ = (e) .
wo das im Exponenten stehende Product iiber simtliche von [—1 ver-
schiedene Teiler ¢ der Zahl {—1 zu erstrecken ist, und setzen

_ 1L

B = t
in solecher Weise, dass j und f zu einander prime Ideale bedeuten; die-
selben enthalten dann, wie leicht ersichtlich, nur Primideale ersten Grades

als Factoren, und sie sind iiberdies nicht durch | teilbar. Ist A die An-

zahl der Tdealklassen des Korpers £(L), so wird nach Satz 51 B = (%),
24%
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wo x eine ganze Zahl in k(L) bedeutet; setzen wir y = fx’, so wird
auch y eine ganze Zabl in £((), welche nur Primideale ersten Grades
als Primfactoren enthilt, und iiberdies ist offenbar y ebenso wie ¢ semi-
primir und zu ¢ prim. Nach dem oben Bewiesenen ist daher

w  {=fg

Der einfacheren Darstellung halber wollen wir nun allgemein, wenn
0, ¢ zwei ganze zu ¢ prime Zahlen in £([) bedeuten,
£ e [4) -
{q} _Jol tef _[a]
(oL (g lel
7]

of o

schreiben, was zu keinem Widerspruche mit den bisherigen Festsetzungen

fithrt; dann folgt wegen ﬁ:% aus (51.) offenbar die Gleichung

@ -l

Beriicksichtigen wir die Gleichungen

tE-tah = 15

so erkennen wir aus (52.), dass
ITa—9 II(—r)

G =t

wird. Wenn wir bedenken, dass das auf beiden Seiten als Exponent
stehende Product nicht durch [ teilbar ist, so ergiebt sich hieraus

o) =12}

Wird endlich auch die ganze ratiomale durch { nicht teilbare Zahl
a beliebig angenommen, nur so, dass @ zu a prim ist. wnd wird
a=gqq"*... gosetst, wo ¢, ¢* ... rationale Primzahlen bedeuten, so
folgt durch Multiplication der Gleichungen

=t 1=

dic Richtigkoit des Salzes 140 im alleomeinsten Falle.

el
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Capitel XXVL

Die Bestimmung der Anzahl der Idealklassen im Kreiskorper
der mten Einheitswurzeln.

§ 116.
Das Symbol [%]

Um die in § 26 dargelegte transcendente Methode zur Bestimmung
24
der Klassenanzahl eines Korpers auf den Fall des Kreiskdrpers ]c(eT),
wo m irgend eine ganze rationale Zahl bedeutet, anzuwenden, definiren
wir zuniichst die folgenden Symbole:

Es sei [" eine Potenz einer ungeraden Primzahl [ mit positivem Ex-
ponenten und 4+ eine Primitivzahl nach I". Tst dann @ eine micht durch
[ teilbare ganze rationale Zahl und @' dazu ein solcher Exponent, dass
die Congruenz

" = a, ("

gilt, so definiren wir
2ina’

7= 7%

Ferner setzen wir

sobald @ durch [ teilbar ist. Sind @, b zwei beliebige ganze rationale
Zahlen, so wird dann offenbar

=302

Des weiteren setzen wir, wenn a eine ungerade Zahl bedeutet, zu-

nichst )
& Al
5] = o

ferner fiir ein 4 = 2, wenn ¢’ eine solche ganze rationale Zahl zy « ist,
dass die Congruenz
5% = g, 2%
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gilt,

2ina’
IR ot
2h :

Bedeutet endlich @ eine gerade Zahl, so setzen wir

[5"‘2_}=0, [éﬂ:o, (> 92).

Sind @, b irgend zwei ganze rationale Zahlen, so gelten dann, wie man
sieht, die Gleichungen
b
[ ] (h=>1).

ab|  |a

Durch diese Festsetzungen ist das Symbol [%J vollstindig fiir den

Fall definirt, dass a eine beliebige ganze rationale Zahl und I eine héhere
Potenz von 2 als die erste oder eine Potenz einer ungeraden Primzahl
bedeutet, wobei im letzteren Falle irgend eine Primitivzahl » nach L
von vorneherein zu Grunde zu legen ist.

R . :
Sind 1), 1, ... irgend welche fest gegebene Potenzen verschie-
; wo e
dener ungerader Primzahlen und 2" eine Potenz von 2. die grisser als
2 . ; .
2° ist, so setzen wir zur Abkiirzung

a a 19 a =&
i) - [T
Uy Uy - 4 L,

1’
ferner
[ a ] [ a ]u [ a 1wy a u
- Y ) X :
W; Uy Uy - 2 i ] [ L ]
ferner

[ ; :I - [i ’ = “r e qur a =
U, u*; u]; u2, n 22] [211‘] [[1"‘ ] [[hj—] el

)

darin soll @ cine beliebige ganze rationalc Zahl, und die Exponenten u.

*, p s .
w5, %, ... sollen ganzo rationale, nicht negative Zahlen vorstellen.
70

Endlich setzen wir fest, dass das Zeichen [»”

5 stets den Wert 1 be-

douten soll, auch wenn [ﬂ J=O ist.

A
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§ 117.
Die Ausdricke fur die Klassenanzahl im Kreiskorper der mten Einheitswurzeln.

Es gilt der folgende Satz, dessen Beweis in ‘¢ 118 gegeben wer-
den wird: o

Satz 141. Es sei m eine ganze rationale positive Zahl von der
Gestalt

m = lf‘ .., oder =2MIk..., oder =2 IMI..

2 ° 2
(=2 b, >0, k50, .0

wo I, l,. ... von einander verschiedene ungerade Primzahlen bedeuten.
. . o eys ) s .
Es seien ferner 2, r,, ... Primitivzahlen bez. nach 7\, 1,%, ... und mit

ihrer Hilfe die betreffenden Symbole definirt. Dann kann die Klassen-
anzahl H des Kreiskorpers & der m ten Einheitswurzeln auf folgende zwei
Weisen ausgedriickt werden: '

Der erste Ausdruck fir H lautet:

1 . L 1

—_ n
% (uyuy) s=1 (p) 1__[ p ]p—s

' U,y Uy oo =
bez. entsteht aus dieser Formel, indem man ul: Uy, -.. durch w; 2, ;2,, ...,
bez. u, w*; w,, w,, ... ersetzt, Hierin ist dann'das Hussere Produkt IT

liber die Zahlen
s B h—1)—1,
= 0 Is s oF (13—,

Il

(33.) ferner “iiber

w=20,1,..., 271

zu erstrecken mit Ausschluss der einen Wertverbindung w,==0, 1,=0, ...,
bez. u=0; w, =0, u,=0, ..., bez u=0, u*=0; u,=0,
u,=0, ...; es besteht daher nur aus einer endlichen Anzahl. von

Factoren. Jedes einzelne innere Product IT soll iiber -alle ra’oionalér_l
(p) ‘ _
Primzahlen p erstreckt werden und ist mithin ein unendliches Product.

Die Grosse » ist die dem Korper £ zugehdrende Zahl des Satzes 56
(s. 8. 229 unten).
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Der zweite Ausdruck fir H ist ein Product aus zwei in Bruch-
form erscheinenden Factoren und lautct:
n n
I = [P—’——J n a = [»——’—] log 4,
H = (uy 1,.) (m) LUy Uys - - (st ) () LUy 5 Ugy ov
- Fb(m)—1
(2m)

bez. entsteht aus dieser Formel, indem man zum ersten Bruch rechis
den Factor 4 hinzufigt und dann w, wu,, ... durch u; u, u,,
bez. u, w*; wu,, u,, ... ersetzt. Hierin soll das Product IT im Zihler
des ersten Bruches iiber alle diejenigen in (53.) angegebenen Werte
erstreckt werden, fiir welche im ecrsten Falle u,4-u,~---- bez. in den
zwei anderen Fillen -1, —4-u,~--- eine ungerade Zahl ist, wihrend
das Product IT im Zihler des zweiten Bruches iiber alle diejenigen in
(53.) angegebenen Werte zu erstrecken ist, fiir welche im ersten Falle
u, 4+, -+ bez. in den zwei anderen Fillen u—4-u, 4 u,~---
eine gerade Zahl ist, mit Ausschluss immer der einen Wertverbindung
u, =0, u,=0, ..., bez. u=0; u;, =0, v, =0, . ., bez.u=0,
w*=0; w, =0, w,=0, .... Weiter ist jede einzelne Summe (‘,‘;
n
in dem ersten Bruche iiber alle ganzen rationalen positiven Zahlen

n=1, 2, .., m—1, jede einzelne Summe I in dem zweiten Bruche
(m)
dagegen nur iber alle diejenigen unter diesen Zahlen zu erstrecken.

welche <ﬁ;— sind. Endlich bedeutet log 4, den reellen Wert des Loga-

rithmus der Kreiskorperzahl

Cgmm o —dNaa
n — 1/(1 711 )(l—e m )
und K den Regulator des Kreiskorpers. [ Kummer22 23]

Die zwei Briiche im zweiten Ausdrucke fir H hat Awmmer den
ersten und den zweiten Factor der Klassenanzahl genannt. Das
Doppelte des ersten Factors einerscits und andererseits der zweite Factor
der Klasscnanzahl sind stets fiir sich ganze rationale Zahlen. [Kronecker®.]

Auf Grand des zweiten Ausdrucks fiir /7 hat WWeber bewicsen, dass
dic Klassenanzahl des Kreiskirpers der 2" ten Einheitswurzeln steis eine
ungerade Zahl ist. [ 1Weber 4]

Der zweite Ausdruck fiiv 1/ gestattet noch weitere Umformungen.
Im Falle, dass 20 =1{ cine ungerade Primzahl ist. wird durch cine kleine
technung die Richtigkeit des folgonden Satzes erkannt:
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Satz 142. st [ eine ungerade Primzahl, so stellt sich die Klassen-
anzahl % des Kreiskorpers der [ten Einheitswurzeln, wie folgt, dar:
2Ann'u
ITSne !
f = (W ® . 4
=R
@’
Hierin ist das Product IT iiber die ungeraden Zahlen 2 — 1,3,5,...,1—2
() '
und jede einzelne Summe I iiber die Zahlen 7 — 1, 2, 3, ..., I—1

(m)
zu erstrecken; ferner ist eine Primitivzahl 7 nach / zu Grunde gelegt

und man hat unter 2' eine solche zn n gehérige ganze rationale Zahl
zu verstehen, fiir welche 7 = nach / wird. A bedeutet die Deter-
minante

loge,, loge,, - loge,
g
(—3)0—3) loge,, loge,, ., log &y
(_1) 8 2
loge, ,, loge, ,, .., loge,
N 2

und dabei ist allgemein loge, der reelle Wert des Logarithmus der Einheit

&g = Vl—grg 1_._5_’”
O el P
2in
wo { fir e’ steht. [Kummer®', Dedekind.]

Die zwei Briiche hier in dem Ausdruck fiir 7 entstehen aus den
zwei Briichen in der oben gegebemen, auf den allgemeinen Fall besiig-
lichen Formel und sind also der erste und der zweite Factor der Klassen-
anzahl in dem friiheren Sinne; im gegenwirtigen Falle sind beide Fac-

toren der Klassenanzahl fiir sich ganze rationale Zahlen. Der zweite
Factor stellt die Klassenanzahl des in £() enthaltenen reellen Unter-

ten Grade dar. Kummer hat tiber diese zwei Factoren

kbrpers vom

noch weitere Sitze aufgestellt, welche ihre Teilbarkeit durch 2 betreffen.
[Kummer?®.] Der Versuch Kromecker’s, diese Sitze rein arithmetisch
zu beweisen, weist einen Irrtum auf, und die von Kromecker gegebene
Verallgemeinerung ist nicht richtig. [Kromecker’®.] Ausserdem haf
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Kuwmmeér noch nach einer anderen Richtung hin Untersuchungen iiber
dic Bedeutung und die Eigenschaften dieser zwei Factoren angestellt.
[Kummer'®] Man vergleiche ferner Cap. XXXVI.  Endlich hat Kummer
den Satz behauptet, dass die Klassenanzahl cines jeden in £({) enthaltenen
Unterkorpers in der Klassenanzahl A des Korpers £({) aufgeht. Der von
ihm versuchte Beweis hiefiir ist jedoch nicht stichhaltig. [Kummer'.]

§11%.

Die Ableitung der aufgestellten Ausdriicke fiir die Klassenanzahl des Kreis-
2

kirpers k(e ™

Um den Satz 141 zu beweisen, fassen wir sogleich den complicir-
testen Fall ins Auge, in welchem 7 durch § teilbar ist. und stellen den
folgenden Miilfssatz auf:

Hiilfssatz 22. Tst p eine beliebige rationale Primzahl und m eine
durch 8 teilbare Zahl, so gilt unter Anwendung der in Satz 141 erklirten
Bezeichnungen fiir reelle Werte s > 1 die Formel:

R SN S Cx e

%,
(u, w*5 101 g e u, U5 Uy, Uys -« -

wo das Product linker Hand iiber alle verschiedenen Primideale L des
2n
Kreiskérpers £(e ™) zu erstrecken ist, welche in der Primzahl p enthalten
sind, und wo das Product rechter Hand iiber alle in (53.) angegebenen
Wertsysteme u, % w,, u,, ... (das System w =0, #*=0; u, =0,
w,==0, ... einbegriffen) genommen werden soll. )
Beweis. Es sei zuniichst p eine in m nicht aufgehende Primzahl;
cs sei [ eine der ungeraden Primzahlen L 1y oo 00d " die Potenz,
zu der sie in s aufgeht, ferner » eine Prmuthahl nach (" und p ="
nach 7". Bedeutet ¢ den grossten gemeinsamen Teiler der beiden Zahlen
p" und lh_l(l—l) und wird /" (l—1) = ey gesetat, so ist das Symbol

[%] offenbar genau cine fte und nieht einc niedere Einheitswurzel.

Wihlen wir zuniichst {={ und setzen demenisprechend h=h,
Z’“_ =V =¢f,s so folgl aus dem eben angegebenen Um-
qtzmdo dle Formel:

o v P A 1
Ii{1— e e /)“"} == || —————— P—sj‘
(i) Ly W Uy U W Uy Uy )
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wo das Product iber die in (53.) bezeichneten Werte von %, Zu er-
strecken ist. Wihlen wir ferner 7— I, und setzen dementsprechend

h— . 5
h=k2: e=¢y, lg- l(l2—~l)=e?j2, so folgt, wenn Jyo das kleinste
gemeinsame Vielfache der Zahlen J1» Jo bezeichnet:

2]
n {1—[ i Jp-s}
(g5 tn) U, U ul, uﬂ, P
eren/1fy

13 Jfr2
— {]-—-—[ 4 ] p—sfr.»} 5
Uy W Uy U, .

3

wo das Product sich iiber die in (53.) bezeichneten Werte von w,, w,
erstreckt, und ebenso wird weiterhin, wenn f,, das kleinste gemein-
same Vielfache der Zahlen f|, f,, ... bezeichnet:

p
i {1_[ _ ] —}
(s, 5..) Uy U Uy Uy, - 4

eaniify oo

={1———[J;]fnmp-sf,,m} Jiz. ,

u, u*

wo das Product iber alle in (53.) bezeichneten Werte u,, u,, ... zu
erstrecken ist.

Es sei ferner p_Z_iSP' nach 2" es bedeute ¢* den grissten ge-
meinsamen Teiler der Zahlen p' und 2°77) und es werde 2" = ¢*f*

P

il

gesetzt; dann ist offenbar [ ] genau eine f*te und nicht eine nie-

dere Einheitswurzel. Wir erhalten infolge dessen, wenn f7,  das kleinste
gemeinsame Vielfache der Zahlen f*, f, f,, ... bezeichnet:

P -
1 {1—[ 2 P
(s s 03y ) Uy U Uy Uy v

..o T
- ([T

wo nun das Product auch iiber die in (53.) bezeichneten Werte von w*
zu nehmen ist.

_ —1
Endlich sei ¢ der grosste gemeinsame Teiler von P & und 2, und

man setze 2 = ¢ f, aus der letzten Formel folgt dann, wenn F' das kleinste
gemeinsame Vielfache der Zahlen ¢, ¢* ¢, ¢,, ... bezeichnet und zur
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Abkiirzung
FE =

ed e e,.. [ [y
F
gosetzt wird,

(54.) I ){1—[ / = ]p"} = {I—p™7,

*.
Uy UH5 Uyy Uity oo u, U5 ul’ u‘z? °
: f e

wo das Product sich iiber alle in (53.) bezeichneten Wertverbindungen
w, w*; u,, u,, ... erstreckt. Man sieht sofort, dass £ der kleinste po-
sitive Exponent mit der Congruenzeigenschaft p =1 nach m ist. Da
ferner FIE = & (m) ist, so folgt aus (54.) mit Riicksicht auf den Satz 125
die im Hiilfssatz 22 aufgestellte Formel. Mit Hiilfe der zweiten Aussage
in Satz 125 erkennt man dann leicht die Giiltigkeit dieser Formel aunch in
dem Falle, dass p eine in s enthaltene Primzahl ist.

Die Richtigkeit des ersten in Satz 141 aufgestellten Ausdruckes fir
H erkennen wir nun unmittelbar auf Grund des Satzes 56, wenn wir
die zweite in § 27 gegebene Darstellung von {(s) und den eben bewiesenen
Hiilfssatz 22 anwenden.

Zur Ableitung des zweiten Ausdruckes fir A formen wir zunichst
das im ersten Ausdrucke hinter dem Limes-Zeichen stehende Product in
eine unendliche Summe, wie folgt, um:

1 [ 7 J 1

11 = = —.

(») 1 [ P ] . e=123.0l% uru, U, ... 0t
Uy U Uy, Uy, - P

Die weitere Behandlung der rechts stehenden Summe geschieht dann am

einfachsten, indem wir in derselben

1 1 f“
. — —nt $5—1
ns I'(s) 4 T

cinsetzen und dann in entsprechender Weise verfahren wie in § S6.

§ 119.
Das Vorhandensein von unendlich vielen rationalen Primzahlen, welche nach
einer gegebenen Zahl vinen vorgeschrichenen, zu ihr primen Rest lassen.

Jeder der zwei in § 117 aufgestellten und socben bewiesenen Aus-
driicke fiir dic Klassenanzahl [/ des Kreiskérpers der anzten Einheits-
wurzeln gestattel cine wichtige Folgerung.  Der crstere Ausdruck nim-
lich kann zum Nachweis der folgendon Thatsache dienen:
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Satz 143. Bedeuten m und n zwei zu einander prime ganze
rationale Zahlen, so giebt es stets unendlich viele rationale Prim-
zahlen p mit der Congruenzeigenschaft p = n nach m. [Dirichlet>®,
Dedelind .]

Beweis. Auch hier betrachten wir nur den complicirtesten Fall, wo
m durch 8 teilbar ist, und setzen, wie in § 117, m=2"*l:"l;'”2.. -
Jedes der dort betrachteten unendlichen Producte

1

Y- [u u*; up u ]p*S
s U5 Uy Uiy oo s
mit Ausschluss desjenigen, welches der Wertverbindung v =0, «*=0;
u, =0, u, =0, ... entspricht, convergirt fiir s =1 nach einem be-
stimmten Grenzwerte; aus der ersten in § 117 gegebenen Darstellung
der Klassenanzahl H folgt, dass diese Grenzwerte simtlich von O ver-
schieden ausfallen; wir konnen daher die Logarithmen dieser Producte
verwenden, und es filhren dann entsprechende einfache Betrachtungen,
wie sie in § 80 angestellt worden sind, zu dem Resultate, dass fiir jedes

betrachtete Wertsystem , w*; w,, %, . . ., immer von dem einen Systeme
=0, u*=0;u, =0,u,=0, ... abgesehen, die unendliche Summe
-4 p 1
(55.) 5| — |,
)y LU, U5 Uy Uyy - - - P

wo p alle rationalen Primzahlen durchliuft, in der Grenze fir s=1
stets endlich bleibt.
Da n zu m prim vorausgesetzt ist, so sind die Symbole

3] [ L) 3

simtlich von O verschieden. Wir multipliciren den Ausdruck (55.) mit

1
nrn Pre e 1=
ETTETET T
lassen dann w, w*; w,, u,, ... alle in (53.) angegebenen Werte durch-

laufen, doch so, dass das eine System w =0, v*=0; v, =0, »,=0, ...
ausgeschlossen wird, und addiren simtliche so entstehenden Ausdriicke
zu der unendlichen Summe (26.) (siehe § 80, S. 311). Auf diese Weise
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geht der Ausdruck

[ S(14+P) (14 PP P,
()
T
(56.) (1+.1’]+P?+..,+Pll, Yu—1) 1)_
V. fi— - 1
l (1P g P L

hervor, wo zur Abkiirzung

w3 [A]

I B 3

2

= _ = > 1 > P2
n n n n
E N s N VT A

gesetzt ist. Sehen wir in dieser unendlichen Reihe (56.) von denjenigen
Gliedern ab, die den in o aufgehenden Primzablen 2, [, /,, ... ent-
sprechen, und die nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, so ist im

PR

1
iibrigen diese Reihe gleich &P (m)= E.?’ wo p nur alle diejenigen ratio-

nalen Primzahlen durchliuft, fiir welche die Werte P, P* P, P,, ...
simtlich gleich 1 werden, d. s. eben die Primzahlen, welche der im
Satze 143 verlangten Congruenzbedingung geniigen.

Da die unendliche Summe (26.) (s. 8. 311) fir s=1 iiber alle
Grenzen wichst, dagegen die hier betrachteten Reihen (55.) fir s=1
simtlich endlich bleiben, so folgt, dass auch der Wert der unendlichen
Reihe (56.) fir s =1 iiber alle Grenzen wiichst, d. h. die Primzahlen
mit der verlangten Congruenzeigenschaft sind uotwendig in unendlicher
Anzahl vorhanden.

§ 120.
Die Darstellung samtlicher Einheiten des Kreiskorpers durch die Kreiseinheiten.

Der zweite der beiden in § 117 aufgestellten Ausdriicke kann zum
Nachweise des folgenden Satzes dienen:

Satz 144, Jede Einheit eines Abel'schen Korpers ist eine Wurzel
mit rationalem ganzzahligem Keponenten aus cinem Product von
Kreiseinheiten.

Beweis. Fassen wir zuniichst den Fall ins Auge. dass m =1 eine
ungerade Primzahl ist.  Nach der Formel im Satze 142 enthilt der
zweite Faclor der Klassenanzahl im Zihler eine gewisse Determinante _f:
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jene Determinante A4 ist daher notwendig von O verschieden, und hieraus
folgt mit Riicksicht auf die in § 20 und § 21 angestellten Betrachtungen,

c . b8 g
dass die in Satz 142 angegebenen ——— Einheiten &, &, ..., &_,
- ——
2

2in
des Kreiskorpers k(e ') ein System von unabhiingigen Einheiten bilden.
Dieser Umstand lehrt die Richtigkeit des Satzes 144 fiir den besonderen
21
Fall des Kreiskérpers Z(e * ), sowie auch fiir alle in diesem Korper ent-
haltenen Unterkdrper. [ Kummer 1]

Eine ihnliche Umformung des zweiten Factors der Klassenanzahl
wie sie in Satz 142 gegeben wird, ist auch im Falle des Kreiskorpers
der om ten Einheitswurzeln moglich, wenn 7 eine beliebige zusammen-
gesetzte Zahl ist; der betreffende Ausdruck ermiglicht dann auf Grund
des Satzes 131 den allgemeinen Beweis des Satzes 144.

Ein reiches Zahlenmaterial, welches zu tieferen Untersuchungen in der
Theorie der Kreiskdrpers von hohem Nutzen ist, bieten die von Reuschle
berechneten Tafeln complexer Primzahlen. [ Reuschle!, Kummer®,
Kronecker2.] '

Capitel XXVIL

Anwendungen der Theorie des Kreiskorpers auf den quadra-
tischen Korper.

§ 121.
Die Erzeugung der Einheiten des reellen quadratischen Kérpers- aus Kreis-
einheiten.

Indem wir gewisse in den vorangehenden Capiteln abgeleitete Eigen-
schaften des Kreiskorpers der mten Einheitswurzeln fiir einen in ihm
enthaltenen quadratischen Unterkdrper verwerten, gelangen wir zu neuen
Sitzen iiber den quadratischen Zahlkorper. Die Fruchtbarkeit dieser
Methode wird noch erhoht, wenn wir sie mit denjenigen Wahrheiten in
Verbindung bringen, welche im dritten Teil dieses Berichtes durch un-
mittelbare Betrachtung des quadratischen Korpers gewonnen worden sind.

Nach dem allgemeinen Satze 144 ist insbesondere eine jede Einheit
eines reellen quadratischen Korpers /c(]/ﬁz) .gine Wurzel mit rationalem
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ganzzahligem Exponenten aus cinem Producte von Kreiseinheiten; es wird eine
specielle Einheit des Korpers £ ( ]/7n) einfach durch den folgenden Ausdruck

sr  _p
H‘(ed —e d)
(N

ain _ain
He* —e %)
()

erhalten, wo d die Discriminante des Korpers k(W) bedeutet, und wo

die Producte IZ, IT iiber alle diejenigen Zahlen « oder b der Reihe
(a) (9

: d
1, 2, ..., d zu erstrecken sind, welche der Bedingung (;)=+1

bez. (—) = —1 geniigen. [Diricklet™.] Vgl. §86.

§ 122.

Das Reciprocititsgesetz fir quadratische Reste.

Es sei [ eine ungerade rationale Primzahl, » eine Primitivzahl nach /;
2im
' ’ l—1
ferner {=¢ "' unds=({:{"). Zu der aus den =

Substitutionen

1, %, st ... s&% gebildeten Untergruppe der Gruppe des Kreiskdrpers

k(L) gehort ein gewisser quadratischer Unterkirper A* des Kreiskdrpers

k(C). Da die Discriminante des Korpers £({) nach Satz 115 gleich
—1

(—I)T I ist, so enthdlt nach Satz 39 die Discriminante von A* keine

andere rationale Primzahl als / und besitzt daher wegen Ratz 95 den
—1

Wert d=(—1)" L

Es sei p entweder die Primzahl 2 oder eine beliebige von [ ver-
schiedene ungerade rationale Primzahl. Indem wir die Zerlegung von
p einerseits in dem Kreiskorper £(L) der /ten Einheitswurzeln, anderer-
seits dircet nach Satz 97 in dem quadratischen Unterkérper A% ausfihren
und hernach die orhaltenen Resultate mit einander vergleichen, gelangen
wir zu cinem mneuen Bewecise des Reciprocitiitsgesetzes fir quadratische
Reste. [Kronecker®.]) Wir verfahren dabei, wic folgt:

Ist /' der kleinste positive Exponent, fir welchen p/ =1 nach /

1—1
ausfillt, und wird ¢= - ;o gosetzt, so zorlegt sich nach Satz 119 die

Primzahl p» im Korper £(8) in ¢ Primideale . s ... x='R, und
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es ist der gemeinsame Zerlegungskorper 4 dieser Primideale nach Satz 129
vom Grade e. Die rationale Primzahl dp ist alsdann offenbar in dem
quadratischen Korper k¥ zerlegbar oder nicht zerlegbar, je nachdem der
Korper 4" in %  als Unterkorper enthalten ist oder nicht. Bedenken
wir, dass der Korper Z({) nur den einen quadratischen Unterkorper £*
enthilt, und ferner, dass ein Abel’scher Korper dann und nur dann iber-
haupt einen quadratischen Unterkorper besitzt, wenn sein Grad gerade
ist, so folgt, dass &* dann und nur dann in % enthalten ist, wenn die
Zahl ¢ gerade ausfillt. Andererseits ist nach Satz 97 die Primzahl p

—1
G
in £* zerlegbar oder nicht zerlegbar, je nachdem (—p_) =1
i1 ok
oder = —1 ist. Ist nun e gerade, so folgt p ’ =p ? =1 nach ,
P l;_l é-e e
d. h. (T) = -+1; im anderen Falle wird p ° =p° =(—1)y=-—1
nach /, d. h. (%) = —1. Es ist mithin in jedem Falle
1—1

(57.) (%) — (L—;[))_Tl)

Wir nehmen zuniichst p ungerade an; aus (57.) folgt

E
AV —n*
s ()= (5
(GLY) rYLY) P
und weiter, wenn wir » und / mit einander vertauschen,

1 p—1

(S5) - (=)

Die letztere Formel ergiebt, wenn wir /=3 nehmen,
p—1

—1 wh

59. (_) e 3% .
(59.) m

Die Verbindung der Gleichung (59.) mit (58.) liefert

—1 p—1

w o () -

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vercinigung. IV. 25
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Setzen wir in (57.) p=2, so folgt
-1
P

@} =r®

Dic Formeln (60.), (59.) und (61.) enthalten das Reciprocititsgesetz fiir
quadratische Reste nebst den zugehorigen Erginzungssitzen.

§123.

Der imaginire quadratische Korper mit einer Primzahldiscriminante.

Satz 145. Wenn [ cine rationale Primzahl mit der Congruenz-
eigenschaft /=3 nach 4 ist und p eine rationale Primzahl von der Ge-
stalt p =mi-+1 bedeutet, so gilt fiir ein jedes in p aufgehende Prim-
ideal p des imagindiren quadratischen Korpers /c(],/rl) die Aequivalenz

Zh—2a

p bl
wo Sa die Summe der kleinsten positiven quadratischen Reste und 30
die Summe der kleinsten positiven quadratischen Niehtreste nach [ be-
deutet.

Setzt man ferner p = ypyp' und

Zv—Za

p = (),
wobei 7 eine ganze Zahl des imagindren quadratischen Korpers k(V:—l)
bedeutet, so gilt die Congruenz

1

(@)

wo das im Nenner stehende Product iiber alle kleinsten positiven qua-
dratischen Reste @ nach [ zu erstrecken ist. [Jacobs'* ™+, Cauchy’.
Liisenstein*.)

Beweis.  Nach Satz 186 kann man, wenn § ein Primideal ersten
Grades in k(L) bedeutet, unter Benutzung der dort erklirten Bezeich-
nungen

(62.) 5{I3‘2()+q_1s+q_382+'--+(1_H-LN‘_2 = (4)

w =

selzen derart, dass A cino ganze Zahl in &(L) ist.  Ist dann p=ml-+1
dic darch 8 teilbare rationale Primzahl und p == pp’ dic Zerlegung dieser
Primzahl in dem in £(Z) cnthaltenen quadratischen Unterkirper &()/—1),
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so gehen andererseits diese zwei Primideale p und p' des Korpers &(}/—1)
in der Gestalt hervor:

p = pirTste

>

[ (148 25t o oo pgl—3
P =sp =g~ sl

Wenn wir die Gleichung (62.) in die (1 4@ st - te sym-
bolische Potenz erheben, so folgt

J0t9—otq gyt g_p 8. 19 1H9_gtg_g5tee g
y H3 /1ty tis 9—48 (@),

wo o eine Zahl in £(})/—1) bedeutet. Wegen
3b—=>
Qatd st ey —q_ = 1) ——li

folgt, wenn wir die Aequivalenz PP’ = 1 beriicksichtigen,
(r+1)217—12a
(63.) p = 1.
Andererseits kann man nach Satz 135

g8t o8P ety g2
SBro 1 28 -+28 - ( B)

setzen, derart, dass B eine ganze Zahl in £({) bedeutet. Wenn wir
diese Gleichung in die (1-s?—-std—..-4-s%)te symbolische Potenz
erheben, so folgt

. ZZb—Za
(64) pr—Za =y 1 - 1.

Da die Zahl r—41 nicht durch [ teilbar ist, wenn wir von dem Falle
I==3 absehen, der fiir sich ohne weiteres klar liegt, so folgt aus den
beiden Aequivalenzen (63.) und (64.) die im ersten Teile des Satzes 145
behauptete Aequivalenz.

Der zweite Teil des Satzes 145 folgt - durch eingehendere Be-
trachtung der in § 112 entwickelten Congruenzeigenschaften (43.), (44.)
der Lagrange’'schen Wurzelzahl 4.

Ein wesentlich verschiedener Beweis fiir den ersten Teil des Satzes 145
ergiebt sich unmittelbar aus einer gegen den Schluss des § 86 gemachten
Bemerkung tiber den Ausdruck der Klassenanzahl des Korpers k(]/jl)
fir den Fall /=3 nach 4.

Durch eine bemerkenswerte Modification des Jacobi’schen Verfahrens
gelingt es, die Aussagen des Satzes 145 auch auf den Fall zu erweitern,
dass die Primzahl p nicht von der Gestalt p = m[~1 ist. [Fisenstein'',

Stickelberger.]
2.5%
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§ 194,

Die Bestimmung des Vorzeichens der Gauss’schen Summe.

Es sei p eine ungerade rationale Primzahl, so konnen wir nach den
Definitionen des § 111 und der in § 112 hinzugefiigten Ausdehnung der-
selben auf den Fall [= 2 die Lagrangc’sche Normalbasis und die La-

r—t
grange’sche Wurzelzahl fir den quadratischen Korper k(‘/(-—l) ‘ p)

2ir

aufstellen. Es werde Z==e¢ ¥ gesetst, so besteht fiir diesen Korper die
Lagrange’sche Normalbasis aus den zwei Zahlen

A =32z A =32,
(a) ®)
und die Lagrange’sche Wurzelzahl hat fiir ihn den Wert

A=} —h =32"—3Z";

(2) ®
dabei durchlaufen ¢ und b bez. die quadratischen Reste und Nichtreste
nach p unter den Zahlen 1, 2, ..., p—I1.

Das am Schlusse des § 112 charakterisirte Problem der vollstindigen
Ermittelung von 4, nachdem £' gefunden ist, kommt in dem vorliegenden
Falle des quadratischen Kérpers auf die Frage nach einem gewissen Vor-
zeichen == hinaus und wird durch folgenden Satz erledigt:

Satz 146. Die Lagrange’sche Wurzelzahl £ des quadratischen Korpers
p—1

mit der Primzahldiscriminante (—1) ’ p ist eine positiv reelle oder po-
sitiv rein imagindire Zahl. [Gauss®, Kronecker*.]

Beweis. Das Quadrat der in Frage stehenden Lagrange'schen Wurzel-
zahl A besitzt, weil 4 cine Zahl des quadratischen Korpers und nach
Satz 138

|4 = [Vp]
p—t
ist, jedenfalls den Wort (—1) * i man hat also

=
(65.) 4= iV(—l) "
An die Stello der in § 112 mit p, L bezeichneten ldeale treten im vor-
liegenden Falle [==2 bez. dio Ideale (p) wd (1—Z); aus der Con-
grucnz (43.) wird dahor die Congruonz
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P+l

_ (=D~ A
A= 0-2", 1-2°,
!
d. i
P—‘l i P+

(66.) = I =23 %, QQ==g)?,

2

Wir betrachten andererseits den Ausdruck
p—1 p—1

—_—— “+—
de= {2 —Z"N2 2. (2 ? =2 7y
Da derselbe nur sein Vorzeichen #indert, wenn wir Z durch Z” ersetzen
wobei R eine Primitivzahl nach p bedeuten soll, und da das Ideal (),
cilm
mit dem Ideal (1—Z) ? iibereinstimmt, so ist notwendig
Pt
==V (—1?p.

Um das Vorzeichen hier zu bestimmen, bedenken wir, dass

Z7h_Zth — __94sin 22” , (h: 1,2, ..., _E:i)

2
p—1

ist, und erhalten hieraus fir 4 einen Wert von der Gestalt (—7) 2P,
wo P eine positive Grosse darstellt. Hieraus folgt, wenn wir fortan unter

p—1
1/(——1) ? p denjenigen Wert dieser Quadratwurzel verstehen, welcher
positiv reell oder positiv rein imaginir ist,

p*—1 p—1
(67.) a==n"° V=n7p

Endlich lehrt die Gleichung

p—1

2 a—zH(—2Y...a—2",

=1
Ad=2Z

dass
p—1 p—1 p—t an
o \

A=2.4.6...(p—1)(1—2Z) * =2° i"T 1—2z)%, 1—2)°

ist, und hieraus folgt nach (66.)
p—1 e
A=2 4 0—2)° .
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Da

=1

22;_1 = (%) =1 ¥, (p

wird, so crgiebt sich wegen (67.)

=1 !
A= V(—l) “p (1—2)7,
und folglich ist wegen (65.)

A = l/(—l)p—;} s

womit der Satz 146 bewicsen ist.

Ueber specielle Abel’sche Korper von hiherem als dem zweiten
Grade ist bisher wenig verdffentlicht worden; erwihnt seien die Fisen-
stetw’sche Abhandlung iber cubische, aus der Kreisteilung entstehende
Formen, welche als eine Einleitung in die Theorie der cubischen Abel-
schen Korper aufzufassen ist [Hfisenstein'®], ferner die Bachmann’sche
Arbeit tiber die aus zwei Quadratwurzeln zusammengesetzten complexen
Zahlen [Bachmann'] und die Weber’'schen Untersuchungen iiber Abel-
sche cubische und biquadratische Zahlkorper [ 1Veber=4].



Fiunfter Teil.

Der Kummer'seche Zahlkorper.

Capitel XXVIIL

Die Zerlegung der Zahlen des Kreiskorpers im Kummer’-
schen Korper.

§ 125.

Die Definition des Kummer’schen Korpers,

Es bezeichne [ eine ungerade rationale Primzahl und %(f) den durch
2

' bestimmten Kreiskirper. Ist dann w cine solche ganze Zahl in

k(L), welche nicht zugleich die [te Potenz einer Zahl in £({) wird, so
erweist sich die Gleichung lten Grades

d—p =0

[=e

1
als irreducibel im Rationalititsbereich £(L). Bedeutet M =7 cine
irgendwie in bestimmter Weise ausgewiihlte Wurzel dieser Gleichung, so
sind

M, UM, ..., M

deren [—1 iibrige Wurzeln. Den durch M und [ bestimmten Korper
k(M, §) nenne ich einen Kummer’schen Korper. Ein solcher Kummer'-
scher Korper £(M, {) ist vom Grade [(I—1); er enthilt den Kreiskdrper
k(L) als Unterkérper und ist in Bezug auf %(L) ein relativ Abel’scher
Kérper vom Relativgrade /. Durch die Operation der Vertauschung von
M wit {M in einer Zahl oder in einem Ideal dieses Kummer'schen
Kérpers geht man zu der relativ conmjugirten Zahl beziiglich dem relativ
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conjugirten Tdeal iiber. Dieser Uebergang werde durch Vorsetzen des
Substitutionszeichens S angedentcet.
Man beweist leicht die Thatsachen:

!
Satz 147. Der durch M =71 und [ bestimmte Kummer’sche
Korper ist im Berciche der rationalen Zahlen dann und nur dann ein
Galois’scher Korper, wenn unter den symbolischen Potenzen ps—2, p*=%, . ..

... #~H1 cine die Zte Potenz ciner Zahl in (L) wird. Dabei ist s=(L:{"),
worin # cine Primitivzall nach [ hedeutet.

Der Kummer'sche Korper £( M, £) ist insbesondere dann und nur dann
cin Abel’scher Korper, wenn p*—" dic lte Potenz eincr Zahl in A7) wird.

Wenn der Kummer’sche Korper L(M, L) ein Galois’scher oder ins-
besondere ein Abel’scher Korper ist, so entsteht dieser Kirper, wie man
anf Grund der in § 38 entwickelten Begriffe ersieht, durch Zusammen-
setzung aus dem Kreiskirper £(£) und einem gewissen Korper [ten Grades.

§ 126.

Die Relativdiscriminante des Kummer’schen Kdrpers.

Unsere crste Aufgabe ist die Ermittelung der Relativdiscriminante
von (M, L) in Bezug auf A(L). Wir beweisen zunichst die folgende
Thatsache:

Hitlyssatz= 23.  Wenn ein Primideal p des Kreiskorpers £(Z) gleich
der [ten Potenz eines Primideals 3 des Kummer'schen Korpers A(J3M. 2)
wird und A4 eine ganze durch P, aber nicht durch §3* teilbare Zahl in
k(M, ) ist, so enthalten die Relativdiscriminante der Zahl { und die
Relativdiseriminante des Kummer’schen Korpers £( 3. {) in Bezug auf £(2)
genau die gleiche Potenz von p als Factor.

Beweis.  Jede ganze Zahl des Kummer'schen Korpers A(JLJ) ist
offenbar in der Gestalt

-1

at+a d+4a, A ety gl

68) L =

N

darstellbar, so dass «, @y (yy oovy @y, B ganze Zahlen in A(<) sind.
Ist dabei 8 durch p teilbar, so folgt, dass anch derv Zihler des rechter
Hand stohenden Braches congruent 0 nach P sein muss. Wegen =0
nach P geht hicraus ¢ = 0 nach P und, da @ in () liegt, auch ¢ =0
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nach p hervor. Aus der letzten Congruenz ergiebt sich
9 -
a, A+, 4 +---—|—al_1A’ = ),

und da 4320, £=0, £=0, ..., 4™=0 nach B ist, so folgt
¢, =0 nach P und daher auch nach p, also ist auch

a4, AT =0, ().

Wegen =0, 4°=0, ..., 47" =0 nach $° folgt @, = 0 nach P
und daher auch nach p. Fahren wir so fort, so erkennen wir, dass

notwendig alle Coefficienten @, @, @,, ..., @, _, durch p teilbar sein

1
miissen. Ist jetzt §' eine ganze Zahl in (%), welche durch % teilbar,

aber nicht durch § teilbar ist, so werden die Zahlen a8’, ¢ 8', ..., ,_,f'
simtlich durch § teilbar. Wir setzen

! ' ’
. , 4B LY

5 al__ﬁ,..., o, 8

und erhalten dann

a

o'+ Aoy £l AT

g ’
wo die im Nenner stehende Zahl B' jetzt einen Idealfactor p weniger
enthélt als 3. Wenden wir die eben auf (68.) angewandte Schlussweise
nunmehr wiederum auf (69.) an u. s. f., so gelangen wir schliesslich zu
dem Resultat, dass jede ganze Zahl $2 des Korpers k(M,{) in der
Gestalt

(69.) K =

1

e+a, Ao, L4 ta,_ AT
B

coy o_cl_l, E siamtlich ganze Zahlen in

(10) 82 =

darstellbar ist derart, dass a, &1, .
k(&) sind, und dass ausserdem E zu p prim ausfillt. Wir denken uns
nun die /(/—1) Zahlen einer Basis des Kummer’schen Korpers £(IM, £)
gemiss (70.) ausgedriickt und bilden aus diesen Zahlen und den zu
ihnen relativ conjugirten Zahlen die [-reihige Matrix; es wird dann er-
sichtlich, dass die Relativdiseriminante des Kummer’schen Korpers £(M, £)
nach Multiplication mit gewissen zu ) primen ganzen Zahlen (8 des
Kérpers k() durch die Relativdiscriminante der Zahl 4 teilbar werden
muss, und hiermit ist der Hiilfssatz 23 bewiesen.

Satz 148. Es werde 1 =1—C und [=(A) gesetzt. Geht ein



394 Finfter Teil. Der Kummer'sche Zahlkirper. § 126.

von [ verschicdencs Primidcal p des Kreiskorpers £({) in der Zahl p

genau zur e¢ten Potenz auf, so enthilt, wenn der Exponent ¢ zu [/ prim
¢

ist, die Relativdiscriminante des durch M :W und § bestimmten
Kummer’schen Korpers in Bezug auf £({) genau die Potenz p'—! von p
als Factor. st dagegen der Exponent ¢ ein Vielfaches von [/, so fillt
dicse Relativdiseriminante prim zu p aus.

Was das Primideal [ betrifft, so kinnen wir zunichst den Umstand
ausschliessen, dass die Zahl g durch [ teilbar ist und dabei [ genau in
einer solchen Potenz enthilt, deren Exponent ein Vielfaches von [ ist;
“denn alsdann konnte die Zahl g sofort durch eine za [ prime Zahl p*

. !
ersetzt werden, so dass k(})/p*, &) derselbe Korper wie k(). () ist.
Unter Ausschluss des genannten Umstandes haben wir die zwei mog-
lichen Fille, dass u genau eine Potenz von | enthilt, deren Exponent
zu { prim ist, oder dass g nicht durch [ teilbar ist. Im ersteren Falle

il

ist die Relativdiseriminante von %()/u, {) in Bezug auf £(¢) genan durch
die Potenz 1"~' von | teilbar. Im zweiten Falle sei m der hochste
Exponent =/, fiir den es ecine Zahl o in A({) giebt, so dass u=do
nach [" ausfillt. Jene Relativdiscriminante ist dann im Falle 27 =1 zu
| prim; sie ist dagegen im Falle 7 << { genau durch die Potenz [*~" /"~
von | teilbar.

Beweis. Gehen wir zuniichst auf den ersten Teil des Satzes 148
ein. Es sei ;2 eine durch P, aber nicht durch p* teilbare ganze Zahl

in £(£), und weiter sci v eine durch T teilbare, aber zu P prime ganze

Zahl in £(5).
Ist der Exponent ¢ der in g enthaltenen Potenz von ) kein Viel-

faches von [, so kionnen wir zwei ganze rationale positive Zahlen ¢ und
a i

; . . < vy <

b bestimmen, so dass 1=ae—>~( ist. Damn ist = -~—— eine
a

durch p, aber nicht durch p* teilbare ganze Zahl in £(J), und os er-

l
woist sich, wenn M*==1/u* gosctzt wird, k(M o) =Ak(M, ) und
wenn wir den gemeinsamen Idealteilor von p und J¥ im Kérper &(M, O)
mit P bezoichuen,

P=8P, »= :D"
Das Ideal P ist also cin ambiges Primideal des Kummer sehen Korpers
(M, L) in Bozug anf den Unterkdrpor £(8); nach Satz 93 tritt dassclbe
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daher in der Relativdiseriminante von £(M,{) in Bezug auf A({) als

Factor auf. Da ferner die Zahl M* durch $, aber nicht durch P?

teilbar ist, und da die Relativdiscriminante der Zahl M * in Bezug auf
-1

k(¢) den Wert (—1) 2 2'u* " hat, so ist nach Hiilfssatz 23 das Ideal D

auch in der Relativdiscriminante ‘des Korpers £(M, £) genan zur (I—1)ten

Potenz enthalten.

Ist dagegen der Exponent e der in g enthaltenen Potenz von ) ein

e
Vielfaches von [, so ist u* = BY cine micht durch ) teilbare ganze

14
Zahl in %(§); da die Relativdiscriminante der Zahl M * = }/u* in Bezug

—1
auf £(L) den Wert (—1) 2 °u*' ™" hat, so ist sie zu p prim. Das
Gleiche gilt mithin von der Relativdiscriminante des Korpers k(M, §) in
Bezug auf £({).

Jetzt betrachten wir die Verhiltnisse in Betreff des Primfactors [. Im
Falle, dass derselbe in p zu einem solchen Exponenten e erhoben aufgeht,
der kein Vielfaches von [ ist, verfahren wir in entsprechender Weise, wie
im ersten Teil dieses Beweises bei Behandlung des Primideales p verfahren
wurde, indem wir an die Stelle von g eine Zahl p* bringen, die durch
[, aber nicht durch I® teilbar ist. Da die Relativdiseriminante der Zahl

! -1
M*=)/u* den Wert (—1)—2—leb"‘z_1 hat, so ist, nach der Beschaffen-
heit von u*, dem Hiilfssatze 28 zufolge die Relativdiscriminante des
Korpers %£(M, £) in Bezug auf £({) genau durch ! teilbar.

An zweiter Stelle haben wir den Fall zu untersuchen, dass g nicht
durch | teilbar ist. Der fiir diesen Fall in Satz 148 bezeichnete Ex-
ponent 7 (==1[) sei zuniichst =1{; es gebe also eine ganze Zahl ¢ in

—a
k(L) derart, dass pu = o nach [ ist; dabei wird dann i 7 eine ganze

Zahl in %(Z), und folglich besitzt die Gleichung [ten Grades in z

(}Lw—a)l—-l—y, — 0

ll
12
ao—M — .
lauter ganze Cocfficienten. Da o= — wo M= ]/,u gesetzt ist,
o . o—M
eine Wurzel dieser Gleichung ist, so erweist sich die Zahl Q:—T—

des Korpers k(M,{) als ganze Zahl. Die Relativdiscriminante dieser
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Zahl £ ist gleich gu!~!, wo & einc Einheit bedeutet, und folglich ist
auch die Relativdiscriminante des Korpers £(M, &) in Bezug auf A(L)
zu [ prim.

Zweitens sei m < [, so dass also p mnicht einer /ten Potenz mnach

1
nach 1™,

- e

{* congruent gesetzt werden kann; wir setzen ,uEal—f—a/,
wo « cine ganze Zahl in k({), ferner m der im Satze erklirte Exponent
ist und @ cine ganze rationale, nicht durch [ teilbare Zahl bedeutet.
Wir betrachten nun das Ideal

A = (A, a— M).
=

Die Zahl
ie Za )

ist sicher keine ganze Zahl, da ihre Relativnorm in

1
Bezug auf £({), d. i —‘%, wegen m <Z | cine gebrochene Zahl ist,

also ist die Zahl a@— M nicht durch [ teilbar; mithin ist das Ideal ¥
von | verschieden. Andererseits ist 9 auch nicht =1, da die Relativ-
norm der Zahl «— M wegen

(1) N(@e—M)=d—p=—al", (")

durch 1" teilbar ist. Da sich S =9 erweist, so ist ¥ ein ambiges
Ideal, und da dasselbe ein Factor von [ sein muss, so gehdrt unter den
gegenwirtigen Umstinden | zur ersten von den drei in § A7 beim Be-
weise des Satzes 93 unterschiedenen Arten von Primidealen des Unter-
korpers, d. h. wir haben [=&, wo € ein Primideal und offenbar crsten
Grades im Korper (M, () bedeutet. Aus der Congruenz (71.) ergiebt sich
dann Y = ",

Nunmehr bestimmen wir zwei ganze rationale positive Zahlen ¢ und
b, so dass 1 =am—>bl wird, und setzen

0 — (“_';bﬂi[)_.
Wegen SM =M folgt
80 — MMy

und wir schliessen ans diesem Ausdrucke, dass Q— SO cenau durch
dio (l—m—1)te Polenz von ¥ teilbar ist.  Da von jeder Differenz aus
irgend zwei zu 2 relaliv conjugirten Zahlen das Gleiche gilt, so ent-
hiillt dio Relativdiseriminante dor Zahl £ in Bezug auf A(C) genau die
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({—1)({l—m—-1)te Potenz des Ideals [. Hieraus folgt, indem Q2 nur
durch die erste Potenz von @ teilbar ist, nach Hiilfssatz 23, dass auch
die Relativdiscriminante des Kérpers &(M, ) in Bezug auf 4({) genau
durch die angegebene Potenz von | teilbar sein muss.

Durch den eben bewiesenen Satz 148 ist die Relativdiscriminante
des Kummer'schen Korpers £(M, {) in Bezug auf den Korper £(8) vollig
bestimmt, und nach Satz 39 kann man aus dieser Relativdiscriminante
sogleich auch die Discriminante des Kummer’schen Korpers £( M, £) finden.

§ 127.
Das Symbol {—’i}
m

Fir die weiteren Entwickelungen ist es notig, das in § 113 ein-
gefiihrte Symbol {%} in folgender Weise zu verallgemeinern, so dass

es auch in den Fillen eine Bedeutung hat, wo w in w aufgeht, und wo
w==1 ist.

Es sei w ein beliebiges Primideal in £({) und p eine beliebige
ganze Zahl in £({), welche nicht /te Potenz einer ganzen Zahl in £({)

l
ist. Wenn dann die Relativdiscriminante des durch M=)/ und {
bestimmten Kummer’schen Korpers durch i teilbar ist, so habe das

Symbol {%} den Wert 0.

Tst dagegen die Relativdiscriminante dieses Korpers k(M, {) nicht
durch w teilbar, so kann man nach Satz 148 stets eine Zahl e in £({)
finden derart, dass p* = ¢’y eine ganze, nicht mehr durch w teilbare
Zabl in k(¢) wird. Ist p selbst zu yw prim, so erfilllt bereits ¢ =1
diese Bedingung. Wir definiren dann, wenn w = | ist, das fragliche
Symbol durch die Formel

() =1

Wenn aber w = | ist, so kann, da die Relativdiscriminante von £(M, {)
prim zu | sein soll, nach dem Satze 148 die Zahl ¢ iiberdies so gewihlt
werden, dass u* =1 nach " ausfillt. Ist dies geschehen, so gilt eine
Congruenz von der Gestalt

w = 1+4al, (),
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wo @ cine bestimmte Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, ..., [—1 bedeutet.

Ich definire dann das Symbol {%} durch die Gleichung

(2} =

Ist u die lte Potenz einer ganzen Zahl in £({) und w ein be-
lichiges Primideal in £(), so werde stets {%}: 1 genommen.

Auf diese Weise ist der Wert des Symbols {%} fiir jede ganze

Zahl p und fiir jedes Primideal w in £({) eindeutig festgelegt, und
zwar wird dieser Wert entweder gleich O oder gleich einer bestimmten
lten Einheitswurzel.

Ist endlich a ein beliebiges Ideal des Korpers £({) und hat man
a=>5q...w, wo 9, q, ..., w Primideale in £({) sind, so mdbge, wenn

w eine beliebige ganze Zahl in £({) ist, das Symbol {%} durch die
folgende Gleichung definirt werden:
b
iy

=t

Sind a, b heliehige Ideale in £({), so gilt dann offenbar die Gleichung:
bt = L)
ab a b

§ 128.
Die Primideale des Kummer'schen Korpers.

l
Es sei w eine ganze Zahl in (%), aber M=}/ keine Zahl dicses
Kérpers. Dic Aufgabe, die Primideale des Kreiskirpers £() in Prim-
ideale des Kummer'schen Korpers (M, {) zu zerlegen, wird durch fol-
genden Satz geldst:
Sfu!z 149. Ein beliebiges Primideal p in A({) ist in dem durch

M=7V)p und { bestimmten Kummer'schen Korper A(JL$) entweder
gleich der lten Potenz cines Primideals oder zerlegbar in / von einander

2 5 s G . t
verschicdene Primideale oder selbst Primideal, je nachdem {»‘L}zo
p
oder =1 oder gleich ciner von 1 verschicdenen /ten Binheitswurzel
ausfillt.
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Beweis. Der erste Teil dieses Satzes bezieht sich auf die in der Relativ-
discriminante des Kummer’schen Korpers £(M, {) aufgehenden Primideale;
dieselben sind nach Satz 93 ambig. Hieraus oder aus dem Beweise des
Satzes 148 ergiebt sich fir diese Primideale die Richtigkeit der Be-
hauptung.

Wenn p ein nicht in der Relativdiseriminante des Korpers (M, §)
aufgehendes Primideal ist, so moge w* eine durch Y nicht teilbare ganze

s

Zahl von der Art sein, dass der Quotient — gleich der lten Potenz
w
einer Zahl in &({) ist. Der Koérper (M, ) wird dann auch durch

1
M* =V p* und § festgelegt.
Wir untersuchen zunichst den Fall, dass p [ ist. Wenn dann

b3
{‘L; }:1 ausfillt, so ist nach Satz 139 die Zahl u* ein [ter Potenz-

rest nach p. Wir bestimmen, was offenbar moglich ist, eine ganze Zahl
e in k(§) derart, dass

=, @ wd  pfd, (97
wird; alsdann bilden wir die relativ conjugirten Ideale
P=0 M—ao,
8P = (v, {M*—a),

Sl_lﬂ} — (p, §Z—1M*_a)
und erhalten leicht
p = P.8P... 87
Wegen
B, SP) =, M*—e, {M*—a) =1

ist SP von P, und folglich sind alle 7 Primfactoren B, SB, ..., S"'P
des Ideals p unter einander verschieden. Das Primideal p in £({) gehort
also zu der zweiten der drei im Beweise zu Satz 93 aufgezihlten Arten von
Primidealen des Unterkﬁrpers: es zerfillt in k(M, &) in [ von einander
verschiedene Primideale. Umgekehrt, wenn ein Primideal p des Korpers
k(L), wo jetzt p auch =1 sein kann, in / von einander verschiedene
Primideale B, SL, ..., S”'P des Korpers k(M, £) zerfillt, so wird,
wenn p die durch p teilbare rationale Primzahl N(P)=p/ und die
Norm von P ist,

N(p) = NEB)NESE)... NS B) =p",
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und mithin ist die Norm von p, im Kérper £(¢) genommen, 7 (p), ebenfalls
gleich p/. Die Gleichheit der Normen N($) und n(p) lisst, wie in § 57,
dic Thatsache crkennen, dass eine jede ganze Zahl des Korpers £(M, L)
cinor ganzen Zahl des Korpers k(L) nach §§ congruent gesetzt werden
kann; sctzen wir insbesondere M% = ¢ nach P, wo « in k(L) liegen
soll, so folgt M™ == n* = ¢’ nach P, und da p*—q! eine Zahl in £(Z)

w1 _[p])_
e p =t

ist, so muss pw* = ¢ auch nach ) sein, d. h. es gil =
Damit ist zugleich fiir ein von [ verschiedenes Primideal p der letzte Teil
des Satzes 149 vollstindig bewiesen.

Was endlich das Primideal | anbetrifft, so gilt, falls die Relativ-
discriminante des Korpers k(M, L) in Bezug auf k(L) durch [ nicht
teilbar ist, fiir die Zahl p* dem Satze 148 gemiiss eine Congruenz von
der Gestalt

W = g -fal’ (II'H),

wo « eine ganze rationale Zahl bedeutet. Soll nun {%}: 1, d. h.

o durch [ teilbar sein, so folgt daraus eine Congruenz von der Gestalt
W= dat it (Il+2),

wo «* wiederum eine ganze rationale Zahl bedeutet. Ist hierin o* nicht
durch / teilbar, so setzen wir p** = p*; ist dagegen a* durch [ teilbar,
so setzen wir ™ = (14-4)' " = (1— A*'u*, damn folgt

w = 2", ().
Demnach geniigt dic Zahl p** stets ciner Congruenz
P = d'4-a** i, ().
wo nun o™ einc ganze rationale, nicht durch / teilbare Zall bedeutet.

14
und hieraus folgt, wenn M** = ]/«*" und

a__M**
=)

gesetzt wird, fir | die Zerlegnng
[ = v.8¢...8"y

Wegen

(, «—M" . etumy
M I .4 Y
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ist S von @ verschieden, und daher sind auch alle  Primideale g,
8¢, ..., 8"7'¢ unter einander verschieden.

Umgekehrt, wenn I eine Zerlegung dieser Art im Kummer’schen
Korper k(M, [) gestattet, so stimmen nach einer oben gemachten
und, wie dort erwihnt, auch fir p=1 zutreffenden Bemerkung die
Normen von € in £(DM,{) und von | in A() iberein, und es muss
daher jede ganze Zahl des Korpers k(M,{) einer ganzen Zahl des
Korpers £({) nach @ congruent sein. Da [ alsdann nach Satz 93
gewiss mnicht in der Relativdiscriminante des Korpers k(M, {) in Bezug
auf %({) enthalten ist, so kinnen wir nach Satz 148 w* = @’ nach

£

a—
A
Primideal ersten Grades in £(DM,{) wird, so konnen wir diese ganze
Zahl congruent @ mnach ¢ setzen, so dass @ eine ganze rationale Zahl
bedeutet; dann folgt, wenn Nk als Bezeichnung der Relativnorm in Bezug

auf %£({) dient, die Congruenz

N(E=E ) =0 o,

r setzen, und demgemiss ist eine ganze Zahl. Da & ein

d. h.
(e—ad)—pr =0, (I

es ist mithin {%} ={%}= 1. Diese Thatsachen beweisen auch fir

das Primideal | den letzten Teil des Satzes 149.

Durch den Satz 149 haben wir ein einfaches Mittel erlangt, um die
im Beweise des Safzes 93 aufgeziihlten drei Arten von Primidealen eines
Korpers in Hinsicht auf einen relativ-cyklischen Oberkdrper von einem
Primzahlrelativgrade fiir den vorliegenden Fall der Korper £(DM, {) und
k(L) zu unterscheiden.

Capitel XXIX.

Die Normenreste und Normennichtreste des Kummer’schen
Korpers.
§129.
Die Definition der Normenreste und Normennichtreste.

Es sei, wie in § 125, u eine Zahl des Kreiskorpers £({), fiir welche
¢
M =V/p nicht in £(() liegt, und es bedeute k(M, ) den durch M

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 926
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und { bestimmten Kummer’schen Korper; fiir eine Zahl 4 in k(M)
werde die Relativnorm in Bezug auf k(L) mit NN (4) bezeichnet. Es
sei w ein beliebiges Primideal des Kreiskérpers £(¢).und v eine belie-
bige ganze Zah! in £({). Wenn dann » nach w der Relativnorm
ciner ganzen Zahl des Korpers £(M, () congruent ist, und wenn ausser-
dem auch fiir jede hohere Potenz von w stets eine solche ganze Zahl 4
im Korper £(M, {) gefunden werden kann, dass » = N, (4) nach jener
Potenz von w ausfilll, so nennc ich v einen Normenrest des Kum-
mer’schen Korpers /:(M, {) nach w. In jedem anderen Falle nenne
ich » einen Normennichtrest des Kummer’schen Korpers k(M. ()
nach w.

§130.

Der Satz von der Anzahl der Normenreste. Die Verzweigungsideale.

Es gilt der folgende wichtige Satz:

Satz 150. Wenn w ein Primideal des Kreiskirpers k(L) ist,
das nicht in der Relativdiscriminante des Kummer'schen Kérpers
k(M,§) aufgelit, so ist jede zu w prime Zahl in k(L) Normenrest
des Kummer’schen Korpers k(M, {) nach w.

Wenn dagegen w ein Primideal des Kreiskorpers k(L) st, das
in der Relativdiscriminante des Kummer'schen Kirpers k(DM L) aur-
geht, und e im Falle w=1 ein beliebiger positiver Frponent, im
Falle w=1 ein beliebiger Ezponent =1 bedeutet. so sind von allen
vorhandenen, zu w primen und nach w* einander incongruenten Zahlen
m k() genaw der lte Teil Normenveste nach Y.

Beweis. FEs sei zunichst w ein in der Relativdiscriminante des
Korpers £(M, ) nicht aufgehendes und von 1 verschiedenes Primideal
des Kreiskorpers £({); dann sind zwei Fille zu unterscheiden. je nach-
dem w in &(M, ) zerlegbar ist oder nicht. Im ersteren Falle sei 3
ein in w aufgohendes Primideal des Kummer'schen Korpers A(AL O). Im
Hinblick anf den Beweis zu Satz 148 kionnen wir, ohne dadurch eine
Beschrinkung cinzufiilhren, annehmen, es sei g und mithin auch die

i
Rolativdiseriminante dor Zahl M = Yu in Besug auf A(E) uicht
durch 9 feilbar; os gicht dann gewiss im Kéarper A(M, &) cin System
von / ganzen Zablen A, ... ., Tiv welehe die ¢ Congruenzen
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A+A4,M e g M
A+ ALM A g (M
A+ALM 4 A (MY

Il

I

(W)

l

‘41+A2€Z—1M+,..+AZ(§Z—1 M)l—l = 1,

erfillt sind. Nun ist offenbar jede ganze Zahl des Korpers £(M, {) nach
W einer ganzen Zahl in £() congruent; setzen wir

4=e, 4=, -.. 4=¢, (W),
so dass @, @, ..., @, ganze Zahlen in £({) sind, und
4= o,+a,M—t- -t M
so ergiebt sich daher
v=A4, 1=84, ... 1=87"4 W),

und durch Multiplication folgt » = N, (4) nach 8 und daher auch nach .
Damit ist unter der gegenwirtigen Annahme iiber das Primideal w der erste
Teil des Satzes fiir den Fall ¢e=1 bewiesen. Um zu den Fillen ¢ > 1
iiberzugehen, nehmen wir an, es sei ¥ == V,(4) nach w?, und setzen dann

—Iv._ — ¥ 3
Nk(A s 1+(‘)7 (m )7

so dass dabei w eine ganze, durch y, aber nicht durch w® teilbare Zahl
in &(C) bedeutet. Die ganze Zahl B= A(1-+(*w), wobei [* eine
ganze rationale, der Congruenz ({* =1 nach w geniigende Zahl sein
soll, erfillt dann die Bedingung » = N,(B) nach w’. Durch die ge-
horige Fortsetzung des hier eingeschlagenen Verfahrens gelangen wir
schliesslich zu einer ganzen Zahl in k(DM {), deren Relativnorm in Bezug
auf () der Zahl v nach einer beliebig hohen Potenz w® congruent ist.

Es sei andererseits w im Korper (DM, {) nicht weiter zerlegbar;
wir konnen es wiederum einrichten, dass g mnicht durch y- teilbar sei,
und es ist dann nach Satz 149 u jedenfalls kein [ter Potenzrest nach .

m)—1
Nach den Folgerungen aus Satz 139 giebt es in £({) genau 9'=i)l——

zu w prime [te Potenzreste nach w; sind diese mach w durch ¢, ..., @,

26
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vertreten, so fallen die n(w)—1 Zahlen

’ i=1,2 ..., 7 )

0t (g —0,1,2 ...,1—1

simtlich nach Yo unter einander incongruent ans, da g nicht [ter Potenz-

rest mach w ist, und es ist also jede zu w prime Zabl in £(() einer

dicser Zahlen nach w congruent. Setzen wir o, =a!, ., 0= at
nach w, so dass ¢, ...,  ebenfalls Zahlen in k(L) sind, so folgt

0; ‘u{/ = k(a,- M U)’ ()

und es ist also jede zu w prime Zahl in £({) der Norm einer geeig-
neten Zahl in £(M, {) nach w congruent; hieraus schliesst man weiter,
ihnlich wie im vorigen Falle, dass zu jeder zu w.primen ganzen Zahl v
in £(¢) auch in Bezug auf eine beliehig hohe Potenz w® von w stets
eine ganze Zahl des Korpers £(M, () gefunden werden kann, deren Re-
lativnorm mnach w¢ der Zahl » congruent ist.

Wir wollen nun den ersten Teil des Satzes 150 auch fiir den Fall
w=1 beweisen, dabei konnen wir p zu [ prim annehmen; wir be-
zeichnen mit 4™ die hochste in u'"'—1 enthaltene Potenz von 1. wo-
bei jedenfalls m = 1 sein wird, und setzen

Ml_l = 1—*—‘(1},7”, (Im+1),

wo a eine ganze rationale, zu [ prime Zahl bedeuten soll. Ist dann a*

eine ganze rationale Zahl mit der Congruenzeigenschaft ¢a®= —1 nach
l, und setzen wir p* = p?=1, so wird
(72) M* = | ___lm, (Im-H).

Andererseits gelten die Congruenzen

{(1—/1-"“)1 = -} A‘“}\ (Y,

73.
( ) (l_lg-l-l)hl = ]—*—hll-'-g

wo ¢ cine jede positive ganze rationale Zahl und % eine jede positive
ganze rationale zu / prime Zahl sein kann. Da die Relativdiseriminante
des Korpers £(M, £) in Bezug auf £(£) im gegenwiirtig zu untersuchenden
Falle den TFactor [ nicht enthalten soll, so ist nach Satz 148 notwendig
m = .

Es sci zuniichst m = /. Man entnimmt dann leicht aus den Congru-
enzen (72.) und (73.), dass zun jeder beliebigen positiven ganzen ratio-
nalen Zahl g stels cine ganze Zahl ¢, in £() gefunden werden kann derart,
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dass die Congruenz

‘U«* alg = 9 ‘—Al—i—‘ ll+g’ (Il+y+l)‘
13
erfilllt wird. Setzen wir nun M* = W und ferner allgemein fiir jeden
Wert von g:
1—q,M*

99= l >

so wird jedesmal £, eine ganze Zahl in 4(DM, §) und
No(2) = 1—27, (™).

Hieraus folgt unmittelbar, dass jede ganze Zahla in £(), die der Con-
gruenz » =1 nach [ geniigt, Normenrest des Korpers k£(M, ) nach [
ist. Die Beschrinkung, die hier in Annahme »=1 nach | liegt, wird
leicht aufgehoben. Ist ndmlich » eine beliebige zu | prime Zahl, und
wird sie nach [ der ganzen rationalen Zahl @ congruent, so setzen wir
¥ = g*¥p, wo «* eine ganze rationale Zahl mit der Congruenzeigenschaft
aa® =1 mnach | bedeute; dann wird offenbar »* =1 nach [, und an-
dererseits werden v und 2* gleichzeitic Normenrest oder Normennichtrest
des Korpers £(M, {) nach | sein.

Es sei zweitens in Formel (72.) s =>{ und mithin {%} =1; dann

konnen wir, wenn g eine beliebige positive ganze rationale Zahl ist, stets
zwei ganze Zahlen ¢, und egqq in k() construiren derart, dass

f wid, 1 gL (o),
Wy == 1 AT TR (Y

wird. Wir setzen gemiss dem Satze 149 [ = e ... wo g @, ...
..., €Y yon einander verschiedene Primideale des Korpers k(M {)
bedeuten. Die beiden Zahlen

I

(74.)

1—a, M* 1—ue¢ +1 M*
Ay == lg » g =—9T_ ;
!
M#*—=)/u* gesetst, sind ganze Zahlen, und da N (4 )= —4 nach

1? wird, so enthiilt 4, eines der in | aufgehenden Primideale, es sei dies
etwa das Primideal 2, zur ersten Potenz und die anderen in [ auf-
gehenden Primideale gar nicht. Aus den Formeln (74.) folgt

b e b 142
0y = CQg+1, (1 )
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und wir kénnen nun voraussetzen, dass ¢, in der Reihe der Zahlen
Gty GOgef1s ey él"' g+ in solcher Weise gewihlt sei, dass o, = ¢y
nach 1? und also 4, = A, nach | ausfillt. Wegen der letzteren Con-
gruenz ist auch die Zahl A4, durch €, aber durch keines der Primideale
¢ ..., € teilbar, und da auch M(Ag+1)E—7, nach [* ist, so
ist A,4q chenfalls nur durch dic erste Potenz von € teilbar. Wir konnen

4, . .
mit Riicksicht auf das eben Bewiesene die gebrochene Zahl 7 _ in die
) g+1
Form eines Bruches schreiben, dessen Zihler und Nenner zu [ prim sind.
Setzen wir Ay =&, nach """ in solcher Weise, dass £, eine ganze
9+1
Zall in k(M, ) ist, so wird
N.(4,)
N0 Y= el B = 07 (D),
* g NI:(Ag+1) ’

Da eine solche Formel fir jeden positiven Exponenten g moglich ist, so
zeigt sich wie vorhin, dass jede zu | prime Zahl Normenrest des Korpers
k(DM §) ist.

Wir gehen jetzt zum Beweise der zweiten Hilfte von Satz 150 iber.
Es sei zundchst w ein von [ verschiedenes, in der Relativdiscriminante
des Korpers £(M, £) in Bezug auf £({) aufgehendes Primideal des Korpers
k(¢); wir haben dann nach Satz 149 w =, wo 8 ein Primideal in
k(M, £) ist. Jede ganze Zahl des Korpers £(M, {) muss dann, wie schon
mehrfach erwihnt wurde, einer ganzen Zahl in £({) nach 28 congruent
sein.  Soll nun eine gegebene, zu w prime ganze Zahl vy in £{{) nach
w congruent der Relativnorm N, (4) einer ganzen Zahl A in A(AL ()
sein, und setzen wir A=« nach W, so folgt notwendig r = ¢’ nach
2, und daher auch nach w, d.h. » ist /ter Potenzrest nach w. TUm-
gekehrt, wenn eine Zahl » in A({) ein [lter Potenzrest nach w ist. so
ist o offenbar auch congruent einer Relativnorm N, (4) nach w. Wir
entnchmen hieraus, dass die /ten Potenzreste nach w auch zugleich
die simtlichen Normenreste des Kérpers A(D, &) nach w liefern.

Es Dbleibt endlich die Behandlung des Falles tibrig, dass w==1 ist
und [ in der Relativdiscriminante des Kirpers A(. L) aufgeht.  Wir
haben in diesem Falle 1 =" wo ¢ cin Primideal in A(M. ) ist, und
konnen es i Iinbliek auf Satz 118 stels einrichten, dass die Zahl p
entweder der Congrnenz

Il

#® A, "
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oder einer der folgenden Congruenzen geniigt:

‘U/ == 1_|_2,m (lm—}-l),

wo m einen der Werte 1, 2, ..., [—1 bedeutet. Wir wollen alsdann
untersuchen, welche Zahlen in %({) es in diesen zwei Fillen giebt, die
congruent der Relativnorm einer Zahl in £(M, {) nach " bez. I' sind,
und entnehmen hieraus leicht die Anzahl der nach jeder hoheren
Potenz von | einander incongruenten Normenreste.

Im Falle @ = 4 nach [* ist M durch €, aber nicht durch €* teilbar,
und es gelten die Congruenzen

NOA+M) = 1+4, ),
di NQ+M) = 1+1 -+21%, @),
N(+M?) = 1+2, ),

(75) d. i Nk(l_*—Mg) = 1_"2/2 -"‘113927 (IH_I))
NQA4+MT) = 1427, ),
(41 NA+MT) = 1427+ ()

WO 0, Oy -+ -5 ©,_, GeWisse ganze Zahlen in k(L) bedeuten. End-
lich ist

(76.) NQ4+AM) =1, ()

fir =1, 2,8, ...; 9=0,1,2, ..., {—1. Nun genigt offenbar
jede zu € prime ganze Zahl A des Korpers (M, {) eciner Congruenz
von der Gestalt

A= a(Q+My" (Q4+M)> (Q+MT)

(1 +,1 M)“’I (1+A Mg)"'ﬁ ...(1+/1 My
A+ 2P+ M )“” QA MY,

wo « eine bestimmte der Zahlen 1, , {—1 und die ((-++1)(l—1)
Exponenten al Qys s a,(l) beshmmtc ganze rationale Zahlen aus der
Reihe 0, 1, 2, ..., I—1 smd Wegen der Congruenzen (75.) und (76.)
folgt daher:

N(4) = d(14-A+20) (1 +L+2e)" ..
..(1+2« L o 1)“1—7 (IH-I).
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Der Ausdruck rechter Hand stellt, wenn « die Werte 1, 2, ..., {—1
und die Exponenten @ , a@,, ..., @, _, unabhingig von einander je die
Werte 0, 1, 2, ..., [—1 durchlaufen, genau ({—1){"~" Zahlen dar,
und diese sind, wie leicht ersichtlich, alle einander incongruent nach e
Nun ist jede zu [ prime Zahl in £(£), welche der Relativnorm NV, (4)
einer Zahl A in k(M, £) congruent nach [ ist, notwendig einem Aus-
druck dieser Gestalt nach ' congruent, und umgekehrt ist auch jeder
Ausdrack von dieser Gestalt, wie man aus (75.) entnimmt, der Re-
lativnorm einer Zahl in A(M, £) nach (! congruent. Mit Hiilfe der
Congruenzen (73.) erkennt man, dass zwei nach e congruente, zu |
prime Zahlen in £({) stets gleichzeitic Normenrest oder Normennichtrest
nach [ sind. Die Anzahl der Normenreste nach [, welche zn [ prim
und untereinander incongruent nach I sind, ist also genau gleich
(I—1)1", d. 1. gleich dem [ten Teil der nach {"*' méglichen incongruen-
ten, zu [ primen Zahlen in £(£), und dieses Resultat kann sofort auf die
Potenzen |° mit Exponenten e > [+4-1 ausgedehnt werden.

Von den iibrigen moglichen Annahmen iber g werde hier der Kirze
wegen nur die einfachste behandelt; es werde nimlich u = 1-+/ nach
[* zu Grunde gelegt. Setzen wir dann Q= M—1, so ist £ eine
durch €, aber nicht durch ©* teilbare ganze Zahl in (M, {), und wenn
wir beriicksichtigen, dass NV, (2)=41 nach [* wird, so erkennen wir
durch eine leichte Rechnung die Richtigkeit der Congruenzen

N(14-92) = 1+, .

di N(+92) = 1+1+4,, ®),
N(+9°) = 1+ @),

(717 di. N(+9) = 14241, .
M(1+94—2) e 1_*_],1—2’ (Il—l),

dio NO+Q7) = 142742 . ()

WO 0., 0y ..., @, , gowisse ganze Zahlen in A(S) bedeuten.  Wir
haben ferner

N (14027 = 145 +-5,4-3 43, +.V,(Q7,

wo zur Abkiirzung
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L4

I

A Qz_l—l—(SQ)l_l—i—---—i—(SZ_] Q)l—l
— Ql—l(‘sg)l— -—*—-Ql 1(S Q)l 1+ +(Sl—2g)l—1(sl——19)l—
E _Ql I(SQ)— (S..Q>-— - _I_(Sl—SQ)l 1(Sl 29)1—— (Sl IQ)Z—I

Idld

gesetzt ist. Nun ergiebt sich sofort X —/. Die einzelnen Sum-
manden in den Ausdriicken fiir 5, I, ..., I | sind sémtlich jeden-
falls durch € teilbar, sie lassen sich ferner in Aggregate von je I Sum-
manden zusammenfassen, die aus einem beliebigen unter ihnen durch die
Substitutionen 1, S, 82, R St hervorgehen; setzen wir nun ein be-
liebiges Glied in der Gestalt AP an, so bedeutet ¢ eine ganze Zahl in
k(M.Z) und kann daher, wie aus dem Beweise des Hiilfssatzes 23 her-
vorgeht, als ganze rationale Function von 2 und mithin aueh von M
dargestellt werden, deren Coefficienten ganze oder gebrochene Zahlen in
£() mit lauter zu [ primen Nennern sind. Setzen wir dementsprechend
@ = F(M), so ldsst sich das betreffende Aggregat von [ Summanden
in die Form

}“{F(M)—FF(CM)—I—F(gz M)+ +F(§‘—1M)}

bringen; die hier in der Klammer stehende Summe fillt, wie leicht er-
sichtlich, stets congruent O nach [ aus; danach miissen nun die Zahlen
3, 3, ..., I,_, simtlich congruent 0 nach [ sein, also wird

(18) N+ H=1+1+1"=1, O
Endlich ergeben sich leicht die Congruenzen
(79.) NQOQ+1R)=1, )

fir =1, 2, 8, ...i g=1, 2 5, .0y I—1L
Nun geniigt offenbar jede zu € prime ganze Zahl in k(M, ) einer
Congruenz von der Gestalt

A=a(1+82)" (14 S35 (I RTH
A4+22)%  A+12H"  La+A7H"
- — a(—1)
(l—i—ll—lﬂ)a(ll l)(l—i—ll_j 92):4(2‘ 1)”'(1_{_1;—191—1) (B,

wo o eine der Zahlen 1, 2, ..., [—1, und wo die {({—1) Exponenten
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By gy o vy ay:l]) bestimmte Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ..., {—1
sind. Wegen der vorhin aufgestellten Congruenzen (77.), (78.), (79.)

folgt hicraus:
N(4) = d' (14 2+ )" I+ A +2"g)" ...
(I 222, )52, ().

Der hier rechts stehende Ausdruck stellt nun, wenn o die Werte 1, 2, ...
..., {—1, und wenn die Exponenten @, a,, ..., @,_, unabhingig von
einander die Werthe 0, 1, 2, ..., {—1 durchlaufen, (I—1)Z " Zahlen
dar, und diese sind simtlich zu [ prim und einander incongruent nach I
Mit Benutzung der Congruenz Nk(l—}—lM)El—i—).‘ nach ™' und
weiter der Congruenzen (73.) schliessen wir hieraus, dass genau der /te Teil
aller zu | primen und nach I einander incongruenten Zahlen Normenreste
des Korpers k(M, {) nach | liefert, und iibertragen dann dieses Resultat
sogleich auf den Fall der Potenzen | mit Exponenten ¢= /-1 bez.
e > l+1.

Das nimliche Resultat ergiebt sich durch entsprechende Rechnungen
auch dann, wenn g =1 nach [* genommen wird, und damit ist der
Satz 150 in allen Teilen bewiesen. Es sei jedoch bemerkt, dass wir
es in unseren spiteren Entwickelungen so einrichten konnen, dass der
Satz 150 lediglich fiir den oben ausfihrlich bewiesenen Fall p = 147
nach 1 zur Verwendung gelangt.

Der Satz 150 bringt eine neue, tief eingreifende Eigenschaft der in
der Relativdiscriminante des Korpers £(M, ) in Bezug auf A(C) auf-
gehenden Primideale w zum Ausdruck. Diese Eigenschaft entspricht
gewissermassen dem bekannten Satze iber die Verzweigungspunkte einer
Riemann’schen Fliche, wonach eine algebraische Function in der Um-
gebung eines Verzweigungspunktes /ter Ordnung den Vollwinkel auf den
{ten Teil desselben conform abbildet. Infolgedessen nenne ich die in der
Relativdiseriminante von A(DM, ) in Bezug auf 4(<) aufgehenden Prim-
ideale w auch Verzweigungsideale fir den Korper A(M.Q): es be-
denten hier also ,Primfactor der Relativdiseriminanter. .ambiges Prim-
ideal“, ,Verzweigungsideal* den nimlichen Begriff.
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§ 131.
Das Symbol {‘—i}
i)

Der Satz 150 weist uns auf die Moglichkeit hin, die nach einer
Potenz w® (e > im Falle w =1) vorhandenen, einander incongruenten
Zahlen des Korpers £(£) in [ Abteilungen zu sondern, die simtlich gleich
viele Zahlen enthalten, und von denen eine die Normenreste nach yp umfasst.
Um diese Sonderung in ibersichtlicher Weise vornehmen zu kinnen, fiihre

0
0

ich ein neues Symbol { } ein, welches zwei beliebigen, von 0 ver-

schiedenen ganzen Zahlen v, w des Korpers k() in Bezug auf ein be-
liebiges Primideal w in £({) jedesmal eine bestimmte /te Einheitswurzel
zuweist, und zwar geschieht dies in folgender Weise:

Es sei zunichst w ein von | verschiedenes Primideal. Ist dann »

genau durch w’ und @ genau durch w* teilbar, so bilde man die Zahl

a

= und bringe » in die Gestalt eines Bruches —%, dessen Zihler

b

¢ und Nenner ¢ nicht durch w teilbar sind. Das Symbol {%} werde

dann durch die Formel

o=t =)

definirt. Es ergeben sich hieraus unmittelbar fiir dieses Symbol die

einfachen Regeln:
{v,fu,),u}:{'vl,u}{'v?,u}
W W w )’

(80.) {M&}Z{W # }{ , m},

m
() -
m i
wo v, v, v,, W, {,, p, beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen in
k({) bedeuten konnen.
Um das neue Symbol fiir den Fall w==1[ zu definiren, stellen

wir folgende Ueberlegungen an:
Wenn eine beliebige ganze Zahl w in k(L) vorgelegt ist, welche
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der Congruenz w =1 nach | geniigt, und wenn wir setzen

® = ¢4, Lt r-c, L7
so dass ¢, ¢, ..., ¢,_, ganze rationale Zahlen sind, so geniigen diese
notwendig der Congrucnz

e e,y =1, (1)

Setzen wir dann

w(z) = c—l—clw—l—---+0l_2£l_2

c+ec -4, —1 _
_ 4 7 Lo (1+$+...+_z‘ h,

so stellt w(2) eine ganzzahlige Function ({—1)ten Grades dar, und es wird
o(l)=1 uwd o()=o.

Diese Function heisse die zur ganzen Zahl w gehérende Function.
Wir schreiben ferner

(81.) [ d’log ‘”(e ] 1“’((»)

v—()
52

welche Verbindungen von Kummer mit Vorteil zur Abkiirzung cewisser
Rechnungen ecingefiihrt sind. [ Kummer'®.]

Wird die Zahl w mit der Congruenzeigenschaft w = 1 nach [ auf
irgend eine Weise in die Gestalt

w = a—{-alc:—i—---—i—até"

gebracht, wo «, @, ..., @ ganze rationale Zahlen bedeuten, so
stellt

w(2) = a—l—al.'z:-{—---—{—a{‘v[

eine ganzzahlige Function ¢-ten Grades dar, welche im allgemeinen nicht
der Gleichung @(1) =1, aber jedenfalls der Congruenz

a(l)=1, )
Geniige loistot und also fir == 1 zu { prim ausfillt, Zwischen den Diffe-

rentialquotionten von loga (") fiir v ==0 und den sochen cingefiihrten
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Differentialquotienten (81.) bestehen folgende Congruenzen:

[%L =190, )

(9=1,2 ...,1-2),

[d logm(e)] = 1Yo )+ w(l) , (.

do' !

Die Richtigkeit dieser Congruenzen erkennen wir leicht wegen
1—=(1 ®
0@) = @@+ (1ot a0 @ —1),

o(e) = w(e)+ 2D

in der ersten Formel bedeutet O(x) eine bestimmte ganzzahlige Function
von @, und die zweite Formel soll besagen, dass in den Entwickelungen

der beiden Seiten dieser Congruenz nach Potenzen von v die Coefficienten

2 —1
von 1, #, v, ..., o mach [ congruent ausfallen,

Sind », w irgend zwei ganze Zahlen in £({) mit der Congruenzeigen-

schaft ¥=1, n=1 nach |, so definiren wir das Symbol {%Ty,} wie folgt:
(82) {W’I‘u} — Cl(l)(v)l([’l)(.u)—1(2)(1/)1(1_2)(/4)—4—---——1(5—1)(1/)1(1)(,4)7
Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Regeln:
() = (o) o)
[ [ )
v,
(82 {% Mf%} - {%fw' }{ r }
[y, n } { v }
Bt Nl S Ot MR G |
U1 ] ’
Wo v, v, ,, @, @,, M, Deliebige ganze Zahlen =1 nach | in k()
bedeuten kimnen. Bezeichnet » eine, Primitivzahl nach [ und s =({:{")

die entsprechende Substitution der Gruppe des Kreiskdrpers £(Z), so gilt,
wie leicht ersichtlich ist, die weitere Formel

()

(84.) {—~—”’I‘°‘” } =
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Sind v, p belichige zu | prime ganze Zahlen des Korpers £(0),

so definire ich das Symbol {E’TM—} durch die Formel

{%IM } = {Lllﬁ} '

Fiir den Fall, dass einc der Zahlen v, p oder beide durch [ teilbar
sind, vergleiche man dic Bemerkungen gegen Schluss des § 133.

§ 132.

Einige Hilfssiitze iiber das Symbol {V’IH

Primideal L.

Hiilfssatz 24. Wenn o eine ganze Zahl in £() mit der Con-
gruenzeigenschaft o = 1 nach [ ist, so gilt fir die Norm 7(») von o in
k() die Congruenz

} und iber Normenreste nach dem

16D () = L“@ .

[Kummer™.]
Beweis. Es bedeute w(«) die zu o gehorende Function, und es
werde

Fz) = gw(]+w(§g—l))

gesetzt, wo das Product iber die Werte ¢=0, 1, 2. ., [—1 zu
erstrecken ist. Der Ausdruck F'(z) stellt eine ganzzahlige Function von
x dar, und die Coefficienten aller durch &' teilbaren Glieder dieser
Function sind offenbar dureh A’ und folglich wegen der Rationalitit der
Coefficienten auch durch [* teilbar. Durch Entwickelung nach Potenzen
von @ ergiebt sich nun:

E—1 [ dloqw(;zr)]
1 — == =
ogw (1+2(§—1)) 7 W
. L (E=1)? [ dlozw(a)
L) BT R = W
=" [ d M logw(e)
SRR A | e

Selzen wir crstens in dieser Entwickelung der Reihe nach
=—1

,E = 1, é‘\ ’.:2:

ein und  addiven die betreffonden Formeln,  so  entsieht unter Beriiek-
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sichtigung von

E=1 (=1 e+ —1) = (—1)1
(9=1, 2 ..., 1—1)

die Gleichung:

log F(a) = i{— & [ @]

2* [d’logw (a)
(36.) +ﬁ[—ax2 ]m_
21 [ d ogw(2) ] } ;
L L

wobel @'G das Aggregat der durch a* teilbaren Glieder der Entwickelung
andeutet.

Setzen wir zweitens in der Entwickelung (85.) §=1¢® ein und
bilden den (/—1)ten Differentialquotienten nach », so wird derselbe fiir
v=20:

[dz—llogw(l—l—w(e’;—l))] _= [ dlogw(z)]
dvo1 o 1l Az de
9t 2.1 d”logw(x)]
" 2
+ 21 ® [ dz® o
4 g —8.2 3.1 xa[ dalogw(m)]
31 dz? p—
Py ((—1) " e — (—11" et [d"l logw (z) J
—T ey
@ [dlogw(w)] _.zj [dglogw(z)]_ .
=1l dz Al 2l d22 1
270 Td  ogw (2) y
T -1 dat—1 st ©-

Durch Vergleichung der beiden Formeln (86.) und (87.) ergiebt sich

d ogw(1+z(e?—1
log P o) = —1 [0 A e
dv =0
d. h. die Coefficienten von z, 2°, ..., 27" auf der linken Seite sind

s 2
den entsprechenden Coefficienten rechts nach {? congruent, und wenn
wir beide Seiten dieser Congruenz in den Exponenten von e setzen, so



416 Fiinfter Teil. Der Kummer'sche Zahlkirper. §152.

erhalten wir zunichst in demselben Sinne, dann aber mit Riicksicht auf
die zu Beginn dieses Beweises gemachte Bemerkung auch vollstindig die
Congruenz der zwei ganzzahligen Functionen:

n A" Mog o (14-a(cr—1)) )
F(.Z) = l—l[ do—1 - ]p:ll, (l )7

und folglich fir & =1:
n(w) = 1—11"w), @17,
womit der Hiilfssatz 24 bewiesen ist.
Hiilfssatz 25. Wenn die ganzen Zahlen v, p in k() die Con-

gruenzeigenschaften » = 1 nach [ und p == 1-+/ nach [* besitzen, und
wenn ausserdem v congruent der Relativnorm einer ganzen Zahl A4 des

!
durch M = }/u bestimmten Kummer'schen Korpers k(M, £) nach [ ist.
so existirt eine ganzzahlige Function f(z) vom (/—1)ten Grade in .
derart, dass f(1) >0 ist und die Congruenzen
n(fO) =1, ")
und
1
v=/fw, @)
erfillt sind. [ Kummer®.]
Beweis. Nach dem Beweise des Hiilfssatzes 23 ist jede ganze
Zahl A in k(M,{) in der Gestalt

Y+YI(M—])+ '+71_1(M_1)I—1

4 = 3

und folglich auch in der Gestalt

A = ﬂ+ﬂlM+'"+ﬁz—1 M
J

darstellbar, so dass y, ¥, ..., ¥y, 0 wnd 8, B, ..., B,_, ganze
Zahlen in £(f) sind und iberdies ¢ zu | prim ausfillt. Infolge des

letzteren Umstandes konnen wir

A~ eta M+t MTL (1)
sctzen in solcher Weise, dass @, @, ..., @,_, ganze Zahlen in () sind.
Es sei nun

— W — W
Ce=a, ==Q0;, . . . “1-1=“z-1‘ (I),

wo a* «. .., @  ganzerationale positive Zablen bedeuten sollen; wir
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setzen
(@) = a*+afat a2,
Da in £(M,{) sich Y= und M =1 nach ¢ erweist, so folgt
A= et At = a*H-al4t-af (B
Ist nan A die vorausgesetzte Zahl, fiir welche Ni(4) = nach Y
wird, so erhalten wir weiter
= N(4) = a*ait -l =1, @
also auch
(88.) a* a4 ay =1, (1)
Folglich ist /*(£) eine Zahl in % (£) mit der Congruenzeigenschaft /*(£) = 1
nach [.  Wir finden nun mit Riicksicht hierauf leicht eine ganze ratio-
nale positive Zahl & derart, dass die Norm der Zahl f(§) = /*() 410 im
Korper £({) der Congruenz
(89)) n(fE) =1, &)
geniigt; dann erfiillt die ganzzahlige Function
J(@) = f*(@)+1b = ata,a—4+--+a,_, 2"
die Bedingungen des zu beweisenden Hiilfssatzes 25. Denn es ist offen-
bar A=jf(M)+AiB, wo B eine ganze Zahl in k(M,{) bedeutet.
Hieraus ergiebt sich leicht durch eine #hnliche Betrachtung wie auf 8, 409 :
(90.) v= N = N(/(M), ().
Andererseits erkennen wir unter Beriicksichtigung der Congruenzen
d=a d=a, ..., &, ,=a_, 0,

dass identisch in # eine Gleichung

¥1)  f@fCa). ../ a) = fa")+IF(a)

gilt, wo F'(#) eine ganzzahlige Function von ' bedeutet. Diese Glei-
chung liefert fiir 2= 1 mit Riicksicht auf (89.) die Congruenz

FO=f(O)+IFQ), @), d. h. F()=o0, ().
Wenn in der Gleichung (91.) @ =M genommen wird, so ergiebt sich
N, (f(M) = f(@)—+1F(w)

und hieraus, da F(u)= F(1) =0 nach | ausfillt,

N (fD) = f(w), @),

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. o7



418 Fiinfter Teil. Der Kummer'sche Zahlkérper. §132.

d. i. wegen (90.)
v = fw), (©)

Damit und in Anbetracht von (89.) ist der Hiilfssatz 25 vollstindig
bewiesen.
Hiilfssatz 26. Wenn v, u ganze Zahlen in £({) mit den Congruenz-

eigenschaften ¥ = 1 nach I und g = 1-+4 nach {* bedeuten, und wenn
.

ausserdem o Normenrest des durch M:]/[L bestimmten Kummer’schen
Korpers k(M, §) nach [ ist, so wird stets

v, B
= ],
{ { }
[Kummer™.)

Beweis. Aus der bekannten Lagrange’schen Formel fir die Um-
kehrung einer Potenzreihe entnimmt man unmittelbar die folgende Identitit:

[— F ]
a1 F(v) ol ddgv) (g™
(92) [ de_l ]V=O == dvl—? r:vl;

dabei stelle man sich unter F'(v) eine beliebige Potenzreihe von v, ferner
unter ¢(v) eine Potenzreihe vor, deren constantes Glied von O ver-
schieden ist, und denke sich den Zusammenhang der Variabeln » und ¥
durch die Gleichung V¢ (v)—v =0 vermittelt.

Es scien nun v(x) und p(z) die zu den Zahlen » und g gehs-
renden Functionen. Da » Normenrest des Korpers £(M, &) nach I sein
soll, so giebt es nach Hiilfssatz 25 eine ganzzahlige Function (/—1)ten
Grades f(«) derart, dass

(93.) n( ()

(94.) )
und f(1) >0 wird.

Wir setzen nun

Lo,
O

LIl

Fw) = log f(u(en),

V = logu(e®),

v
log(e) ’
dicse Functionon werdon nur an der Stelle » = 0 betrachtet werden, und
¢s sollen die Logarithmen so genommen werden, dass sie fiir o =0
reell sind.

pv) =
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Ersetzen wir die Zeichen w, ®(#), v in der zweiten Formel auf
S. 413 oben bez. durch f($), f(2), V, so wird aus derselben

TogfEeN] e 1—/(1)
[dwq]Eﬁﬂ”U@+—7~,@

Aus Hiilfssatz 24 ergiebt sich unter Beriicksichtigung von (93.) die Con-
gruenz

ey =0, ®
und folglich wird

d Flo dlog f(e” 1—f(1
(95.) [_%] - [__%Z{SS_)J =1=/
dV V=0 arv V=0 l
Andererseits gilt mit Riicksicht auf (94.) die Congruenz
(1)—1
Flute) = o)+ LD o, ),
welche so aufzufassen ist, dass in den Entwickelungen nach Potenzen
von » die Coefficienten von 1, v, ..., ®*~! auf den beiden Seiten ein-

ander nach / congruent sind, und hieraus ergiebt sich die Entwickelung

AF (v v v?
B0 = O +HO0) 17 +1006) g

..._*_(1(1—1)(4,) 4 1—{(1)) (Z‘i_;)! , (),

welche so aufzufassen ist, dass die Coefficienten von 1, v, ..., vi—2
auf den beiden Seiten einander nach [ congruent sind.

Endlich betrachten wir die Function ¢(v). Wegen p = 1-1 nach
[* wird ¢(v) eine Potenzreihe, deren constantes Glied = —1 nach [ ist.
Ferner folgt leicht

() =9@)=9(O)=—1, ()
in dem Sinne, dass die Coefficienten von 1, », ..., »*~? auf den beiden

Seiten einander nach / congruent sind. Es gilt daher weiter in demselben
Sinne

(96.)

(o) = 2B,

und es folgt hieraus endlich in eben demselben Sinne die Entwickelung

2
"‘(Q(’U))l_l == ](1)(‘“)__}_1(2)(“)2"’_!_1_1(3)(‘”)%_*_“_
(97.) o
Wy O
27%
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Die Zusammenstellung der Congruenz (95.) und der beiden Ent-
wickelungen (96.), (97.) mit (92.) liefert, wegen 17/(u)=—1 und
(l— ! (g—1)! = (—1)" nach [ fir =1, 2, ..., I—1, die folgende
Congruenz:

@O @) =1 1 (@4 =10 () = 0, ),

d.i. nach der Definition (82.) des Symhols {—”Il} in §131:

72

[vp)l
e

und hiermit ist der Hiilfssatz 26 bewiesen.

§133.
Das Symbol {VI’UH} zur Unterscheidung zwischen Normenresten und Normen-
nichtresten.

Wir sind jetzt in den Stand gesetzt, soweit die betreffenden Sym-
bole bereits definirt sind, die Richtigkeit der folgenden Behauptung ein-
zusehen:

Satz 151. Wemnn o, u zwei beliebige ganze Zahlen in £({) sind,

1
nur dass )/p nicht in £(Z) liegt, und wenn W ein beliebiges Primideal des
Kreisktrpers £(£) bedeutet, so ist » Normenrest oder Normennichtrest des

!
durch M= }/u bestimmten Kummer’schen Korpers &(M.C) nach w,
je machdem
v, ul
{T} == [ oder ='= 1

ausfillt.

Beweis. Es sei zuniichst das Primideal w von 1 verschieden und
gehe nicht in der Relativdiscriminante des Korpers (1. ) auf.  1Ist u*

ES
eine ganze Zahl in k(L) derart, dass ‘%— die /te Potenz einer Zahl in

. ; v, ok | o T
k(L) ist, so gilt stets o = U ) danach und mit Riicksicht
auf Satz 148 konnen wir hier annchmen, dass g nicht durch w teilbar
ist. Wir unterseheiden zwei Fille, je machdem w im Kirper £(JL $)
als Product vou [ Primidealen W . ... W davstellbar wird oder in
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k(M, £) Primideal bleibt. Nach Satz 149 ist im ersteren Falle {—‘Li} e=l,
0

im letzteren {—‘%} + 1 und 0.

Im ersteren Falle bestimmen wir eine ganze Zahl A in k(M, ),
welche durch 2| , aber nicht durch W? und auch nicht durch eines der
Primideale W, , ..., W, teilbar ist; dann geht in der Relativnorm a=DN, (4)
das Primideal w genau zur ersten Potenz auf. Ist nun w’ die in v ent-

g v .
haltene Potenz von w, so lisst sich x==—- als ein Bruch schreiben,
i3

dessen Zihler und Nenner zu w prim sind, und folglich sind Zihler und
Nenner dieses Bruches mnach Satz 150 Normenreste des Korpers £(M, &)
nach w. Das Gleiche gilt also auch von ». Da nach der Definition in

§131 .
)= =

ist, so erweist sich im ersteren Falle der Satz 151 als richtig.

Im zweiten Falle ist die Relativnorm einer ganzen Zahl A in k(M, £)
jedesmal genau durch eine solche Potenz von w teilbar, deren Exponent
ein Vielfaches von / ist. Es sei wiederum w’ die in » enthaltene Potenz
von w; ist dann & kein Vielfaches von [/, so kann also » nicht Normenrest

A : N AT w1t
nach w sein; in diesem Falle wird andererseits iy + 1.

Ist dagegen & ein Vielfaches von [/, und bedeutet ¢ eine ganze durch w,

aber nicht durch w? teilbare Zahl in £({), so setzen wir x:T:b— und

erkennen, wie im ersteren Falle p als Normenrest nach w; andererseits

ist jetat
{'v,,u}__{u_”}“_l
w ) lw 7

Damit ist der Satz 151 auch fir den zweiten Fall bewiesen.
Wir nehmen jetzt an, es sei die Relativdiscriminante des Korpers
k(M,{) durch das Primideal w teilbar; w soll dabei von I verschieden

sein. Es gehe v in v genau zur bdten und in p genau zur aten Potenz
a

auf; dann ist ¢ jedenfalls kein Vielfaches von /. Die Zahl x:-‘gT

lisst sich in die Gestalt eines Bruches —f;— setzen, dessen Zihler ¢ und

dessen Nenner ¢ zu w prim sind. Die Zahl g¢*' ist eine nicht darch
W teilbare ganze Zahl; nach dem Beweise des Satzes 150 auf 8. 406 ist
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eine solche ganze Zahl dann und nur dann Normenrest des Korpers £(M, &)
0d ) _,
w J

nach w, wenn sie [ter Potenzrest nach w ist, d. i. hier, wenn {

und also {Z;T’“b—} =1 ist; damit ist fiir den gegenwiirtigen Fall wiederum

der Satz 151 als richtig erkannt.

Es sei endlich w=1  Wir fassen lediglich den Fall ins Auge,
dass w=1~2 nach {? ist: es ist dies der einzige Fall, fiir den wir
die betreffenden Sitze spiterhin brauchen werden; die anderen Fille ge-
statten ibrigens eine #hnliche Behandlung. Beim Beweise machen wir
noch die nicht wesentlich einschrinkende Annahme v =1 nach . Wegen
der Annahme pr==1-4 nach [* kann man laut Satz 150 genau I'~" Normen-
reste »* des Korpers (M, {) nach [ bilden, welche congruent 1 nach [
ausfallen und unter einander nach [ incongruent sind. Andererseits
muss ein jeder Normenrest »* von (DM, {) nach I, fir den man 2»* =1

nach | hat, laut Hilfssatz 26 die Bedingung {E—‘Li} = 1 erfiillen.

l
Wegen
1(1)(("’) = —]:
M Den PiD=0 ..., Fa—n=n, 0
oy . l—n(l——l) .
I P T T i T

l 2
ergiebt sich nach (82.)

1—1 _
(98.) {f"‘} — .
Es sei nun e irgend eine erste ganze Zahl in &({) mit der Congruenz-

eigenschaft ¢ = 1 nach [, und es werde {i’lﬂ} = (" gesetzt, wo a eine

Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, ..., [—1 bedeuten soll; dann ist offenbar

{a(l——ll),,u,H} =1; dagegen fillt jedesmal {gﬂ#l—} F 1 aus,

wenn 2 eine von « verschiedene Zahl aus der Reihe 0, 1, 2. ..., [—1 be-
deutet. Wihlen wir ferner cine ganze Zahl &' in £({). welche ebenfalls con-
gruent 1 nach [, aber keiner der {Zahlen @, a(1—0), a(1—0)% ..., c(1—1)"""
nach 1" congruent ist, so sind auch dio  Zahlen ', &' (1— 1), '(1—1)%

@ 5 a’(l——l)’—l‘ nach ™ siimtlich unter cinander incongruent und zu-
gleich keiner der ersteren / Zahlen congruent: unter den letzteren 7 Zahlen
giebl os wogen (98.) offenbar cine und nur ecine Zahl — cs sei dies
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, 11 7\ .
etwa ¢’ (1—1)" — von der Art, dass {ﬂ(l“ll)—"i} =1 ist, Fahren

wir in dieser Weise fort, so erkennen wir, dass die Anzahl der vorhan-
M+ . :
denen nach I incongruenten Zahlen », die congruent 1 nach [ sind

. v
und der Bedingung {,_l‘u}: 1 geniigen, genau gleich /™" ist, und

aus der Uebereinstimmung dieser Anzahl mit der oben gefundenen fiir
die Normenreste v ist ersichtlich, dass umgekehrt auch jede Zahl v mit
diesen zwei Eigenschaften Normenrest des Korpers k(M, {) nach I ist.

Durch die bisherigen Ueberlegungen ist der Satz 151 in allen Teilen
bewiesen; fiir den Fall w =1 allerdings nur soweit, als fiir die Zahlen
v, w die Congruenzeigenschaften » =1 nach | und = 1-41 nach [?
erfillll sind. Die v betreffende Einschrinkung ist offenbar leicht auf-
zuheben.

Aus dem Satze 151 folgt, bei Benutzung der ersten Formel in
(80.) und (83.), die Formel

et =1
w J 7 Lw )’
wo w ein beliebiges Primideal in %£({) bedeutet und »* ein Normenrest

des Korpers (M, C) nach w sein soll.
v, @
I

Um nun das Symbol { } auch fiir den Fall zu definiren, dass

eine der beiden Zahlen v, w oder beide durch [ theilbar sind, braucht
man nur die allgemeine Giiltigkeit der Formeln

()=o) )=

l
festzusetzen, wobei »* ein beliehiger Normernrest des Korpers k()u, ¢)
nach [ bedeuten soll. Bei dieser Festsetzung folgt dann inshesondere -

1+a/1l, A 1+all @
{ }= rJ=¢

[
o 4 i : s v, .
Wir konnen tiberhaupt die Definition des Symbols {T} auf die

Formeln

(8= o) 2o
e e -
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griinden, wo ¢ eine zu | prime ganze Zahl in %£({), v* ein Normenrest
l

des Korpers k() u, £) nach { und v, v, v,, u beliehige ganze Zahlen in (&)
sein sollen (vgl, § 166). Tch habe jedoch gegenwiirtiz die obige Definition
(82.) gewihlt, welche unmittelbar an die Entwickelungen von Kwmmer
ankniipft.

Schliesslich sei hier bemerkt, dass nunmehr das zu Anfang des § 131
gesteckte Ziel erreicht ist; wenn ndmlich we® eine beliebige Potenz eines
Primideals w bedeutet, wobei im Falle v =1 der Exponent ¢ >/ sei,
so kann offenbar ein vollstindiges System zu w primer und nach we in-
congruenter Zahlen » in £({) mit Riicksicht auf die Werte, die das Symbol

{1’6&} annimmt, in [ Abteilungen von gleich vielen Zahlen gesondert

werden, von denen die eine Abteilung die sdmtlichen im System be-
findlichen Normenreste des Kummer'schen Korpers £(M,{) nach w
darstellt.

Capitel XXX.

Das Vorhandensein unendlich vieler Primideale mit vorge-
schriebenen Potenzcharakferen im Kummer’schen Korper.

§ 134.

Der Grenzwert eines gewissen unendlichen Productes.

Nachdem wir in § 128 die Primideale des Kummer'schen Korpers
simtlich aufgestellt haben, sind wir im Stande, diejenigen Untersuchungen
fir den Kummer’schen Koérper durchzufiihren, welche den in § 79 und
in § 80 fiir den quadratischen Korper behandelten Fragen entsprechen.
Wir leiten vor allem die folgende wichtige Thatsache ab:

Hilfssatz 27. Bedeutet ! eine ungerade rationale Primzahl und e

2in
in dem durch {==¢ ¢ bestimmten Kreiskorper A({) eine beliebige ganze
Zahl, nur nicht die /te Potenz einer in %(L) liegenden Zahl, so ist der
Grenzwert

L Im =3
s=1 ) (m) 1_{1} ()~
P

stets eine cndliche und von O verschiedene Grosse; dabei soll das Pro-

duet IT iiber alle Primideale p des Korpers (L) und das Product IT
) ()
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iiber alle Exponenten m aus der Reihe 1, 2, ..., {—1 erstreckt werden.
[Kummer®°.]

11
Beweis. Fassen wir den durch )/ und { bestimmten Kummer'schen

Koérper K= k(Va_, {) in’s Auge und bezeichnen wir die dem Satze 56
gemiiss gebildete Function [(s) fiir denselben mit { (s), so ist nach § 27

1
“O =g Ve

wo das Product iber alle Primideale 8 in K zu erstrecken ist und N(P)
die in K genommene Norm von 3 bedeutet. Ordnen wir dieses Product
nach den Primidealen p des Korpers £(f), aus welchen die Primideale 3
herstammen, so gehort, wie man aus Satz 149 schliesst, zu einem be-
liebigen Primideal p in dem Producte das Glied

—1—— oder —~}—— oder —1————
(A—=np)~) 1—n(p)~* l—n(p)—"’

je nachdem {%}:1 oder =0 oder =1 und & 0 ausfillt. Wir

schreiben diese drei Ausdriicke in der ihnen gemeinschaftlichen Form
1 1

=@ o 1_{%}"%@)—8

(m=1, 2, «e., I—1)

und erhalten so

99) L= !

1
Inn 5
1——n(p) (v) (m) 1__{ a }’"n(p)—«
P

darin zeigt das Product II an, dass der Exponent 7 jeden der Werte
(m)

1, 2, ..., l—1 durchlaufen soll, und es sind die beiden Producte II

®)

iiber alle Primideale p in (L) zu erstrecken. Nun stellt jeder der beiden

Ausdriicke

1
e OR

eine endliche und von O verschiedene Grosse dar, wie wir erkennen,
wenn wir den Satz 56 einmal auf den Kreiskérper £(f) und dann aunf

LE=Di

den Kummer’schen Korper K= ]c(]/E, ) anwenden. Durch Multipli-
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cation der Gleichung (99.) mit s—1 und Uebergang zur Grenze fiir s =1
ergicht sich dann, dass auch der im Hiilfssatze 27 angegebene Ausdruck
cine endliche und von () verschiedene Grosse besitzt.

§ 135,
Primideale des Kreiskorpers %(¢) mit vorgeschriebenen Potenzcharakteren.

Satz 152. Es seien «, ..., «, irgend ¢ ganze Zahlen des Kreis-
kérpers k(L), welche die Bedingung erfiillen, dass das Product

Uty 1Ly my
.. oM,

wenn man jeden der Exponenten =, m,, ..., m, die Werte O, 1.
2, ..., [—1 durchlaufen ldsst, jedoch das eine Wertsystem 7, = (),
my, =0, ..., m,=0 ausschliesst, dabei niemals die lte Potenz einer
Zahl in k(L) wird; es seien ferner y,, y,. ..., 7, nach Belieben vor-
geschriebene [te Einheitswurzeln: dann giebt es im Kreiskorper £(L)
stets unendlich viele Primideale p, fir die jedesmal bei einem gewissen
zu | primen Exponenten 7

al }m { a2 }m { a‘ }m .
—_— s , e _— 3 .« e ey —— - y
{ p 71 p Y2 p t

wird. [Kummer®*.]
Beweis. Wir haben, so lange s > 1 ist,

1 1
10g2 = EIOg = ): S
0 n(l)’ ®  1—n)* @ n()

(100.)
—_ 1% 1 1w 1

= — 1S
& I mE

wo 2 iiber alle Ideale | und I jedesmal iiber alle Primideale ) des
@ (L‘
Korpers k(L) zu erstrecken ist. Da der Ausdruck S. wie in § 30 ge-

zeigh worden ist, fiir s== 1 endlich bleibt, so folgt aus (100.), indem die
linke Seite fiir s=1 unendlich wird, dass dic iiber alle Primideale )
des Korpers £(L) erstreckte Summe

s

@ n@y
bei Anniherung von s an 1 diber alle Grenzen wiiehst.  Ist ferner «
e¢ine belicbige ganze Zahl in A(), so gilt dhnlich fir s = 1 stets
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l loggf{%—l}n@)—s = 315 g+

(101.) ]
2 3
S(e) = 12{&} _1_1_12{£} S
"o byl G TG B agym
und hier bleibt wiederum S() fiir s=1 endlich. Es sei jetzt m eine
der Zahlen 1, 2, ..., [—1. Wir setzen in (101.)

o = @ =— g, || oMy
S 1 g e O

und multiph'ciren die entstehende Gleichung noch mit dem Factor

Yy ey, e s win erteilen dann jedem dertExponenten Uy, Uys + oy Y,
nach emander alle die [ Werte 0, 1, , {—1, jedoch so, dass das
eine Wertsystem w, =0, u,=0, ..., ut=0 ausgeschlossen bleibt.

Werden die auf diese Weise hervorgehenden /'—1 Gleichungen simtlich
zu (100.) addirt, so entsteht die Beziehung

1
= 484+ I yu, yulogIl

& nGy ) ® [ @t
I )

(102.)

+84 I yruyge.r;uS(en),

= 2
(p)[l][] oD (P)’ (tty )

wo fiir den Augenblick
1= e e 3 ()
= e )3 e )

m o o —1
[ = 1+(r,—1{%} )+(r,—1{—pi} )+ +<7:‘{p’} )
gesetzt ist; ausserdem ist in S(?) fiir o7 der oben angegebene Aus-
druck einzusetzen. Wenn wir nun in der ersten Summe rechter Hand
in (102.) von denjenigen Gliedern absehen — ihr Aggregat mége &
heissen —, die den in e, ..., @, 4 aufgehenden Primidealen p ent-
sprechen und die nur in endlicher Anzahl vorhanden sind, so hat der

1
iibrige unendliche Teil dieser Summe offenbar den Wert Z(Z)' O wo
0

q nur alle diejenigen unter den Primidealen p des Korpers £(L) durch-
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liuft, fiir welche die ¢ Bedingungen

. a m m
(103.) {T’} —p {";_‘} —,

simtlich erfiillt sind. Bilden wir nun die Gleichungen (102.) nach ein-
ander fir m=1, 2, ..., [—1 und summiren die entstehenden Formeln,

so erhalten wir

(—1)s .
»

n(p)

4+ I oy .y egll IT - -
(104) (“11 ---a“g) ! ¢ (p) (m) all . at t ]m .
1— ) n(p)

+({—1)85

4

1

gt 1 < i -» —% Yy my,
o l(%‘ n(r)’ (‘".L)Gm—i—(l ])S_i(_u;,ut)yl et (’{;S’(a,),
hierbei hat in dem ersten Summenausdruck rechter Hand 1 alle Prim-
ideale p in £(£) zu durchlaufen, welche irgend einem von den /—1 Be-
dingungssystemen geniigen, die aus (103.) entstehen, wenn man darin
m=1, =2, ..., =[—1 einfiirt; fir y =1, ..., y,=1 sind
diese Bedingungssysteme identisch und die betreffenden Primideale /—1 mal
zu nehmen. Gehen wir nun zur Grenze fir s=1 dber, so wird die
erste Summe I linker Hand in (104.) nach den Ausfithrungen zu
Beginn des Beweises tber alle Grenzen wachsen, und die zweite
Summe = linker Hand bleibt auf Grund von Hiilfssatz 27 fir s=—1
endlich. Da auch die Summen S und S(a}) simtlich endlich blei-

ben, so folgt dann, dass der Ausdruck = o fir s=1 iber
n(r

alle Grenzen wiichst, und also sind die betreffenden Primideale r in

unendlicher Anzahl vorhanden; diese Primideale 1t erfillen hinsichtlich

ihrer Potenzcharaktere genan die Forderungen des Satzes 152.

Capitel XXXI.
Der reguliire Kreiskorper.
§ 136.

Die Definition des reguliren Kreiskorpers, der reguliren Primzahl und des

reguliren Kummer'schen Kirpers,
. N
Es bedeute  eine ungerade Primzahl und £(0) den durch f=0et
bestimmton Kreiskorper: diescr Kreisk9rper A(¢) heisse ein reguliirer
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Kreiskorper und die Primzahl 7 eine reguliire Primzahl, wenn
die Anzahl  der Idealklassen des Korpers %(0) nicht durch I teilbar ist.
Die weiteren Capitel werden lediglich von reguliren Kreiskérpern und
von solchen Kummer’schen Korpern handeln, welche aus reguliven Kreis-
korpern entspringen, und die ich daher regulire Kummer’sche
Korper nennen will; fiir dieselben konnen wir sofort folgende ein-
fache Thatsache beweisen:

Satz 153. Es sei k({) ein regulirer Kreiskorper und K ein aus
k(L) entspringender Kummer'scher Korper: wenn dann ein Ideal j des
Korpers £(L) in dem Korper K Hauptideal ist, so ist das Ideal j auch
in dem Kreiskorper £(L) selbst ein Hauptideal.

Beweis. Setzen wir j=(4), wo A eine ganze Zahl in K be-
deutet, so folgt, indem wir die Relativnorm bilden | == (N, (4)), d. 1.
es gilt in £({) die Aequivalenz j'e= 1. Andererseits ist auch j"e-w 1,
wobei A die Klassenanzahl von £(L) bedeutet. Bestimmen wir nun
zwei ganze rationale positive Zahlen @ und b, so dass al—bh=1
wird, so folgt i "= 1, d. h. es ist j in £({) ein Hauptideal.

Es entsteht weiter die Aufgabe, ein Kriterium zu finden, durch
welches sich auf leichte Weise ermitteln lisst, ob eine Primzahl / regulir
ist. Es sollen zunichst zwei Hiilfssitze entwickelt werden, die zu einem
solchen Kriterium fihren.

§ 137.

Ein Hiulfssatz uber die Teilbarkeit des ersten Factors der Klassenanzahl

( 247
[
von k \e ) durch £

Hiilfssatz 28. Ist [ eine ungerade Primzahl und £(L) der Kreis-
korper der lten Einheitswurzeln, so ist der erste Factor der Klassen-
anzahl von k() dann und nur dann durch / teilbar, wenn / im Zihler

einer der ersten Z‘=»Z_T3 Bernoulli’schen Zahlen aufgeht. [Kummer s?

Kromecker®.]
Beweis. In Satz 142 ist die Klassenanzahl % des Korpers £(C)
als Product von zwei Factoren dargestellt; wir betrachten den dort

angegebenen Ausdruck fiir den ersten Factor dieser Klassenanzahl. Zur
267

Abkiirzung werde Z = e~ gesetzt; ferner denken wir uns die zu

Grunde gelegte Primitivzahl » nach [ speciell derart angenommen, dass
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-1

rT—|—1 nur durch die erste Pofenz von [ teilbar ist. Es sei endlich,_

wie in § 108 und § 109, allgemein 7, der kleinste positive Rest von 7
re.—r,

nach / und g'.=—'-l—i-

Der erste Factor der Klassenanzahl A stellt sich in Satz 142 als

ein Bruch dar, dessen Nenner den Werth (27)" hat, und dessen Zihler
von der Gestalt

(105.) K22 /(2
ist, wo zur Abkiirzung f(«) die ganzzahlige Function
-2

Jl@) = 7'0+r1.z+r2.x2+---+rl_2w
bezeichnet. 'Wird ferner
9(@) = g+ a+g,a" g,y
gesetzt, so ergiebt sich leicht
(rZ—1)f(2) = 1Z.9(Z),
und da infolge der Wahl von » das Product

2

-1, 1—1

(Z—)(rZ'—=1)...(r 2" —1) = (—1)T(r 1

genau durch die erste Potenz von [ teilbar ist, so folgt, dass der Zihler
—1

(105.) des ersten Factors von % nur dann durch [ ° =7"*" teilbar
ist, wenn die Zahl

9(2)9(2"9(2")-..9(Z")
durch { teilbar ist. Nun ist @=(l, Z—2) ein in [ aufgehendes
Primideal des Korpers £(Z), und da offenbar Z = nach € aus-
fallt, so ist

— _a
9(Z2)g(Z).-g(Z ) = g()g ()9 (" (s
folglich ist der erste Factor der Klassenanzahl 2 nur dann durch [/ teil-

—1
bar, wenn mindestens einc der —— Congruenzen

9(7_21—1) =q,+ 1119.21—1__‘_‘[2,',2(2!.—-1)_}__,,__*__ql_?,.(l-:‘)(?f -1) =0, ([)

’—
(t=tns.4 50

b

erfiillt ist.
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Es b i ' —1
s bedeute nun ¢ eine der Zahlen 1, 2, 3, ..., ~5 Er-

heben wir dann die Identitit

P = gy HEn—r,)
in die (2¢)te Potenz und bedenken, dass rr,—r, , durch [ teilbar ist,
so ergiebt sich die Congruenz

o2 = o2t -2, —rd7ih (@0
oder
2¢(r Py

und da offenbar

_H),,.?t—l — ,,2t7.2t ,’.23_1, (Ze)

(rr,— 2t = (pr,—r, L)ECED, (1)

L+1) 7¢+1
ist, so folgt
2t(»,-fri_qai_H)7-(i+1)(2t—1) — r2t7.l2.t____ ,:.)i_ o .
Diese allgemeine Congruenz ergiebt bei Summation iber die Werte
1=0y 15 2 ssss [—2

2tl'r2‘—12q PO = g2 Ip% 32 . (17).
z) ) @)
Da nun

(}),'r?‘ =£rﬁ_1 — 12’+22‘+32‘+...+(5_1)2‘
ist, so folgt, dass die Zahl g(»*~') dann und nur dann durch [ teilbar
ist, wenn die Zahl
(108)  (P*—1)(¥42% 8% 4. - (I—1)%

durch [* teilbar ist. Wegen der iber die Primitivzahl » gemachten An-

2t

sicher nicht durch

nahme ist nun der Ausdruck (106.) fir ¢= =

I teilbar. Firet=1, 2, ..., l_72_3 gilt auf Grund der Bernoulli’schen

Summenformel jedesmal die Congruenz

12z+22t+32t+_“+(l_1)2t5 (—I)H_lBtl, (ls),

wo B, die tte Bernoulli’sche Zahl bedeutet, und somit erkennen
wir, dass die Teilbarkeit wenigstens einer der Zahlen (106) fidr
l—3

t=1,27..., 9
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durch /* mit der Teilbarkeit wenigstens eines der Zihler der ersten

Bernoulli’schen Zahlen durch [ gleichbedeutend ist. Der Beweis des
Hiilfssatzes 28 ist dadurch erbracht.

§ 138.

2
Ein Hiilfssatz iiber die Einheiten des Krelskorpers k( )fﬁr den Fall, dass
Bernoulli’schen Zahlen

! in den Zihlern der ersten 5

nicht aufgeht.
Hiilfssatz 29. Wenn [ eine ungerade Primzahl bedeutet, welche

—=3
in den Zihlern der ersten [* — Bernoulli’schen Zahlen nicht auf-

geht, so lidsst sich aus den Kreiseinheiten des Korpers k(L) der [ten
Einheitswurzeln stets durch Bildung geeigneter Producte und Quotienten
ein System von solchen (* Einheiten &, ..., &, ableiten, fir welche
{* Congruenzen von der Gestalt

= 14a X, (),
g =1+, (),

LD = 14a, 4, (17),

[

6 = 14a, 4% (%

gelten, wo @, a,, ..., a, ganze rationale, durch / nicht teilbare Zahlen
bedeuten; dabei ist A =1—C, [=(A) gesetat. [Kummer'*]
Beweis. Wir gehen aus von der Kreiseinheit (vgl. § v~)

<1—s><1—t“) ’

wo 7 eine Primitivzahl nach / bezeichnel. Wir setzen dann p=¢"! und

(109) — n(i‘ﬁ—s)(r" —.v)(rG—:z)...(rm—2 —:)(r?’+2—a)(rm'H—s)..‘(rl"s—:)
fir t=1, 2, 3, ..., I* wo s=({:{") im Exponenten symbolisch
zu verstehen ist.

Dic ‘Einheit % ist als ({—1)te Potenz einer ganzen Zahl in £(l)
notwendig =1 nach 1, und das Gleiche gilt dann auch von jeder der
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Einheiten &, Wir denken . uns nun allgemein bei jedem Werte ¢ die
zur Einheit &, gehorende Function & (x) gemiss § 131 gebildet; dann
gelten fiir die rationalen Zahlen

¢ ¢} .
1 )(‘St)7 1( )(8,:), R l(l 2)(8t)3

d. h. fir die Werte der ersten /— 2 Differentialquotienten des Logarithmus
von ¢, (&%) an der Stelle v =0, die Congruenzen:

1) = o, ®

=1, 9, 8, w05 D01 TN, o T8, T2

B
1(2‘)(“3:) = (—1)*" 42”‘; , (@

=1, 2, cou; )

(110.)

Um dies zu beweisen, bedenken wir, dass nach der ersten Formel
S. 413 oben bei der Berechnung der ersten [—2 Differentialquotienten

19@), 19@), ..., 179

in Bezug auf die Zahl % an Stelle der zu 7 gehdrenden Function direct
die folgende ganze Function
-1

-, . (Q—a)(1—az) ) ?
(@) = ( (I—a)(1—a)
genommen werden darf. Nun gilt bekanntlich die Entwickelung

er—1 —-—|——v+ B, ol B, B, o8
9.91 41" T 661 :

wo B, B,, B,, ... die Bernoulli'schen Zahlen bedeuten. Mit Be-
nutzung dieser unendlichen Reihe folgt

[ = (l—l){logr+< “
(111.) l

log

2

oo }
6. 6!

Von derselben Verwendbarkeit wie 7j(e?) in Bezug auf die Zahl 7 ist
die Function 7(e™”) in Bezug auf die Zahl sy, f(e”™) in Bezug auf
sy u. s. f. Ersetzen wir dann nach Entwickelung des Ausdrucks (109.)
von g darin %, s, s, ... durch #j(e?), (™), (™), ..., so ent-
steht eine Function &,(e”), welche nach den Ausfithrungen auf 8. 413
bei Bildung von l(l)(et), ](2)({:‘), R L (¢,) die Stelle der Function

Jahresbericht der Deutschen Mathem,-Vereinigung. 1V. 28

—(r*—1) T 4'
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¢,(e") vertreten kann. Aus (111.) ergiebt sich:
log(e%) = (1] 0= (1) G ).

B
(PR ) (2D g2 (i 2 — ) L (=8 — 2y (1—r2) 7(2;7 7;21}

+01—1”l_1+01+1”1+1+’”;
wo C, C,_,, C, ST . gewisse Constanten bedeuten. Das ausfiihrlich
geschriebene Product in dem Coefficienten von » ist

(—1)" [d(m———l)(m—fr 5. (@—r"? ]
da (z=r2l)
-1
und die hier zu differentiirende Function ist =& 2 —1 nach L Aus
dieser Entwickelung folgt nun unmittelbar die Richtigkeit der Con-
gruenzen (110.).

Da mnach Voraussetzung die Zihler der ersten [* Bernoulli'schen
Zahlen B, ..., B, nicht durch [ teilbar sein sollen, =0 sind nach
(110.) die I* Differentialquotienten 1% (g) fiir t=1, 2, .., I* simtlich
der Null incongruent. nach /. Aus dem letzteren Umstande schliessen
wir zuniichst, dass keine der Einheiten &, ..., ¢, mnach [ der Zahl 1
congruent ausfillt. Setzen wir daher

g = 1+a 2%, (19*“),

1

(112.)
o ep-l—l
g, = 1—|—a,.l ¢
mit solchen Exponenten € -5 €, dass dabei a, ..., a, ganze
rationale, nicht durch [ teilbare Zahlen bedeuten, so sind diese Ex-
ponenten ¢, ..., ¢, simtlich < /—1. Nun erhilt man aus den

Congruenzen (112.), da die Entwickclung eines Ausdruckes (1—e)’
nach Potenzen von v mit dem Gliede (—1)"v” beginnt, fiir dic Einheit
&, die Congruenzen

(fx—l)

1) =0, ¥E)=0, ..., 1" (e)=0, )

(" _ ¢
(¢) = (—1)"e,.¢), ),
und da «, nicht durch / teilbar sein soll, so crgiebt sich wit Riicksicht
auf die vorhin bemerkle Folgerung aus den Congruenzen (110.) €, = 2t
womil der lillssatz 29 bewiesen ist.
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§ 139.

Ein Kriterium fiir die reguliren Primzahlen.

Der folgende Satz liefert ein einfaches Kriterium fiir die reguliren
Primzahlen :

Satz 154. Eine ungerade Primzahl / ist dann und nur dann re-

gulir, wenn sie in den Zihlern der ersten (*= =

Zahlen nicht aufgeht. [Kummer®.) ,

Beweis. Der Hiilfssatz 28 zeigt, dass, wenn [ im Zihler wenigstens
einer der ersten [* Bernoulli’schen Zahlen aufgeht, die Klassenanzahl A
des Korpers k(L) jedenfalls durch [ teilbar ist. Sind hingegen die
Zihler der ersten (* Bernoulli’schen Zahlen simtlich zu ! prim, so
zeigt der niimliche Hilfssatz 28, dass der erste Factor der Klassen-
anzahl zu [ prim ist. Es bedarf also nur noch des Nachweises, dass
auch der zweite Factor der Klassenanzahl 7 nicht durch [ teilbar ist,
wenn die Zihler der ersten [* Bernoulli'schen Zahlen simtlich zu [ prim
sind. Diesen Nachweis filhren wir in folgender Weise:

Es sei y,, .-, ¥, ein System von reellen [* Grundeinheiten des
Korpers k(C), wie ein solches nach Satz 127 stets. existirt; dann konnen
wir setzen:

Bernoulli’schen

&

(113.) ste = yTlty:2t,__y;fl*z
fir =0, 1, 2, ..., {*—1, wo die Exponenten m,,, m,,. ..., m,,

ganze rationale Zahlen sind und & die in Formel (108.) definirte Kreis-
einheit bedeutet. Aus (113.) erhalten wir:

(114.) log|s'e| = m,,log|y,[-my,log|ys|—+-+-4-m,log|y,]

fir =0, 1, 2, ..., [*—1, wo unter den Logarithmen deren reelle
Werte verstanden werden sollen. Andererseits bringen die Definitions-

gleichungen (109.) der Einheiten &, ..., &, €in Gleichungssystem von
der Gestalt
(115.) g, =& (se) (s e

(t=12 .., 1
mit sich. Von demselben gehen wir zu den Gleichungen

(116.) loge, = nuloglel+n2l10gl88|+"'+npv,10glsl*~18|

(=12 ..., ¥
28*



436 Finfter Teil. Der Kummer'sche Zahlkorper. § 139.

iiber, wo fiir die Logarithmen wieder die reellen Werte eintreten sollen,
und vermige (114.) wird hieraus

(117.)  loge, = M, log|y, |+ M, log|y, |-+ M, log|y,|,
{E =14 2y s oup 1)

wo M, M,, ..., M, dic bekannten bilinearen Verbindungen der
20 ganzen rationalen Zahlen m  , 7, ..., %, .3 Mygs My, - -
.. M, ._, bedeuten. Aus den Gleichungssystemen'(113.) und (115.)

entspringen jedesmal [*—1 weitere Gleichungssysteme, wenn wir auf
die darin vorkommenden FEinheiten die Substitutionen s, 82, 5 % 5%, g s
anwenden. Indem wir dann wieder die betreffenden Logarithmen nehmen,
erhalten wir diejenigen Gleichungssysteme, die aus den Gleichungs-
systemen (114.), (116.) und (117.) hervorgehen, wenn man auf die
darin vorkommenden Einheiten der Reihe nach durchgehends die Sub-
stitution s, bez. s?, ..., bez. s#—! anwendet.
Setzen wir nun

log‘y1 . ., log{ jd
P log‘syll, R log!syl, ’
log[sl*._lyl‘, . logls"_'yph
log|e], log|se| ..., log|s" e i
A — log|s |, Iog[srzs], ¢ ¢ u log}s s| i,
log]sl‘;ld, log.sl'isl,. '. .., log]sm‘ - |
loge,, loge,, ..., loge,
- logse,, logse,, <o ., logse,
logs.l*—;el,. .log.s"_.leﬂ., . R lo.gs':_’s,. !

so crgiebt eine Anwendung des Multiplicationssatzes der Determinaunten
AV

1w 21° v wy )

(118.) —§-~A——- Mm’ ‘.”3:’ RN ‘”s"s

M“, Al,.,[” S g 1/;
Die reehts stehende Doterminante st eine ganze rvationale und iiberdies
cine zu { prime Zahl,  Wire uvitmlich diese Determinante durch / teil-
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bar, so wirde man im Stande sein, /* ganze rationalo Zahlen
N,, ..., N, zu finden, die nicht simtlich durch { teilbar sind, wihrend
die aus ibnen gebildeten Ausdriicke

SNM SN M ..., SINM,
(‘6 t e ® 1o ’ o ey
=12 .., 1Y)

simtlich durch / teilbar ausfallen. Durch Beriicksichtigung dieses zweiten
Umstandes ergiebt sich aus (117.) eine Gleichung von der Gestalt

N,loge, + N,loge,+ -+ N,loge, = llogE,

in welcher E eine gewisse positive Einheit des Korpers £({) bezeichnet.
Setzen wir beide Seiten in den Exponenten von e, so haben wir

(119.) o 8;\72 el = E.

Es ist nun das Bestehen einer solchen Gleichung (119.) un-
moglich. Denn es wiirde zunichst E = E'=1 nach [ folgen; denken
wir uns die zu E gehtrende Function E(a) eingefiihrt und betrachten wir
die Werte der ersten /— 2 Differentialquotienten von log E(e?) an der
Stelle v =0, so wiirden aus (119.) unter Verwendung von (110.) die
Congruenzen

we By = ! =1, 2 I

(-1 P =0, (), ¢t=1,2,...,1%
folgen. Es sollen aber die Bernoulli'schen Zahlen B, B,, ..., B,
simtlich zu [ prim und andererseits die Zahlen N, ..., IV, nicht
simtlich congruent O nach [ sein; wir erhalten damit einen Widerspruch.
Hiernach ist die Determinante rechts in (118.) nicht durch [ teilbar.
Da andererseits ihre Factoren —% und A beide ebenfalls als ganze

R

Zahlen erscheinen und A den zweiten Factor der Klassenanzahl 7

R

darstellt, so ist auch der zweite Factor der Klassenanzahl nicht durch
I teilbar. Damit ist der Beweis des Satzes 154 vollstindig erbracht.
Auf Grund des Satzes 154 findet sich aus den Werten der ersten
47 Bernoulli’schen Zahlen, dass ausser den drei Primzahlen 37, 59,
67 die unterhalb 100 liegenden Primzahlen simtlich reguldr sind. Wie
sich ferner durch Rechnung findet, sind die Klassenanzahlen h der
247
Kreiskorper k(eT) fiir /=37, 59, 67 nur durch die erste und nicht
durch eine hohere Potenz von [ teilbar. [Kummert' %.]
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§ 140.

Ein besonderes System von unabhingigen Einheiten
im reguliren Kreiskirper.

Wir haben in § 139 die Mittel zur Aufstellung ecines Systems von
Einheiten des reguliren Kreiskdrpers gewonnen, welches fiir die weiteren
Entwickelungen von Nutzen sein wird.

Satz 155. Ist [ eine regulire Primzahl, so giebt es im Kreis-
—3

2
von der Art, dass fir dieselben die

korper der [ten Einheitswurzeln stets ein System von [* = un-

abhingigen Linheiten &, ..., &,
Congruenzen

g = 1+1% (),
g = 1+4, (),

g = 14+27°, ()

erfiillt sind; dabei ist A =1—(, [ = (1) gesetzt.

Beweis. Da der Kreiskorper £({) regulir sein soll, so sind in
Anbetracht von Satz 154 die Zihler der ersten [* Bernoulli'schen
Zahlen simtlich zu ! prim, und folglich giebt es nach Hiilfssatz 29.
{* Einheiten &, ..., &,, welche die in (107.) ausgedriickten Con-
gruenzeigenschaften besitzen. Da dort die Coefficienten a, ..., a,
simtlich zu / prim sind, so konnen wir [* ganze rationale Zahlen
by, -, b, bestimmen derart, dass

ab =1, ... aby=1, (D)

wird. Setzen wir dann

— h — b
e — b
gl._sl 5 v Ep=2g.,
so erfillen dicse Einheiten &, ..., &, jedenfalls die in Satz 155 ge-

forderten Congruenzbedingungen.

Ferner bilden &, ..., & cin Syslom von einander unabhingiger
Einheiton, weil dic in § 138 bestimmicn Einheiten €. .. .. &, ein solches
warcn.  Um letzteres cinzusehen, nehmen wir im Gegenteil an, dass eine
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Gleichung von der Gestalt

(120.) sty = |
bestehe, wo die Exponenten e , ..., ¢, ganze rationale, nicht simtlich
verschwindende Zahlen sind; dann konnen wir weiter die Annahme
machen, dass diese Exponenten e, ..., ¢, nicht simtlich durch / teilbar
seien, da im engegengesetzten Falle offenbar sofort
ey epr
81_‘ el,‘ = I

folgen wiirde. Unter der Annahme, dass in (120.) die Exponenten
€, -+, ¢, nicht simtlich durch [ teilbar sind, ist aber (120.) von
der Gestalt der Gleichung (119.), und dass eine solche Gleichung un
moglich ist, haben wir bereits in § 139 erkannt.

§ 141.

Eine charakteristische Eigenschaft fir die Einheiten
eines reguliren Kreiskorpers.

Satz 156. Wenn [ eine regulire Primzahl bedeutet und im
Korper k(L) der lten Einheitswurzeln eine solche Einheit E vorliegt,
welche einer ganzen rationalen Zahl nach [ congruent ist, so ist sie
notwendig die /te Potenz einer Einheit dieses Kreiskorpers. [Kummer®.]

Beweis. Wir denken uns ein System von Einheiten & ..., &
gemiss Satz 155 bestimmt; da dieselben ein System unabhiingiger Ein-
heiten bilden, so giebt es ganze rationale, nicht simtlich verschwindende
Exponenten ¢, e, ..., ¢,, so dass

(121.) E=g...5
wird, und wir konnen, wie sich sofort zeigt, noch annehmen, dass
€ €y -vvy nicht simtlich durch [ teilbar sind. Wire dann e durch
[ teilbar, so hitte die Gleichung (121.) die Gestalt (119.), und dass
eine Gleichung von dieser Gestalt nicht statthaben kann, haben wir
bereits erkannt. Wire andererseits ¢ nicht durch [ teilbar, so wiirde
jedenfalls E°==1 nach [ und also — 1 nach [ sein; wir bilden dann
fir beide Seiten der Gleichung (121.) die logarithmischen Differential-
quotienten der zu ihnen gehdrenden Functionen. Da wegen E°==1 nach
! die Zahlen 19 (E®) fir g < [—1 stimtlich congruent 0 nach [ sind,
so folgt, wenn wir dies insbesondere fiir g =12, 4, ..., 270* in An-
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wendung bringen und die Werte der Zahlen (1% (BDs ¢e3 1 (&)
in Riicksicht auf (110.) einsetzen, der Reihc nach ¢, =0, ..., ¢,=0
nach /; es wird dann also E°= H', wo H eine gewisse Einheit des
Kreiskorpers bedeutet, wihrend e nach Voraussetzung eine nicht durch
l teilbare ganze rationale Zahl ist. Bestimmen wir nun zwei ganze
rationale Zahlen o und b, so dass ae~+bl=1 wird, so folgt
E = (HaEb)[’
und hiermit ist der Beweis des Satzes 156 vollstindig erbracht.

Ein wesentlich hiervon verschiedener Beweis des Satzes 156G bernht
auf folgender Ueberlegung. Wire E nicht die [te Potenz einer Einheit
in (), so kinnte auch die Binheit H=— E'* nicht die /te Potenz
einer Einheit sein, wie leicht aus dem Umstande ersichtlich ist, dass
1—s und 1—|—s—i—---—|—sl_2
die im Sinne der Congruenz nach [ keinen gemeinsamen Factor haben.
Nun wird aber, wenn wir E congruent einer ganzen rationalen Zahl
nach / annehmen, H=— 1 nach I’, und hieraus wiirde nach dem zweiten

zwei ganzzahlige Functionen von s sind,

i
Teile von Satz 148 folgen, dass der Kummer'sche Korper #(J/H, L) die
Relativdiscriminante 1 in Bezug auf k() besitzt. Da ferner dieser
Kummer’sche Korper relativ-Abel’sch vom Relativgrade / in Bezug auf
k(L) ist, so wiirde endlich aus Satz 94 folgen, dass die Anzahl der
Idealklassen des Kreiskrpers k(L) durch / teilbar sein misste, was der
Annahme, dass £(8) ein regulirer Kreiskorper ist, widerspriche.

§ 142.
Der Begriff der primiiren:Zahl im reguliren Kreiskirper.

Eine ganze Zahl & des reguliren Kreiskirpers 4($) heisst primir,
wenn sie erstens semiprimir ist (s. S. 368), und wenn sic zwcitens
die Eigenschaft besitzt, dass ihr Product mit der conjugirt imaginiren

1—1

Zahl, also mit s 2 @, ciner ganzen rationalen Zahl nach /==1"" con-
gruent wird. Einc primidre Zahl ist also stets zu [ prim und hat die
Congruenzen

¢ == g; ("

-1

@s ¥ T (Y
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so zu erfiillen, dass @ und & ganze rationale Zahlen sind. [Kummer'®.]
Es gilt die Thatsache:

Satz 157. In einem reguliiren Kreiskorper £(£) kann eine be-
liebige zu I prime ganze Zahl @ stets durch Multiplication mit einer

Einheit in eine primire Zahl verwandelt werden. [Kummer®.]
—1
Beweis. Bilden wir aus o die Zahl ﬂ:a.sTa, so ist dieselbe
—1

offenbar eine Zahl in dem Unterkorper vom Grade des Korpers

k(f) und geniigt daher einer Congruenz §=gq mnach I>, Wo @ eine
ganze rationale, nicht durch [ teilbare Zahl bedeutet. Es seien 8,8, 8,
die I* in § 140 bestimmten Einheiten. Ist nun etwa §= a—ta, 4’
nach I, wo @, eine ganze rationale Zahl bedeute, so bestimme man
eine ganze rationale Zahl % so, dass 2aw,-+a, =0 nach [ wird;
dann ist notwendig
B8 = o (1.

Ist ferner etwa ﬁs‘iulza—i—azl* nach [°, wo a, wieder eine ganze
rationale Zahl bedeute, so bestimme man eine ganze rationale Zahl u,
derart, dass 2awu,—+a, = 0 nach [ wird; dann ist

_2uyp 2uy 6
ﬂ & & =a (I )
Fahren wir in der begonnenen Weise fort und setzen am Ende

- U U2 U

g = 81 82 "'St" P

so wird BEQEa nach {"". Ist andererseits {* eine solche Potenz von
¢, dass (¥ semiprimir wird, so ist offenbar (*Fa eine primére Zahl.

Eine reelle primire Zahl ist stets einer ganzen ratiomalen Zahl nach
I=1" congruent. Aus Satz 156 folgt leicht, dass eine primire Einheit
in k(%) stets die lte Potenz einer Einheit in £({) ist.

Wir erortern noch kurz einen Hiilfssatz tber primdre Zahlen,
welcher uns spiter von Nutzen sein wird.

Hiilfssatz 30. Wenn v, u zwei primire Zahlen des reguliren
Kreiskorpers £({) sind, so ist stets

& ”} =1
%
Beweis. Wir diirfen annehmen, dass die Zahlen v, w beide =1
nach | ausfallen, da sonst ihre ([—1)ten Potenzen sicher dieser Be-
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‘ P , pi-1, bt
dingung geniigen und wir mit Riicksicht auf { IM } = {_——I——~

(vgl. S. 414) diese an Stelle der Zahlen v, p selbst betrachten konnen.
Nach (83.) ist

-1 —1

{%M}{%STIJ«} _ {%MTM}
i o 0 ’

—1
und da bei unserer Annahme g.s 2 w=1 nach ! und v=1 nach

I* ausfillt, so folgt aus der allgemeinen Definition (82.) des Symbols
—1

=
{W’Ty’} in § 131 unmittelbar {&—"%——M} = 1, und daher wird

—1

[ =n

Entsprechend beweisen wir, dass

—1 —1 -1

{w,sTu }{sTv,sTM} —1
l ! -

ist. Aus Formel (84.) ergiebt sich ferner:

—1 —1

{%M}{ST’V’S ’ M} —1
[ [ -

Die drei letzten Gleichungen zusammengenommen liefern:

Y A AN
O N

und damit ist der Hiilfssatz 30 bewiesen.

Capitel XXXII.

Die ambigen Idealklassen und die Geschlechter
im reguliiren Kummer’schen Korper.
§ 143,
Der Bogrifll der Einheitenschar im reguliven Kreiskirper.
ln
Es sei  eine regulive ungerade Primzahl, und in dewm durch ==c !
bestimmten reguliven Kroiskorper £(£) sei cin solehes System E von
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Einheiten vorgelegt, in welchem die /ten Potenzen aller Einheiten des
Korpers £({) enthalten sind, und welchem iiberdies die Eigenschaft zu-
kommt, dass das Product und der Quotient von irgend zwei Einheiten
des Systems stets wieder dem Systeme angehort. Ein solches System
E nemne ich eine Einheitenschar des Kreiskérpers (0). Man
kann in einer jeden Einheitenschar K stets eine gewisse Anzahl m von
Einheiten &, ..., & bestimmen von der Art, dass man jede Einheit
der Einheitenschar und jede nur einmal erhiilt, wenn man in dem
Aunsdruck

) Upp =
£'el...g Mk

einem jeden der Exponenten w,, ..., %, unabhingig von den ibrigen
alle Werte 0, 1, ..., [—1 erteilt und fir & eine jede Einheit in £()
einsetzt. Ein System von Einheiten &, ..., &, dieser Beschaffenheit
nenne ich eine Basis der FEinheitenschar E. Es ist klar, dass
fir die Einheiten &, ..., €, einer Basis von K niemals eine Relation
von der Gestalt

eq em —_
gloegm=z¢e¢
stattfinden kann, wo e, ..., ¢,  ganze rationale, nicht simtlich

durch / teilbare Exponenten sind und & eine Einheit in £(L) bedeutet.
Es ldsst sich leicht zeigen, dass fiir eine jede andere Basis der Ein-
heitenschar /7 die Anzahl m der Einheiten, aus denen sie besteht, die
gleiche sein muss. Diese Zahl m ist daher fiiv die Einheitenschar K
eine vollkommen bestimmte; sie heisse der Grad der Einheiten-
schar.

Enthilt insbesondere eine Einheitenschar nur die /ten Potenzen
der Einheiten in £(C), so ist sie die moglichst wenig Einheifen um-
fassende Einheitenschar, und ihr Grad 0. Ferner bildet die Gesamt-
heit aller Einheiten des Korpers £() eine Einheitenschar; aus dem
Umstande, dass nach Satz 127 jede Einheit in £({) das Product einer
lten Einheitswurzel und einer reellen Einheit ist, und aus den Entwicke-
lungen beim Beweise des Satzes 157 entnehmen wir sofort, dass die in
§ 140 mit &, ..., §_, bezeichneten Einheiten mit der Einheitswurzel

{ zusammen eine Basis dieser umfassendsten Einheitenschar sind. Die aus
allen Einheiten des Korpers % () bestehende Einheitenschar besitzt folglich

—;1 ; sie ist offenbar die einzige Einheitenschar vom Grade

den Grad m—
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i_/;}l—«, und es kann iiberhaupt keine Einheitenschar von hiherem als

dem ten Grade geben.

Wie man ferner leicht erkennt, bilden die Relativnormen aller

14
Einheiten eines aus &() cntspringenden Kummer’schen Korpers E(Vu, ©)
fir den Kreiskorper k(L) eine Einheitenschar; endlich ist auch die
Gesamtheit aller derjenigen Einheiten in /£({) eine Einheitenschar,
welche gleich Relativnormen, sei es von Einheiten, sei es von gebrochenen

5
Zahlen des Kummer’schen Korpers /c(]/y, ) sind.

§ 144.

Die ambigen Ideale und die ambigen Idealklassen
eines reguliren Kummer'schen Kdrpers.

Es sei k() ein regulirer Kreiskorper, und u eine ganze Zahl in
k(L), welche nicht gleich der lten Potenz einer Zahl in A(L) ist; der

l
durch M =7/p und { bestimmte regulire Kummer’sche Korper £(MM, )
werde mit K Dbezeichnet. Wir suchen nunmehr die Theorie dieses
Korpers mittelst der entsprechenden Begriffe und Methoden zu fordern,
wie sie in den Capiteln XVII—XVIII in der Theorie des quadratischen
Korpers angewandt worden sind.

Die Relativgruppe von K in Bezug auf £(L) wird durch die Po-
tenzen der Substitution S = (MM : [ M) gebildet; es werde gemiss § 57
ein Ideal A des Korpers K ein ambiges Ideal genannt, wenn I bei
Anwendung der Operation S ungeiindert bleibt, d. h. S ==y ist. und
wenn ausserdem 9 kein von 1 verschiedenes Ideal des Korpers £(J) als
Factor enthidlt. Nach Satz 93 sind die ¢ in der Relativdiscriminante
von K aufgehenden Primideale simtlich ambig, und es giebt ausser
diesen auch keine anderen ambigen Primideale. Ist sodann I ein be-
lichiges ambiges Ideal in K, so schliessen wir aus % == S leicht
(vgl. § 73), dass auch jedes in ¥ aufgehende Primideal des Korpers A
ambig sein muss, und darans folgt dann, dass dic Anzahl aller vor-

handencn ambigen ldeale {° botriigt.
Ist & cin Ideal aus cinor Klasse (' des Kummer'schen Korpers A
so werde dio durch das relativ conjugirte Ideal 8@ bestimmie Ideal-
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klasse mit SC bezeichnet. Die Klassen SC, S°C, ..., S ( sollen
die zu C'relativ conjugirten Klassen heissen. Ist ferner F(S) eine
beliebige ganzzahlige Function vom ({—1)ten Grade in S, nimlich

F(S) = a—|—a18—|—a232—|—---+al_181_1,

wo a, a;, ..., a,  ganze rationale Zahlen sind, so werde die durch
den Ausdruck

CH8CY" (87CY"...(8'e)™

bestimmte Klasse die F(S)te symbolische Potenz der Klasse C
genannt und mit

Ca+aIS+a282+~-~+al_1Sl—l — ER)
bezeichnet. Endlich heisse eine Idealklasse 4 des Kummer'schen Korpers
K eine ambige Klasse, wenn 4 =S84, d. h., wenn ihre (1—8S)te
symbolische Potenz A" S =1 wird. Die Ite Potenz einer beliebigen
ambigen Klasse A ist stets eine solche Klasse, welche unter ihren
Idealen in £(f) liegende Ideale enthilt. Dies ergiebt sich unmittelbar,
wenn wir beriicksichtigen, dass wir

7 2 pggi—1
A — grrs+siets

als Folge von A =S4 haben und dass andererseits die Relativnorm
eines beliebigen Ideals in K stets notwendig ein Ideal in £({) ist.

§ 145.

Der Begriff der Klassenschar im reguliren Kummer’schen Kérper.

Es sei in dem reguliren Kummer’schen Korper K ein solches System von
Klassen vorgelegt, dass in der lten Potenz einer jeden dieser Klassen stets
Ideale des Korpers £({) vorkommen, und iberdies sollen inshesondere alle
digjenigen Klassen, in welchen Ideale des Korpers £({) vorkommen,
dem Systeme angehbren; endlich sollen das Product und der Quotient
von irgend zwei Klassen des Systems stets wiederum dem Systeme an-
gehoren. Ein solches System von Klassen nenne ich eine Klassen-
schar des Kummer’schen Korpers. In einer vorgelegten Klassen-
schar kann man stets eine gewisse Anzahl n von Klassen (), ...,
bestimmen von der Beschaffenheit, dass man jede Klasse der Klassen-
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schar und jede nur einmal erhilt, wenn man in dem Ausdruck
Oy O

einem jeden der Expomenten w , wu,, ..., u  unabhingig von den
anderen alle Werte 0, 1, ..., [—1 erteilt, und fiir ¢ eine jede
solche Klasse setzt, welche unter ihren Idealen in k(%) liegende Ideale
enthilt. Die Klassen C,, C,, ..., C mogen dann cine Basis der
Klassenschar heissen. Es ldsst sich leicht zeigen, dass fiir eine
jede andere Basis der Klassenschar die Anzahl n der Klassen, aus
welchen die Schar besteht, die gleiche sein muss. Diese Zahl 7 heisse
der Grad der Klassenschar.

Enthalten insbesondere alle Klassen einer Schar Ideale des Korpers
k(¢), so ist die Schar vom Grade 0. Des Weiteren ist beispielsweise
dic Gesamtheit aller derjenigen Klassen in K, in welchen, sei es ambige
Tdeale in K, sei es Producte aus ambigen Idealen in K mit Idealen des
Korpers £(C) vorkommen, eine Klassenschar. Ferner bildet die Gesami-
heit aller ambigen Klassen des Kummer’schen Korpers eine Klassenschar.

§ 146.

Zwei allgemeine Hiilfssitze liber die relativen Grundeinheiten eines
relativ-cyklischen Kérpers von ungeradem Primzahlgrade.

Bevor wir die Untersuchungen des vorigen Paragraphen fortsetzen,
leiten wir zwei Hiilfssitze ab, die sich an den Satz 91 in § 55 an-
schliessen und wie folgt lauten:

Hiilfssatz 31. Es sei der Relativerad [ eines relativ cyklischen
Korpers K in Bezug auf einen Unterkiorper & eine ungerade Primzahl,
ferner sei S eine von der identischen verschiedene Substitution der
Relativgruppe von K in Bezug auf £ und H, ..., H 41 ein System
von relativen Grundeinheiten des Korpers KA in Bezug auf £, dann
gilt fiir eine Dbeliebige Einheit £ in K jedesmal eine Gleichung von
der Gestalt
£1(8)
1

1)

F,
E = w7 T,

wo f ein ganzer rationaler, nicht durch / {eilbarer Exponent ist, F(S), ...
Co F:-+1(S ganzzahlige  Functionen vom (/—2)ten Grade in S be-

zeichnen und [&] eine Einheit in A bedeutet, deren [ te Potenz in & liegt.
Beweis.  Aus dem Beweise des Satzes 91 geht hervor, dass die
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Einheiten
Hy ooy Hogp .SHP ..., SH

r+1? °

—2 —2
.., 87°H, ..., 87H,,

unter Hinzufiigung von 7 Grundeinheiten des Korpers & von einander
unabhingig sind, und da die Anzahl dieser Einheiten insgesamt [(r—-1)—1
betriigt, so giebt es, wenn E eine beliebig angenommene Einheit in K
bedeutet, fir E gewiss Relationen von der Gestalt

(122.) E® — g&h® Hf—r:l-l(s)[&],
wo G(8), G(S), ..., G, (S) ganzzahlige Functionen vom (—2)ten
Grade in S sind, unter denen die erste nicht identisch verschwindet,
und wo [¢] eine solche Einheit in K bedeutet, dass [e]l in £ liegt. Aus
den unendlich vielen vorhandenen Relationen dieser Art denken wir
uns eine solche ausgewidhlt, bei welcher die ganze Function G({)
durch eine moglichst niedrige Potenz von 1—( teilbar ist. Wir nehmen
an, es treffe dies eben fiir die Relation (122.) zu; wir setzen zunichst
voraus, es sei dabei G({) noch mindestens einmal durch 1—{ teilbar.
Nach der Definition der Grundeinheiten in § 55 miissen dann

G@©)s - G@
simtlich ebenfalls durch 1—{ teilbar sein. Erheben wir die Gleichung
(122) i die (1—8%)(1—8%)...(1—8"")te symbolische Potenz und
setzen
GQ) =Qa-0G*0), G, =0-56i®)

2 GT+1(C) == (1_§) G'T*_H (C);

so folgt leicht, indem wir berlicksichtigen, dass die (1+S+82—|—---
«-48"")te symbolische Potenz einer Einheit in K stets eine Einheit
in k wird,

* 16 1(8

(128.) EG®) = HIGJ<S>...HT+Z+’( el

wo [¢] wieder eine Einheit in & oder die lte Wurzel aus einer Einheit in £
bedeutet. Wegen der Gleichung (123.) ist eine /te Wurzel aus dieser Zahl
[£] sicherlich eine Zahl in K, also, wie leicht ersichtlich, ebenfalls eine solche
Einheit in K&, deren [te Potenz in % liegt, und die wiederum mit [&]
zu bezeichnen ist; aus (123.) schliessen wir daher:

(3 G* (8) G 1(9)
EY® = g " H T e,
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wo wiederum [¢] eine Einheit in K bedeutet, deren [te Potenz in k liegt.
Diese Gleichung ist von der nimlichen Gestalt wie (122.), nur dass
hier G*(£) durch cine niedrigere Potenz von 1—¢ teilbar wire als oben
G(0). Dadurch crhalten wir einen Widerspruch mit unserer Annahme,
wonach die zu Grunde gelegte Relation (122.) bereits eine solche war,
in der G({) cine moglichst niedrige Potenz von 1— enthiclt; wir
sehen also, dass unter dieser Voraussetzung in (122.) G({) nicht durch
1— teilbar sein kann.
Setzen wir

f=GQ)GEH...a™,

so wird f einc ganze rationale, nicht durch [ teilbare Zahl, und es
giebt offenbar zwei ganzzahlige Functionen H(S), M(S), so dass die
Gleichung

F = H(8)G(S)+M(S) (148485

identisch in S erfiillt ist. Erheben wir (122.) in die H(S)te symbolische
Potenz, so folgt daraus sofort eine Formel von der im Hilfssatz 31 ver-
langten Beschaffenheit.

Hiilfssatz 32. Es mogen dieselben Bezeichnungen wie in Hiilfs-
satz 31 gelten, und iiberdies bilden wir die Relativnormen der r—-1
relativen Grundeinheiten des relativ-cyklischen Korpers K, nimlich

711 = Nk (Hl)’ e 1]r+1 ( +1)

dann. liisst sich jede Einheit ¢ in £, welche die Relativnorm einer Einheit
E des Korpers K ist, in der Gestalt
7
= e e
darstellen, wo %, ..., u. , ganze rationale Exponenten sind und [¢]
cine Einheit in K ist.
Beweis. Nach Hiilfssatz 31 haben wir fiir £ eine Gleichung

Fy(S) Fry ()
v 1 g1
E = Hl "‘Hr+1 [e].
wo die Zeichen}die dort angegebene Bedentung besitzen. Indem wir
von beiden Seiten dieser Gleichung die Relativhorm  in Bezug auf £
bilden, crgicht sich

(124.) ¢ = 11:"“) "H(l)[é]

»ll
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Bestimmen wir nun zwei ganze rationale Zahlen o, b, so dass

i af—-{—bl
wird, und erheben dann die Gleichung (124.) in die ate Potenz, so
entsteht eine Formel von der im Hiilfssatz 32 Dbehaupteten Art.

§ 147.

Die durch ambige Ideale bestimmten Idealklassen.

4
Es sei K =L(Vﬁ, {) ein regulirer Kummer'scher Korper; wir
11 13

nehmen aus seiner Relativgruppe die Substitution S = (Vﬁgﬂ)
Da ein beliebiges ambiges Ideal 9 des Korpers K vermdge seiner
Eigenschaft 9 =S89 stets eine ambige Klasse bestimmt, so haben wir,
um zur Kenntniss der ambigen Klassen zu gelangen, vor Allem die aus
den ambigen Idealen entspringende Klassenschar zu untersuchen. Wir
beweisen die wichtige Thatsache:

Satz 158.  Hs sei ¢ die Anzahl der werschiedenen Primideale,
welche in  der Relativdiscriminante des reguldren Kummer’schen

1

Zahlkirpers K=Fk(Yu, ) vom Relativgrade | aufgehen; ferner
mogen die Relativnormen aller Einheiten von K fir k(L) eine
FEinheitenschar vom Grade m bilden: betrachten wir donn alle
digjendgen. Klassen, in welchen sei es ambige Ideale des Korpers I,
sei es Producte von ambigen Idealen in K mit Idealen in k(C)
vorkommen, so bilden diese eine Klassenschar vom Grade
1+1
—g*

Beweis. Wir setzen im Folgenden zuniichst voraus, dass die Zahl
p nicht von der Gestalt eo’ sei, wo & eine Einheit und o eine
Zahl in %({) bedeuten soll. Es ist dann jede Einheit [¢] des Korpers

1

t—+m—

K =1#(Yn,§), deren lte Potenz in £({) liegt, notwendig selbst in

k(L) gelegen. Nunmehr migen H,, ..., H,_, ein System von relativen

2
Grundeinheiten des Korpers K in Bezug auf £({) und
n=DNH), - N,= N(H,_,)

2 2
deren Relativnormen bedeuten.

ein-

] —
Wir nehmen erstens an, dass der dusserste Fall m =

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 29
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titt.  Ans Hiilfssatz 32 schliessen wir dann, dass die Einheiten
s . 7,_, cine Basis derjenigen Einheitenschar bilden, welche aus

den Relativnormen aller Kinheiten in K besteht.  Andererseits fassen
wir dic ¢ ambigen Primideale ¥, ..., 2 des Korpers K ins Auge;
dieselben bestimmen # ambige Idealklassen, die wir bez. L, ..., L,
nennen wollen. Um fiir die aus diesen Klassen entspringende Klassen-
schar den Grad zu bestimmen, sctzen wir

12
(125.) M=Vu=y.2"

wo a,, .., a, gewisse ganze rationale Exponenten bedeuten, und wo
j ein Ideal in A({) ist. Wegen der zu Anfang getroffenen Voraus-
setzung iber g ist wenigstens einer der Exponenten «, ..., a, nicht
durch [ teilbar; es sei etwa @, prim zu I Wir cntnehmen aus der
Gleichung (125.), dass

a

aq ‘
gli= Ll .

t

eine solche Klasse ist, die Ideale des Korpers £({) enthilt; da Lﬁ eben-
falls eine Klasse dieser Art ist, so folgt hieraus sofort. dass die Klasse

L, sich als Product von Potenzen der Klassen L, ..., L, , und
einer Klasse darstellen lisst, die Ideale des Korpers A({) enthilt.
Wir beweisen jetzt, dass aus den Idealklassen L, ..., L, allein
keine Klasse von der Gestalt
! !
(126.) ¢ = L. L

hervorgehen kann, welche Ideale des Kiorpers A({) enthilt, wilrend
@y, -, @, ganze rationale, nicht simtlich durch / teilbare Exponenten
sind. In der That, auf Grund der Relation (126.) wiirden wir eine Gleichung
! t
o™ G—1yy
(127.) M =2 .2 7§
aufstellen konnen, so dass j' ein Ideal des Korpers £(8) und ' oine
ganze Zahl des Korpers K ist; hicraus schliessen wir dann, dass
1) p— . - . . . . o~ .
E—= M""" cinc Binheit in K sein misste.  Auf diese Einheit E
wendon  wir den Ililfssatz 31 an und erhalten so cine Gleichung von
der Gestalt

Fraw

’ of . gy FiS) 7
(128.) E' = H1™... ]':1

2

&
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wo f eine ganze rationale, nicht durch / teilbare Zahl, FE.(S), ..., F,_(S)

2
ganzzahlige Functionen von S und & eine Einheit in £({) bedeuten.
Da offenbar IV (E)=1 ist, so ergiebt sich durch Bildung der Relativ-
norm auf beiden Seiten von (128.) die Gleichung

Fral)

— 1)
1 = q,! ...m_? .
K3
Da 5, ..., §,_, eine Basis einer Einheitenschar bilden sollen, so

2
miissen die ganzen rationalen Zahlen F\(1), ..., F, (1) simtlich

2
durch [ und demnach die ganzen Zahlen F,({), ..., F,_ (L) simtlich

2
durch 1—¢ teilbar sein. Setzen wir

FQO=Q0=0FC), .- F_O=0-0DFx ()

2 2

und
F* (5
H=H1%. 87",
2
so wird

E = H ¢
wo &* wieder eine Einheit in k() bedeutet. Durch Bildung der Re-
lativnorm  folgt aus letzterer Gleichung 1 =&*, d. h. &* ist eine [te
Einheitswurzel, etwa = {’. Beriicksichtigen wir M °= {7, so
haben wir
(M TS — 1,
d. h. der Ausdruck M” M’ H ™" stellt eine Zahl in k() dar. Da nun
M' wegen (127.) das Ideal €, nicht oder zu einem durch / teilbaren
Exponenten erhoben enthilt, M dagegen das Ideal € in einer Potenz
enthélt, deren Exponent @, nicht durch [ teilbar ist, so zeigt die Zer-
legung dieser Zahl in Primideale des Korpers £({) erstens, dass g durch
[ teilbar sein muss; dann zeigt sie weiter, da f zu [ prim ist, dass die
Exponenten @, ..., @, , simtlich durch [ teilbar sein miissten, was
der Voraussetzung widerspricht.  Daraus folgt, dass zwischen den
Klassen L,, ..., L, ; eine Relation wie (126.) nicht bestehen kann,
d. h. die Klassen L, ..., L, , bilden unter der gegenwirtigen An-
l

—q
nahme, die wesentlich auf m — —5 hinauskommt, fir die aus allen

29*
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ambigen Tdealen entspringende Klassenschar eine Basis; der Grad dieser
Klassenschar ist daher gleich t—1, wie es unserem Satze 158 fiir

m == G entspricht.
2
Wir nehmen zwceitens m = _2_ an; dann muss zwischen den
fi
Einheiten 7, ..., 1,4 eine Relation von der Ciestalt 'r,”",..'r,,__i =y’
T2 2

bestehen, wo die FExponenten e/, ..., e,_, ganze rationale, nicht simt-

2
lich durch / teilbare Zahlen sind und 7 eine Einheit in k(C) bedeutet.

Ist etwa e, | nicht durch [ teilbar, so sind, wie man aus Hiilfssatz 32

2 -
schliesst, notwendig 7,, ..., 7,_, eine Basis der aus den Relativnormen

2
aller Finheiten in K gebildeten Einheitenschar. Wir bilden nun die
Linheit

€71

(129.) E=HruH G
2

Da diese die Relativnorm 1 besitzt, so giebt es nach Satz 90 (8. 272) eine

ganze Zahl 4 in K von der Beschaffenheit, dass E= A" wird.
Wir bestimmen nun, was jedenfalls moglich ist, eine ganze rationale

positive Zahl » in der Weise, dass in dem Product M' = 4 M’
das Primideal €, zn einem durch [ teilbaren Exponenten erhoben vor-
kommt. Es diirfen dann in M’ nicht auch die Factoren €, ..., € |
siimtlich in solchen Potenzen, deren Exponenten durch / teilbar sind, vor-
kommen, da man sonst unter Benutzung von Satz 153 (8. 429) W' = 06O«
hitte in der Art, dass @ eine Einheit in K und « eine ganze Zahl in
k(L) bedeutet; dann aber wiirde @' " = E{™ folgen. und dies wider-
spriche mit Riicksicht auf (129.), da ¢,_, zu ! prim ist. der Definition
der relativen Grundeinheiten H,, . .., :}i,_l nach § 2H.  Es komme
2

min in M' ctwa das ambige Primideal €, , zu cinem nicht durch {
leilbaren Exponenton crhoben vor. Dann entnchmen wir aus diesem
Umstande dic Thatsache, dass die Klasse /. sich als Product von
Potenzen der Klassen 1, ..., /,,_, und ciner solchen Klasse dar-
stellen lisst, dic ldeale des Korpers A(L) enthilt.
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Wir beweisen jetzt, dass aus den Idealklassen L17 co L
keine Klasse

a” (l”
(130.) ¢" =L ..L*"

—2

hervorgehen kann, welche Ideale in £(L) enthilt, wihrend die Ex-
ponenten @, ..., @, ganze rationale, nicht simtlich durch [ teilbare
Zahlen sind. In der That, eine Relation (130.) hiitte eine Gleichung
von der Gestalt

n

. af  galla,
(131) M =g

zur Folge von der Art, dass M'' eine ganze Zahl in K und j" ein

Tdeal in £({) ist; hieraus schliessen wir dann, dass E'= M eine
Einheit in K sein miisste. Wir wenden fiir diese Einheit E' den
Hiilfssatz 31 an und erhalten so eine Gleichung

Fl(s) =
ne 1 1 D)
(132) EV =u" . H®

2

&

wo f' eine ganze rationale, nicht durch [ teilbare Zahl,

FI(S), .o FL(S)
2
ganzzahlige Functionen von S sind und & eine Einheit in £({) ist.
Wir bestimmen nun einen ganzen rationalen Exponenten w« in der Weise,
dass die ganze Zahl F| (1)-we_, durch ! teilbar wird; mit Riick-

2 2
sicht auf N (E')=1 erhalten wir aus (132.) durch Bildung der
Relativnorm in Bezug auf £({) die Gleichung:

, F_g(t)+ue;g
Fy(1)4u —== 5
(133.) R W R

2

wo & wiederum eine Einheit in £({) ist. Da die Einheiten %, ..., 7,_;
B

cine Basis einer Einheitenschar sind, so folgt aus (133.), dass die
Exponenten F| (1)-+ue,, ..., F, j(1)-+ue_, simtlich durch /, d. h.

3 7
die Zahlen F!(Q)-+ue, ..., F_j(E)+ue_, sgmtlich durch 1—¢
2 2
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teilbar sein miissen. Setzen wir
Fi(©)-+ue, = A=) F*(D),
R F;-1(§)+uel-1 (1"‘;)1?’ (g)
T2 e

2
und
l‘l_ (5
1 's) il
H =H' ..H?* ,

I

2

-

so folgt aus (132.)
E'/’Eu — H'l~58!*

wo E die durch (129.) festgelegte Einheit in K und &'* wieder cine
Einheit in £(¢) bedeutet; durch Bildung der Relativnorm erhalten wir
1=2¢", d. h. &* ist eine [te Einheitswurzel, etwa gleich L7, Alsdann
wird, wenn wir die Gleichungen

M=t M — EL7, M — g
beriicksichtigen,
{M"/' M'uMg’—urH/—l}l—S - 1,

d. h. der Ausdruck M7 MM H'™" stellt eine Zahl in A({)
dar. Beachten wir, dass 2 ﬂt o 8, g s 811 in A({) Primideale
sind, so schliessen wir daraus zuniichst, dass ¢g'—wr durch [ teilbar
sein muss; sodann ersehen wir, da JM' nach Voraussetzung das Ideal €,_,
zu einer Potenz erhoben enthilt, deren Exponent nicht durch / teilbar
ist, dagegen in der Zahl M' wegen (131.) das Ideal &  sicher zu
einem durch [ teilbaren Exponenten erhoben vorkommt. dass not-
wendigerweise auch « durch [ teilbar sein muss, und endlich missten
dann, da f' zu [ prim ist, dic Exponenten al', ..., @, simtlich
durch / teilbar sein, was unscrer Voraussetzung iber dm\elben wider-
spricht. Damit ist gezeigt, dass zwischen den Klassen L, .... L,

cine Relation wie (130.) nicht bestehen kann, d. h, die Klassen L;! 2 . 55 B

t—2

—2

1—3
bilden unter der gegenwirtigen Annahme m == —— fiir die aus allen

-:

ambigen ldealen entspringende Klassenschar cine Basis; der Grad dieser
Klassenschar ist daher gleich ¢—2, wio ¢s unserem Safz 153 ent-
spricht.

l—
Wenn wir drittons m = —;

annehmen, so besteht zwischen
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den Einheiten My> + 5 Y, nicht nur, wie im vorigen Falle, eine Re-

2
€1—1 '
lation von der Gestalt 7l 5; _7], wo 7 eine Einheit in ]c(f) und
i T
emer der Exponenten €, .., ¢_,,etwa wiedere,  , nicht durch / teilbar

2

ist. sondern es besteht alsdann noch eine zweite Relation von der Gestalt

¢1—3

! : =", wo ' wieder eine Einheit in £(§) ist, und wo einer

2

. [ 1
der Exponenten €y « vy €4 etwa el g

2 3

.y

, nicht durch / teilbar ist. Wir

bilden die Einheiten
e[_

E = H H Lt
(134.) =

¢ =3

H Hz—s 7'

2

Da die Relativnormen der Einheiten E und E’ gleich 1 sind, so kinnen
wir nach Satz 90 (S. 272) E= 4" und E'= 4" setzen, wobei .«
und 4" ganze Zahlen in K bedeuten. Bestimmen wir dann zunichst, wie
im vorigen Falle, eine ganze rationale positive Zahl » derart, dass M'=_4M"
den Factor €, zu einem durch [ teilbaren Exponenten erhoben enthilt,
so kommt, wie die dortigen Ueberlegungen zeigen, in M’ mindestens
eines der ambigen Primideale €, ..., €_, zu einer Potenz erhoben
vor, deren Exponent nicht durch / teilbar ist; es treffe dies etwa fiir & |
zu.  Wir bestimmen dann zwei ganze rationale positive Zahlen #' und ¢

so, dass die Zahl M" = 4'M'"M"" die beiden Factoren € und &
zu Exponenten erhoben enthilt, die durch / teilbar sind. Alsdann
kénnen in dieser Zahl ' die Factoren &, ..., & , nicht simtlich
zu solchen Potenzen erhoben vorkommen, deren Exponenten durch /
teilbar sind. Denn wire dies der Fall, so kionnten wir unter Be-
nutzung von Satz 153 M' = @'a’ setzen, so dass @' eine Einheit in
K und ¢ eine ganze Zahl in k({) ist. Beriicksichtigen wir dann die
Gleichungen M' 5 =¢ 4' =, AP =E', so wire

@n_s — E,Er'g—(rr'—{—r");
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wegen (134.) wirde hicraus folgen:

, ey _g+re .y Ter—1
eytriey T 2 2
ot H H

=3 1—1
2 7

(135) O©'"° =H €,
wo & einc gewisse Linheit in 4(Z) hedeutet; diese Relation widerspriche
aber der Definition der relativen Grundeinheiten nach § 55; denn da
jede der beiden Zahlen ¢, ,, €', , zu { prim ist, so sind die Exponenten

voo H_,, H_, in (13;.) sic}ier niemals beide zugleich durch [ teilbar.
Kommt ?mn in ZM” etwa €,_, zu cinem nicht durch { teilbaren Ex-
ponenten crhoben vor, so cntnehmen wir aus diesem Umstande, dass
die Klasse L, , sich als Product von Potenzen der Klassen L, ..., L,
und einer solchen Klasse darstellen lisst, dic Ideale des Korpers £(C
enthilt.

Durch dic entsprechenden Ueberlegungen wie im vorigen Falle

3

)

— D

n —

kann man nun unter der gegenwirtigen Annahme m——

beweisen, dass aus den Idealklassen L, ..., Lt_3 keine Klasse

oM = LA L
hervorgehen kann, welche Ideale in A({) enthilt, withrend die Ex-
ponenten a’l”, Ce ail3 ganze rationale, nicht simtlich durch [ teil-
bare Zahlen sind. Wir ersehen dann, dass bei der gegenwirtigen
Annahme L, ..., L,_, cine Basis der aus den ambigen ldealen ent-
springenden Klassenschar bilden; der Grad dieser Klassenschar betriigt
folglich £—3, wie es dem Satz 158 entspricht.

Durch die gecignete Weiterfiihrung des oben geschilderten Ver-
fahrens gelangen wir zum vollstindigen Deweise des Satzes 105,

Wir hatten oben den TFall ausgeschlossen, dass der Kummer'sche

{

Korper K duarch eine Zahl ]/E bestimmt werden kann, wo & eine Einheit
in £(f) bedeutct; wir haben daher diesen Fall jetzt noch besonders zu

l

behandeln,  Die Relativdiscriminante des Kirpers A = £A(}’e. &) kamn
alsdann nach Satz 148 keine anderen Primfactoren als | enthalten: nach
Satz 94 und Salz 153 muss sic den Factor 1 wirklich enthalten.  Wir
haben dann in A ocine Zerlegung V==V, und os ist ¥ das cinzige

ambige Primideal des Korpers Ao Es seien wieder 5. ...
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die Relativnormen der

relativen Grundeinheiten H,. ,H T

2
ist, so besteht

Da der Grad einer Einheitenschar in £(¢) stots <

sicher eine Relation von der Gestalt:

e 1 G+
e 9 02
(136.) 7711""71_21 g " =9
N
WO €5 ..., € 4, €, , ganze rationale, nicht sdmtlich durch / teilbare

2 Z
Exponenten sind, und wo 4 eine Einheit in £(£) bedeutet. Setzen wir

e
ey, O

(137.) H=H'.H_" (ﬁ) C
2

so ist N (H)=1 und folglich nach Satz 90 H=4""5 wo A eine
geeignete ganze Zahl in K bedeutet; wir konnen dann 4= 2“j setzen,
wo € eine Potenz des ambigen Primideals € und i ein Ideal in %({)
bedeutet. Der Exponent o ist dann sicher nicht durch [ teilbar; denn
sonst wire wegen € =1[=1—2 und mit Riicksicht auf Satz 153
A=@¢ in solcher Weise, dass @ eine Einheit in K und ¢ eine
Zahl in k(L) bezeichnet; hieraus aber wiirden wir H =@ ent-
nehmen und dadurch mit Riicksicht auf (137.) in einen Widerspruch
mit der Definition der relativen Grundeinheiten in § 55 geraten. Aus
der Gleichung .= 2“{ schliessen wir il@ 1, daraus j= 1, €= 1
und, da ¢ zu [/ prim ist, €~ 1, d. h. das einzige im gegenwirtigen
Fall vorhandene ambige Ideal € ist ein Hauptideal; der Grad der aus
den ambigen Idealen entspringenden Klassenschar ist mithin gleich 0.

Wir nehmen nun an, von den Exponenten e, ..., ¢_, sei etwa

2.

¢, , prim zu [, und beweisen dann, dass keine Relation

1
2

. ey €l
! =5 3 /
2 — gl
(138.) Ny --m, e =7
=
bestehen kann von der Art, dass ¢}, ..., ¢,_,, ¢, ganze rationale,

2 2
nicht simtlich durch [ teilbare Exponenten sind und 7' eine Einheit in

k() bedeutet. In der That, wiirde eine solche Relation (138.) gelten,
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50 hiitlen wir in
€i-3 , €1

r —_— —_—
H = H'..H_ (Vo) *7~
2

cine Einheit mit der Relativnorm 1. Wir sctzen unter Benutzung des
Satzes 90 H' = 4'"5, wo ' eine geeignete ganze Zahl in K be-
dentet, und bestimmen dann einen solchen ganzen rationalen positiven
Exponenten », dass in 4’4" das Primideal € zu einem durch [ feil-
baren Exponenten vorkommt. Nunmehr kinnen wir mit Riicksicht anf
Satz 153 A' A" = @'a’ sctzen in solcher Weise, dass @' eine Einheif
in K und o' eine ganze Zahl in £({) bedeutet; dann wird 0" =H'H,
d. h. die Einheit

-3 tre—y  ra—1 et

. 2 L. -
H:l‘H81...Hl_§ 9 Hz_f (V;) 2 2 171_1,,7—:-

2 2
wire die symbolische (1—.S)te Potenz einer Einheit in K, und diese
Folgerung steht mit der Definition der relativen Grundeinheiten aus dem
schon mehrfach erérterten Grunde in Widerspruch. Damit ist gezeigt,
dass eine Relation wie (138.) nicht statthaben kann; mit Ricksicht

auf (136.) und auf den Umstand, dass e¢,_, zu / prim ist, bilden

2

nunmehr %, ..., 7, ,, & eine Basis der aus den Relativnormen aller
3

Einheiten in /K gebildeten Einheitenschar; es folgt also, dass der

Grad o dieser Schar gleich ist und somit jede Einheit in £({)

die Relativnorm einer Einheit in K ist. Es ist demnach

t—+m— l—ci)_l = Q

&

und damit der Satz 158 auch in diesem Falle bestitigt.

§ 148

Die siimtlichen ambigen Idealklassen.

Der Batz 158 hat cine merkwiirdige Bezichung aufgedeckt, die
zwischen der aus den ambigen Idealen entspringenden Klassenschar
und derjonigen  Einheitenschar  stattfindet, die aus den  Relativnormen
simflicher Einheiton in K gebildet wird.  Eine ebenso wichtige Be-
zichung  horrseht zwischon der aus allen ambigen Klassen gebildeten
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Klassenschar und einer gewissen Einheitenschar in %(¢). Wir sprechen
folgenden Satz aus:

Satz 159.  Es sei ¢ die Anzahl der Primideale, die in der
Relativdiseriminante des reguliren Kummer'schen Korpers K vom
Relativgrade 1 aufgehen; ferner migen alle diejenigen Einheiten
i k(L), welche gleich Relativnormen sei es von Einheiten, sei es
von gebrochenen Zahlen des Korpers K sind, eine Einheitenschar

vom Grade n bilden: dann besitzt die aus simtlichen ambigen

Klassen bestehende Klassenschar den Grad t—|—n—li21—-

Beweis. Es habe s die Bedeutung wie in Satz 158. Fillt erstens
n=1m aus, so stimmt die jetzt in Frage kommende Einheitenschar
mit der in Satz 158 behandelten Einheitenschar iberein, d. h. wenn
eine Einheit in %({) gleich der Relativnorm einer gebrochenen Zahl in
K ist, so ist sie stets auch gleich der Relativnorm einer Einheit in K
Wir beweisen nun, dass in diesem Falle die Klassenschar, die aus den
ambigen Idealen entspringt, die Schar simtlicher ambigen Klassen dar-
stellt. In der That, wenn A eine beliebige ambige Klasse in K und
I ein Ideal aus A4 ist, so kinnen wir A5 =4 setzen in solcher
Weise, dass 4 eine geeignete ganze oder gebrochene Zahl in K be-
deutet, und die Relativnorm N, (4) wird dann offenbar gleich einer
Einheit & des Korpers £(). Da dann unter der gegenwirtigen Annahme
n=9m nach dem soeben Bemerkten auch eine Einheit H in K ge-
funden werden kann derart, dass N, (H)=+ wird, so haben wir
N,(4"H)=1 und folglich nach Satz 90 4 'H= B'"”
AB"™ = H, wo B cine geeignete ganze Zahl in K ist. Wegen
A4=9%"° wird UB)" =1, d. h. es ist AB gleich dem Producte
aus cinem ambigen Ideal und einem Ideal in A(f), und es entsteht also
die Klasse A4 durch Multiplication einer Klasse, die ein ambiges Ideal
enthilt, mit einer Klasse, die Ideale in £({) enthilt. Damit ist unsere
Behauptung bewiesen und der Grad der aus simtlichen ambigen Klassen
gebildeten Klassenschar ist nunmehr mit Riicksicht auf Satz 158 gleich

oder

t+m— —T )

wie es im vorliegenden Falle = dem Satz 159 entspricht.

Es sei zweitens n#—m—1; dann kommt in £({) eine Einheit
& vor, die zwar nicht die Relativnorm einer Einheit in K, aber doch
die Relativnorm einer gebrochenen Zahl 4 in K ist, und es muss sich jede
andere Einheit &' von der nimlichen Natur durch die Einheit J solcher
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Gestalt ' = 9”7 ausdriicken lassen, dass a ein ganzer rationaler Ex-
ponent und % die Relativnorm einer Einheit in K ist. Wir setzen

A — EB?(H)“_%;'}(S),
wo P, ..., P, von ecinander verschicdenc Primideale in K bedeuten
sollen, von denen keine zwei zu einander relativ conjugirt sind, und wo
G (S), . ., G,(8) ganzzahlige Functionen vom (I—1)ten Grade in S
sind.  Wegen N, (4)=J folgt
G4(8) GT(S))1+S+-»+SZ—1

i

B,
und hieraus entnehmen wir leicht, dass die Functionen G, (S), ..., G (S)
simtlich durch 1—S teilbar sein miissen. Setzen wir

G(8) = (1—8)G*®S), ... G,(8)=(1—8ES)

B

und
p1@ 9P = sa,

wo 9 ein Ideal in K und ¢ eine ganze oder gebrochene Zahl in k()
ist, so wird 4 =9""%. Hieraus folgt zuniichst, dass 9 eine ambige
Klasse bestimmt. Diese ambige Klasse, sie heisse ., enthilt kein
Ideal, welches das Product eines ambigen Ideals mit einem Ideal des
Korpers £({) wire. In der That, wire dies der Fall, so kdnnten wir
I = I'?j setzen so, dass I' eine ganze oder gebrochene Zahl in K, ferner
¢ ein ambiges Ideal in KA und j ein Ideal in £({) bedeutet; dann
aber wire A" =1""% a. h. A= HI"®. wo H eine Einheit in
K ist. Hieraus wirde N, (4)= N (H)=13Y folgen, was der vor-
ausgesetzten Beschaffenheit der Einheit . widerspricht.

Wir wollen nun fir die gegenwirtige Annahme »n = m—-1 den
Nachweis fiihren, dass jede iiberhaupt vorhandene ambige Klasse '
in der Gestalt ' == A" ¢ dargestellt werden kann, wo .1° eine Potenz
der soehen bestimmten Klasse .1 bedeutet, wo ferner L eine Klasse
mit ambigem Ideal und ¢ eine solche Klasse bedeutet. die unter ihren
Idealen Ideale des Korpers £({) enthilt. Zu dem Zwecke nehmen wir
aus A’ cin Dbeliebiges ldeal %': dann kimnen wir %' S = 4’ sctzen
in solcher Weise, dass A' cine geeignete ganze oder gebrochene Zahl
in K wird. Es ist sodann N (A") = 9" cine Finheit in A(Q); wir
setzen unserer Vorausselzung entsprochend WV, (A") = 91 wo &, «a,
dic oben erklirte Bedeutung  haben sollen.  Es sei 4 dic oben be-
trachtete Zahl, fiiv welehe & == N,(4) ist; os sei ferner 3 = .\ (H).
wo H cine Binheit in A bedeate.  Aus diesen  Gleichungen  orgiebt



§ 148. Capitel XXXII. Die ambigen Idealklassen ete. 461

sich N,(A" ' A°H)=1, und daher wird nach Satz 90 A’ A" H =1
wo I’ eine geeignete ganze Zahl in XK ist; hieraus entnehmen wir
QAT =1. Die letatere Gleichung zeigt, dass A" Y“I™"
nach Multiplication mit einer geeigneten ganzen Zahl des Korpers £({)
das Product eines ambigen Ideals € in ein Ideal | des Korpers £(%)
wird; wir haben somit ' 9“@j. Es geht daraus in dem vorliegenden
Falle » =1 hervor, dass der Grad der aus simtlichen ambigen
Klassen bestehenden Klassenschar ¢—m—1— l_cl:l

betragt, und dies
ist die Aussage des Satzes 159 fiir diesen Fall.

Nehmen wir drittens 72 = m--2 an, so existirt in £({) ausser der
Einheit - noch eine Einheit 3, welche die Relativnorm einer gebrochenen
Zahl A’ in K ist, und fiir die dennoch keine Darstellung von der Gestalt
4" = 9"y moglich ist, wo 3 eine Potenz der oben eingefiihrten Einheit
& und 7 die Relativnorm einer Einheit in K bedeuten soll. Wir setzen

A — '61(5) qg!Gw(S)

wo P, ..., P!, solche Prinudeale in K bedeuten sollen, von denen
keine zwei einander gleich oder relativ conjugirt sind, und wo G(S), ...

G!,(S) ganzzahlige Functionen vom (/—1)ten Grade in S sind.
Wegen N, (A")=439" folgt

G1(8) Gl (S)\1--St-5—1
B3, =1,

und hieraus entnehmen wir leicht, dass die Functionen G/(S), ..., G'.(S)
simtlich durch 1—S teilbar sein miissen. Setzen wir

@) =0—8)G*S), ..., G.(8)=0—8)G(S)
und

1%
GO O — e,

so dass 9’ ein Ideal in K und o' eine ganze oder gebrochene Zahl in
k) ist, so wird A'= %" Das Ideal UA' bestimmt daher eine
ambige Klasse A4’. Diese Klasse ist nicht in der Gestalt A' = A4“Lc¢ dar-
stellbar, wo A® eine Potenz der Klasse A4, L eine Klasse mit einem
ambigen Ideal und c¢ eine Klasse mit Idealen in £(L) bedeutet. In
der That, eine solche Darstellung der Klasse A’ hitte fiir das Ideal
A’ eine Darstellung ' = I'A“¢{ zur Folge, wo I eine Zahl in K, ferner
2 ein ambiges Ideal und j ein Ideal in £({) bedeuten soll; dann aber
wire Y5 = PIYN =154 A b A= Hrl‘SA“ wo H
gine Einheit in A ist. Durch Bildung der Relativnorm ergiibe sich
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nunmehr NV, (4') == &' = §"N,(H), und das Vorhandensein einer
solchen Relation haben wir oben ausgeschlossen.

Bei der gegenwirtigen Annahme 7z ==m—2 muss jede Einheit
9" in k(), welche die Relativnorm ciner Zahl in K ist, in der Gestalt
9" = 9" 9%y darstellbar sein, so dass o', a ganze rationale Ex-
ponenten sind und 7 die Relativnorm ciner Einheit in K bedeutet.
Indem wir diesen Umstand beriicksichtigen, konnen wir durch Zhnliche
Ucberlegungen, wie im vorigen Falle n = m--1, zeigen, dass iiberhaupt
jede vorhandene ambige Klasse A" in der Gestalt A'“A”Lc sich dar-
stellen lisst, wo A', A die eben bestimmten ambigen Klassen sind
und L eine Klasse mit ambigem Ideal, ¢ eine Klasse mit Idealen in
k(%) ist. Daraus geht dann hervor, dass der Grad der aus allen

+1

ambigen Klassen bestehenden Klassenschaar genau t—{—m—}—?—;i_—
betriigt, wie es der Satz 159 fiir den Fall » = m-2 aussagt.

Durch Fortsetzung der eingeleiteten Schlussweise erhalten wir den

vollstindigen Beweis des Satzes 159.

§ 149.

Das Charakterensystem einer Zahl und eines Ideals im reguliren
Kummer’schen Korper.

Es handelt sich nun darum, diejenige Einteilung der Idcalklassen eines
aus dem reguliren Kreiskorper £() entspringenden Kummer'schen Korpers
!

K :]c(]/ﬁ, £) zu erbrtern, welche der Einteilung der Klassen eines
quadratischen Korpers in Geschlechter entspricht. Wir bezeichnen die
verschiedenen in der Relativdiscriminante des Kirpers A aunfgehenden
Primideale des Korpers k(£), deren Anzahl ¢ sei, mit 1. ..., 1. Zu
einer belichigen ganzen Zahl » (4 0) in £({) gehiren dann bestimmte

Werte der ¢ einzelnen Symbole

asoy  {med o [

1 t

dicse Symbole bedeuten lte Rinheitswurzeln gemiiss ihrer Definition in
§ 131. Dicse ¢ Kinheitswurzeln (139.) sollen das  Charakteren-
system der Zahl » im Kummer'schen Korper K heissen.  Um auch

¢inem jeden Ideal 3§ des Kummer'sehen Korpers A in bestimmier
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Weise ein Charakterensystem zuzuordnen, bilden wir die Relativnorm
N, (3)==1j. Ferner bezeichnen wir mit A4 der Anzahl die Idealklassen
in £(L) und bestimmen eine ganze rationale positive Zahl 4* derart,
dass AA* =1 nach [ wird. Dann ist {*""" sicher ein Hauptideal in £(§);
wir setzen | = (»), wo v eine ganze Zahl in A({) sein soll. Nun-
mehr verstehen wir unter & eine Einheit in £(). Haben dann fir

jede beliebige Einheit & alle ¢ Symbole

G Y

1 t

durchweg den Wert 1, so setzen wir » = ¢ und bezeichnen die # Ein-

). oo 2]

1

heitswurzeln

als das Charakterensystem des Ideals J; dasselbe ist dann durch
das Ideal I vollig eindeutig bestimmit.

Es sei andererseits eine specielle Einheit & in £() vorhanden,
fiir welche wenigstens eines der ¢ Symbole

{81,u} {el,u}
r J ’ I

1 t

von 1 verschieden ausfillt; dann konnen wir, ohne damit -eine

& M
Beschrinkung einzufiihren, annehmen, es sei etwa { L3 } =

It
Wir betrachten nun alle diejenigen Einheiten &, in (L), fir welche
{52, w
It

§, = ¢, vorhanden, fiir welche wenigstens eines der ¢—1 Symbole

(28], o {2
T ) ’ I

1 t—1

}:1 wird. Es sei unter diesen weiter eine solche Einheit

von 1 verschieden ausfillt; dann konnen wir annehmen, es sei etwa

g, b . "
{ 12 1 }: £, Wir betrachten nunmehr alle diejenigen Einheiten &,, fiir

—1 s

: £y 1 .

welche sowohl{ 53’1 a }: 1 als auch { i, }= 1 wird, und sehen
t —1 '

nach, ob unter diesen eine Einheit &, = ¢, vorhanden ist, fiir welche
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wenigstens eines der £—2 Symbole

e I S

1 —2
von 1 verschicden ausfillt. Fahren wir in der geeigneten Weise fort,
so crhalten wir schliesslich ecine gewisse Anzahl o* und dazu ein
System von ¢* Einheiten &, &,, ..., ¢. des Korpers k(L) von der
Art, dass bei geeigneter Anordnung der Primideale [ ..., [ die
Gleichungen

2 t—1
(140.) {33,;;,}:] {83, N}:l {Sw ”}_g
lt ’ l/~1 ’ I[-Q
I%u}_ {Ernu}_l {ewu}_] [l Y _
U U, U, el

gelten, und dass ausserdem fiir eine jede solche Einheit £, die den
7 Gleichungen

{E’IH}:L {E{‘u}zl, {l?‘- .'LJJ:

t (—1 t—r +1°
geniigt, notwendig auch die » = ¢—7* Symbole

ey )

1 r

simtlich den Wert 1 besitzen.

Wir multipliciren nunmehr dic vorhin aus dem Ideal X gebildete
Zahl v des Korpers £(&) derart mit Potenzen der Einheiten By » com £
dass das entstehende Product o den Gleichungen

| v n }_ [ 2 }__
Ly, =L 1 =1

vendigls dann bezeichne ich dio »* == f-—9* Einheiten

w@={""} o a®={""]

1

a

[ o
R U At

(| t—rtget

"we



$ 150. Capitel XXXII. Die ambigen Idealklassen etc. 465

als das Charakterensystem des Tdeals 3. Dasselbe ist durch das
Ideal J vollig eindeutig bestimmt. Tn § 151 wird gezeigt werden, dass
stets #* < ¢ und mithin » > 1 wird. '

§ 150.
Das Charakterensystem einer Idealklasse und der Begriff des Geschlechtes.

Mit Ricksicht auf den Satz 151 und die dazu auf S. 423 an-
gefiigten Bemerkungen erkennen wir sofort die Thatsache:

Satz 160. Die Ideale ein und derselben Klasse eines reguliren
Kummer'schen Kborpers besitzen siimtlich dasselbe Charakterensystem.

Auf diese Weise ist tberhaupt einer jeden Idealklasse ein be-
stimmtes Charakterensystem zuzuordnen. Wir rechnen, #hnlich wie es
in § 66 fiir den quadratischen Korper geschehen ist, alle diejenigen
Idealklassen, welche ein und dasselbe Charakterensystem besitzen, in ein
Geschlecht und definiren insbesondere das Hauptgeschlecht als
die Gesamtheit aller derjenigen Klassen, deren Charakterensystem aus
lauter Einheiten 1 besteht. Da das Charakterensystem der Hauptklasse
offenbar von der letzteren Eigenschaft ist, so gehort insbesondere die
Hauptklasse stets zum Hauptgeschlecht. Aus der ersten Formel in (80.)
und in (83.) auf S. 411 und 8. 413 entnehmen wir leicht die folgenden
Thatsachen: Wenn G- und G' zwei beliebige Geschlechter sind und jede
Klasse in G mit jeder Klasse in G multiplicirt wird, so bilden simtliche
solche Producte wiederum ein Geschlecht; dieses werde das Produet
der Geschlechter G und G' genannt. Das Charakterensystem des-
selben erhalten wir durch Multiplication der entsprechenden Charaktere
der beiden Geschlechter G' und G.

Aus der eben aufgestellten Definition der Geschlechter leuchtet
ferner ein, dass die zu einer Klasse ( relativ conjugirten Klassen
SC, ..., 8"7'C zu demselben Geschlechte wie C selbst gehoren, und
hieraus folgt, dass die (1—.S)te symbolische Potenz C"™% einer jeden
Klasse C stets zum Hauptgeschlecht gehort. Endlich ist offenbar, dass
jedes Geschlecht des Kummer’schen Korpers gleich viel Klassen enthilt.

151.
Obere Grenze fiir den Grad der.aus§ samtlichen ambigen Klassen bestehenden
Klassenschar.
Es entsteht, entsprechend wie in der Theorie des quadratischen
Korpers, die wichtige Frage, ob ein System von 7 beliehig vorgelegten
Jahresbericht der Deutschen Mathem,-Vereinigung. IV, 30
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lten Einheitswurzeln stets das Charakterensystem fiir ein Geschlecht des
Kummer’schen Kérpers sein kann. Diese Frage findet erst in Capitel XXXIV
ihre vollstindige Erledigung. In diesem und in den nichsten Para-
graphen werden lediglich einige fiir das Spitere notwendige Hiilfssitze
bewiesen.

Hiilfssatz 33.  Wenn ¢ und n die Bedeutung wie in Satz 159
haben und » dic Anzahl der Charaktere ist, welche das Geschlecht
ciner Klasse des Kummer'schen Korpers bestimmen, so ist stets

tn— k—;—l- = r—1.

Beweis. Es seien &, ..., &, diejenigen besonderen s~ Einheiten
des Korpers £(L), welche in § 149 cingefiihrt worden sind. Es ist
dann » ==¢—7*. Ferner mbgen ¥, ..., &, eine Basis fiir diejenige

Einheitenschar in £(C) bilden, welche aus allen Einheiten in 4({) besteht,
die Relativnormen von Zahlen in K sind. Wir nehmen nun an. es gibe

zwischen den 2%~z Einheiten & - vy &,y Ay, .. .. 4 eine Relation
von der Gestalt

(141.) EnTI o . P
so dass die Exponenten @, ..., @., b,, ..., b ganze rationale, nicht

simtlich durch / teilbare Zahlen sind und ¢ eine geeignete Einheit in
k(L) vorstellt; dann miisste fiir w==1, 2, ..., ¢ stets

2 TP U bn
jsl PR -SAR AR A I }

=
Iu
ausfallen, und wenn wir beriicksichtigen. dass die Einheiten . o9
simtlich Relativnormen von Zahlen in K sind und daher stets { }
fir w=1, 2, ..., twmd v=1, 2, ..., n sein muss. so ergiebt

sich auch
[é‘ll 1‘ . ﬂl
fir w=1, 2, ..., /. Wegen der Formeln (140.) fiir dic Einheiten
&5« €. ist dies nur miglich, wenn die Fxponenten Qs vvny By
r
siimtlich durch / teilbar sind, und die Relation (141.) wiirde somit die
Gestall

! :
! ..\'7\5:" == &*
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annehmen, wo &* wiederum eine Einheit in k() bedeutet. Das Be-
stehen einer solchen Relation ist aber, da 4y, .., 9, die Basis einer
Einheitenschar in  %({) bilden, nur moglich, falls die Exponenten
b5 .., b, simtlich durch [ teilbar sind. Daraus folgt, dass eine Re-
lation von der Gestalt (141.), wie wir sie annahmen, nicht statthaben
kann, d. h. die Einheiten ¢, ..., & Jy, .., o, bilden eine Basis
einer Einheitenschar; es ist der Grad dieser Einheitenschar #*—-n,

und da der Grad einer Einheitenschar hdchstens l-2—1
_ —1
haben wir fr'—-l—néT; hiermit deckt sich die Aussage des Hiilfs-
-1 . .
satzes 33. Da t+n— —2—-20 ist, so folgt inshesondere, dass stets

™ < t, also r = 1 ausfillt.

sein kann, so

§ 152.
Die Complexe des reguliren Kummer’schen Korpers.
Es sei & die Anzahl der Idealklassen des reguliren Kreiskorpers
7

k(C): dann giebt es in dem Kummer'schen Korper K = k(Y {)
genau % von einander verschiedene Idealklassen, welche unter ihren
Idealen Ideale des Kreiskorpers £(L) enthalten. In der That, jede
Klasse in £({) lefert offenbar eine Klasse in K von der fraglichen
Art; wiirden nun zwei verschiedene Klassen ¢ , ¢, in £({) Ideale ent-
halten, die in K einander #quivalent sind, so wiirde ein Ideal i in &)

aus der Klasse —L stets zu einem Hauptideal im Koérper K werden
2

miissen. Nach Satzzl.SS wire dann aber i auch ein Hauptideal in £({),
und dies ist gegen die Annahme ¢, = c,.

Ist nun C eine beliebige Klasse in K und sind ¢, ..., ¢, die-
jenigen A Klassen in K, welche Ideale in £({) enthalten, so nenne ich
das System der % Klassen ¢, C, ..., ¢,C einen Complex. Der Complex,
welcher aus den A Klassen ¢, ..., ¢, besteht, heisse der Haupt-
complex und werde mit 1 bezeichnet. Die 4 Klassen eines be-
liebigen Complexes P gehoren offenbar simtlich zu dem néimlichen Ge-
schlecht; ich bezeichne dieses Geschlecht als das Gteschlecht des
Complexes P.

Wenn eine Klasse eines Complexes P ambig ist, so sind simtliche
Klassen dieses Complexes ambig; den Complex P nenne ich dann einen
ambigen Complex.

Wenn P und P' zwei helichige Complexe sind und jede Klasse in

30%
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P mit jeder Klasse in ' multiplicirt wird, so hilden simtliche solche
Producte wiederum einen Complex; dieser werde das Product der
Complexe P, P' genannt und mit P/’ bezeichnet. Wenn (' eine
Klasse in P ist, so werde derjenige Complex, zu welchem die relativ
conjugirte Klasse SC gehort, mit S/’ bezeichnet; ferner nenne ich den-
jenigen Complex (), der nach der Multiplication mit S/ den Complex
P ergiobt, die symbolische (1—S)te Potenz des Complexes P
und bezeichne ihn mit Q= P'™".

Wenn inshesondere die symbolische (1—S)te Potenz eines Com-
plexes P den Hauptcomplex 1 liefert, so ist /” ein ambiger Complex.
In der That, wenn C einc Klasse in P ist, so folgt aus P =1
offenbar ' = ¢, wo ¢ eine der A Idealklassen ¢, ..., ¢, ist. Bilden
wir auf beiden Seiten der letzten Gleichung die Relativnorm, so erhalten
wir 1 =¢, und da andererseits auch ¢* =1 ist, so folgt ¢=1, d. h.
C*™% =1; mithin ist C eine ambige Klasse und daher P ein ambiger

Complex.

§ 153.
Obere Grenze fiir die Anzahl der Geschlechter in einem regularen
Kummer’schen Kérper.
Hilfssatz 34. Wenn ¢ und n die Bedeutung wie in Satz 159
haben und ¢ die Anzahl der Geschlechter des reguliren Kummer schen

tHn———
Korpers K bezeichnet, so fillt stets ¢ = [ aus.

Beweis. Wenn ¢ die Anzahl der Geschlechter in dem Kummer'-
schen Korper K ist, so zerfallen, wie man unmittelbar aus der Definition
des Geschlechtes eines Complexes ersieht. auch die Complexe genau in
g Geschlechter. Bezeichnen wir daher mit 7 die Anzahl der Complexe
vom Hauptgeschlecht, so ist die Anzahl aller iiberhaupt vorhandenen
Complexe, welehe M heisse, genan )/ = fg.

Wir wollen nun die Anzahl ¢ der ambigen Complexe ermitteln.
Zu dem Zwecke bedenken wir, dass nach Satz 159 der Grad der aus

. ‘ {+1
allen ambigen Klassen bestehenden Klassenschar gleich ¢+4-n— —t. :
ist. Es sei 4,, ..., 4 iy Oine Basis diescr Klassenschar, dann

g
stelll der Ausdruck
T
1 2
pa +1

EER P v
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wenn die Exponenten 7, ..., u 441 nabhingig von einander die

+n— ——
] 2
Werte 0, 1, ..., {—1 durchlaufen, lauter ambige Klassen dar, welche
in verschiedenen Complexen liegen, und es werden somit durch diese
1
tr— ———
Klassen genau [ g Complexe bestimmt. Jede vorhandene ambige

Klasse A ist in der Gestalt

— a1
A= 1 '“At+n——H§_£c
darstellbar, wo @, ..., @ ey Ganze rationale Exponenten sind und
+n———
2
¢ eine Klasse in £(§) bedeutet. Beriicksichtigen wir nun, dass die lten
Potenzen der ambigen Klassen 4,, ..., 4 1 Klassen sind, welche
t+n— ——
2
Ideale des Korpers k(L) enthalten, so folgt, dass A notwendig einem
+1

T

der oben bestimmten / Complexe angehoren muss, und mithin

t4n— 2—
ist die gesuchte Anzahl ¢ =1

Aus den Definitionen in § 150 und § 152 geht unmittelbar hervor, dass
die symbolische (1—S)te Potenz eines beliehigen Complexes stets ein Com-
plex des Hauptgeschlechtes ist. Wir fassen nun diejenigen Complexe des
Hauptgeschlechtes ins Auge, welche (1—S)te symbolische Potenzen von-
Complexen sind; ihre Anzahl sei f”; wir bezeichnen sie mit P ce Pf,,

und wir mégen P, = G’-l_s , PL= G1 ¥ haben, wo G, ..., G,
gewisse Complexe bedeuten Ist Jetzt P em beliebiger Complex, so ist

P notwendig ein bestimmter der f Complexe P, ..., P/,; es sei
etwa P'~ S—P Dann folgt P'™% = G,t"s, d. h. (PG;l)l—s—_—l,
und somit ist PG gin bestimmter ambiger Complex A; es wird
P=AG,, und fo]gllch stellt der Ausdruck 4@, alle Complexe dar,
sobald A aﬂe ambigen Complexe und G die Vi Oomplexe = NP (& 5
durchlduft. Auch ist klar, dass diese Darstellung fiir jeden Complex nur
auf eine Weise moglich ist; es ist daher die Anzahl aller iiberhaupt vor-
handenen Complexe M= af'. Die Zusammenstellung dieser Gleichung

mit der vorhin gefundenen M= gf liefert af'= g, und wegen Fr=f
I+1 '

t+
folgt hieraus g < a, d. h. g =1 ?  und hiermit ist der Hilfssatz 34

?

hewiesen.
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Aus den beiden Hiilfssitzen 33 und 34 folgt sofort die weitere
Thatsache:

Hiilfssatz 35. Wenn in ecinem reguliren Kummer'schen Korper »
die Anzah! der Charakterc ist, welche das Geschlecht einer Klasse be-

stimmen, so ist die Anzahl der Geschlechicr jencs Korpers g = 7,

Capitel XXXIIL

Das Reciprocititsgesetz finr (te Potenzreste im reguliren
Kreiskorper.

§ 154.

Das Reciprocititsgeselz fir /te Potenzreste und die Erginzungssitze.

Die bisher dargelegte Theorie des Kummer'schen Korpers liefert
uns dic Hiilfsmittel zum Beweise gewisser fundamentaler Gesetze iiber
lte Polenzreste im reguliren Kreiskorper, welche den Reciprocitits-
gesetzen fiir quadratische Reste im Gebiete der rationalen Zahlen ent-
sprechen, und welche das in § 115 entwickelte Fisenstein’sche Reciprocitits-
gesetz (Satz 140) zwischen einer beliebigen Zahl in £($) und einer rationalen
Zahl als besonderen Fall enthalten. Um diese Gesetze fir /te Potenz-
reste in ihrer einfachsten Gestalt aussprechen zu konnen, verallgemeinern

wir das in § 113 und § 127 definirte Symbol {%} in folgender Weise:

Es sei A die Anzahl der Idealklassen in £(£): dann bestimmen wir
eine ganze rationale positive Zahl A* so, dass AA*==1 nach [ wird.
Bedeutet dann p ein beliebiges, von | verschiedenes Primideal in A{s).
so st stets p"" ein Hauptideal in A(£); wir setzen p'*" = (7). so dass
7w eine ganze Zahl in £(f) ist, und nchmen hierin, was dem Satze 157
zufolge geschehen kann, dic Zahl s primir an. Eine solche ganze
Zahl 7 heisso eine Primiirzahl vom p. Es hat dann. da jede
primiire Binheit in £(§) zufolgo ciner Bewmerkung anf 8. 441 die /te Potenz
ciner Kinheit in £(£) ist, zr in Bezug auf jedes von p verschiedene
Primideal einon vollig hestimmten Potenzcharakter. Bedeutet nun g ein be-
lichiges, von [ und vou p verschiedenos Primideal in £(), so wird das
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Symbol {%} dureh die Formel

)=t

definirt.  Das Symbol {%} ist somit eine durch die zwei Primideale p

und q eindeutic bestimmte [te Einheitswurzel. Mit Benutzung dieses
Symbols sprechen wir folgende Thatsache aus:

Satz 161. Sind p und q von enander wnd von dem Prim-
ideal | verschiedene Primideale des reguldren Kreiskirpers (L), so

gilt die Regel
{ q } {p }
’

das sogenannte Reciprocititsgesetz fir lte Potenzreste. Ausserdem
gelten, wenn & eine belicbige Einheit in k(L) und 7 eine Primdr-
zahl von dem Primideal p bedeutet, die Regeln

==, )=

die beiden sogenanmten Erginzungssitze zum Reciprocititsgesetz fir
lte Potenzreste. [Kummerl® 1218 19,2021 ]

Wir filhren den Nachweis dieses Fundamentalsatzes in den folgenden
Paragraphen § 155— § 161 des gegenwirtigen Capitels durch schritt-
weises Vorgehen, indem wir fiir besondere regulire Kummer’sche Korper
die im vorigen Capitel gefundenen Sitze und Hilfssitze zur Anwendung

bringen.

§ 155.

Die Primideale erster und zweiter Art im reguliren Kreiskdrper.

Es ist fir die folgenden Entwickelungen von Nutzen, zwei Arten
von Primidealen in £({) zu unterscheiden: ein solches von [ verschiedenes
Primideal p in %({), nach welchem nicht jede vorhandeme Einheit in
k(L) lter Potenzrest ist, mbge ein Primideal erster Art heissen;
dagegen moge jedes von | verschiedene Primideal q in k(L), nach welchem
alle Einheiten in (L) lte Potenzreste sind, ein Primideal zweiter Art
heissen. [Kummer®.] Wir beweisen zunichst folgende Hiilfssitze:

Hilfssatz 36. Wenn .§ und & beliebige Einheiten des reguliren
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Kreiskorpers £(L) sind und 4 = 1—¢, [ = (1) gesetzt wird, so gelten
stets die Gleichungen

(= 5=

Beweis. Wenn & die [te Potenz ciner Einheit in A(() ist, so
leuchtet dic Richtigkeit der aufgestellten Gleichungen von selbst ein.
‘ !

Anderen Talles definirt J/& cinen Kummer'schen Kirper k(Ve, £), und
zwar einen solchen, fiir welchen die Betrachtungen am Schluss des § 147
zutreffen. Es sind daher alle Einheiten in %£({) und zadem auch die

Zahl 2 Relativnormen von Zahlen in k()/e, {), und hieraus ergiebt sich
wegen Satz 151 die Richtigkeit der Gleichungen des Hillfssatzes 36.
Will man hier den Satz 151 fir w=1 nur in dem auf S. 422
— 8. 423 ausfiihrlich behandelten Fall anwenden, wo die betreffende Zahl
p =12 nach [* ist, so mache man die letzten Schliisse zunichst,

£ &1

indem man "' fiir die Einheit ¢ nimmt; dann folgt {—[— = 1 und

{Llé}: 1. Weiter bestimme man, wenn ¢ eine beliebige Einheit in

k() bedeutet, eine solche lte Binheitswurzel [* dass {*& ' =144
nach {* ausfilll. Nimmt man dann im oben dargelegten Beweise
¢*e " an Stelle der Einheit &, so folgt unter Benutzung der zweiten Formel

in (83.) (8. 413){-»» —}_1 und in gleicher Weise {)’ ¢ }= 1.

Hiilfssatz 37.  Wenn p ein Primideal crster Art und 7 eine
Primirzahl von p ist, so giebt cs in £({) stets wenigstens eine Einheit

g, fir welche
& T
1
{ i }*

ausfillt; ist dagegen cin Primideal q zweiter Art vorgelegt und be-
deutet x ecine Primirzahl von q, so gilt fir jede Einheit & in 4(J) die

Gleichung
£
Sy X
e = 1.
)

Boweis. Um  die crsto Aussage dioses HMiilfssatzes zn boweisen,
nchmen wir an, es gelle im Gegenteil fiiv jede Einheit § in £(S) die
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& n}
= 1,
-
Wir setzen m=a+0A° nach \“"", wobei @ und b ganze rationale

Zahlen sein sollen und ¢ den grossten Exponent <= {—1 bedeutet, fiir

den jener Ansatz moglich ist Da sz eine primire Zahl ist, so muss not-
—1

Gleichung

. 2 . .
wendig ¢>1 und 7.5 ~ & einer ganzen rationalen Zahl nach [ con-
—1

gruent sein; hierbei bedeutet s ° die Substitution (C:C7" aus der
-1

Gruppe des Kreiskorpers £({). Da s? A=—4 nach ! ist, so wird
-1

s ? w= (a+bA)(a+b(—2A)°), ),

und hieraus folgt, dass im Falle ¢ << [—1 der Exponent ¢ notwendig
ungerade sein muss.

Wir haben nun beim Beweise des Hiilfssatzes 29 gefunden, dass

I—

kirpers £(() die Bedingungen
l(u)(et =0, (), (u=2¢) (l=1, 9 .. 0 )
1¥9(e)==0, (&) = :

erfillen. Setzen wir in der Gleichung oben auf dieser Seite der Reihe nach
fiir £ die Werte ¢, ..., &, ein, so entspringen zufolge der Definition (82.)

die [* =

dort mit & e &y bezeichneten Einheiten des Kreis-

des Symbols {Walﬂ} auf S. 413 und ihrer auf S. 414 gegebenen Aus-
dehnung die Congruenzen
1“7 Yy =0, 1" YA =0, 1% =0, ..., 1PHH=0, (1);

und diese lassen erkennen, dass in der Congruenz 7= a—-b4° nach
[**" der Exponent ¢ keinen der Werte [—2, [—4, [—6, ..., 3 haben
darf. Stellen wir damit die oben gefundenen Bedingungen fiir ¢ zusammen,
so folgt, dass ¢=[—1 sein muss. Da nun A= —1 nach | wird, so
ergiebt sich 7w = a—¥5[ nach ', und folglich geniigt die Norm von 7
der Congruenz

() = (a—bl) =, (1.

Andererseits entnehmen wir aus der Definition des Symbols auf S. 413
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und S. 414 unter Beriicksichtigung des Hiilfssatzes 24

{"C’In} - gL:;“—””

und da das Symbol linker Hand den Wert 1 haben soll, so folgt
n(n) = 1 nach /%, d. h. 7 =1 nach ! oder w= 7 nach . Nach

7
Satz 148 besitzt infolge der letzteren Congruenz der durch V7-t be-
!
stimmte Kummer'sche Korper £(}/7, £) eine zu | prime Relativdiscriminante,
1

und es ist mithin p das einzige in der Relativdiscriminante von k(Y7 &)

aufgehende Primideal. Setzen wir p_——SBL, so ist 5 das einzige am-
Hhi—1

!
bige Primideal dieses Korpers. Aus ]/7?:53""'=§Bp b folgt, dass
P einem ldeal des Korpers £(() #Hquivalent ist. Die aus allen ambigen
Idealen entspringende Klassenschar hat also fir den Kummer'schen

1
Korper k()/m, £) den Grad 0. Da die Anzahl ¢ der ambigen Ideale fiir
diesen Korper 1 ist, so folgt nach Satz 158, wenn 2z die dort fest-
. =0,d h

“

l
gesetzte Bedeutung fiir diesen Korper hat, 1-+m—

m= [:1 - Es ist folglich jede Einheit & in £(£) die Relativnorm einer

%

, £
Einheit in £(}/7, £), und mithin wird nach Satz 151 stets { \pn} =1

Wl <
und also, da {M}:{_E_]_}:{i} ist, auch {i} = |, entgegen
p » p P

unserer Annahme, wonach das Primideal p von der ersten Art sein
sollte.

Um die zweite Aussage des Hiilfssatzes 37 zu beweisen, betrachten
wir dhnlich wie im Beweise des Hiilfssatzes 36 den Kummer'schen Kérper

!
/c(]/;:, £), wo & eine beliebige Einheit in £({), nur nicht die /te Po-
tenz einer Einheit in %(f), scin soll. Wie am Schlusse des § 147
bewiesen wurde, ist jede Einheit in A({) die Relativnorm einer Einheit
l
in /c(]/é, {) und daher haben die beiden in Satz 153 und in Saiz 159
bezeichneten Einheitenscharen fiir diesen Korvper den gemeinsamen Grad
o l—1
M= =

-

Da ferner fiy ihn ¢==1 ist, so folgl aus Iliilfssatz 34 ¢ ~_ 1; mithin
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l
st g=1, d. h. alle Idealklassen des Korpers k(J/E &) gehoren zum
Hauptgeschlecht. Da ¢ ein Primideal zweiter Art sein soll, so ist

[

{%}= 1, und mithin zerfillt nach Satz 149 q in [ von einander ver-
1
schiedene Primideale des Kdrpers L(VE, £); es sei £ einer dieser Prim-
factoren von . Das Charakterensystem einer Zahl o (3= 0) des Korpers
4

k(&) in k()% L) besteht aus dem einen Charakter {aig}; derselbe

fallt nach Hiilfssatz 36 stets gleich 1 aus, wenn man fiir ¢ eine Einheit in

4
k() nimmt. Der Charakter des Primideals £ in £()/& &) hat daher
den Wert { %8

}, und dieser muss wegen der vorhin bewiesenen That-

sache gleich 1 sein. Damit ist der Hilfssatz 37 vollstindig bewiesen.
Will man wiederum Satz 151 fir w==1 nur in dem Falle eines

7
Korpers £(}/pt, £), fir den p = 1-2 nach [? ist, als bewiesen annehmen,
so gilt auch die Einteilung der Geschlechter und insbesondere der
Hiilfssatz 34 nur fiir diesen Fall. Wir miissen dann zum Beweise der
zweiten Aussage des Hiilfssatzes 37 erst & =§Z_1 und dann &= g*gl—‘
wihlen, wobei ¢ eine beliebige Einheit in £(L) und £* dazu eine solche
lte Einheitswurzel bedeute, dass {*& ' = 1-+A nach [* wird. Durch
Verbindung der beiden sich dabei ergebenden Resultate erkennen wir
dann die vollstindige Richtigkeit der zweiten Aussage des Hiilfssatzes 37.

§ 156.
Hilfssitze iiber Primideale erster Art ind reguliren Kreiskorper.
Wir beweisen der Reihe nach folgende Hiilfssitze iiber Primideale
erster Art im Korper £(0):
Hiilfssatz 38. BEs sei p ein Primideal erster Art im reguldren
Kreiskorper £(£) und 7z eine Primdrzahl von p. Wenmn es dann eine

b ¢ m k(C) gleDl’., S0 da’ss

e )

statthat, so gilt fiir jede beliebige Hinheit & in £(L) die Gleichung:

) =)
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! 7

Boweis. Der durch /7 bestimmte Kummersche Korper kY, ©)

bositzt, weil p cin Primideal erster Art ist, nach dem Beweise des

Miilfssatzes 37 zwei ambige Primideale € und %3, nimlich diejenigen,

deren [te Potenzen [ hez. p sind. Da das ambige Primideal $8 offenbar
L

Hauptideal in ()7, §) ist, so betriigt fiir diesen Korper der Grad der
aus den ambigen Idealen entspringenden Klassenschar O oder 1, je
nachdem € Hauptideal ist oder nicht. Wegen des Satzes 158 besitat

:
daher, wenn m die dort erklirte Bedeutung fiir den Korper k()7 {)

—3
i den Wert O der 1, d. h. ¢s ist m = : 5

f— . E
oder m=— I—l - Da die Einheit & infolge der Voraussetzung { S

hat, die Zahl 2+4-m—

5 0 }*1

mit Riicksicht auf Satz 151 sicher nicht die Relativnorm einer Einheit
l
. {—3
des Korpers £()/7, £) ist, so haben wir notwendigerweise m — 5
und es ist sodann jede Einheit & in £({) in der Gestalt &= &29 dar-
stellbar, wo « ein ganzer rationaler Exponent und -3 eine solche Einheit

i
bedeutet, die sich als Relativnorm einer Einheit in £(}/:r.£) erweist.
Aus dem letzteren Grunde ist wegen Satz 151

et} (5= (2}

und also auch {—@}:{%} ; hieraus folgt unter Benutzung der

—
<

zweiten Formel in (83.) (8. 413) auch {”—,I\Ci} == {‘;}} , und damit ist der
Beweis fiir den Hilfssatz 38 erbracht.

4
Soll Satz 151 fir w=1 nur in dem Falle eines Kirpers Y u. .
fir den p=1-2 nach [* ist, angewandt werden, so bestimme man
eine lte Einhcitswurzel {* derart, dass {*7' '=1-42 nach |* wird,

und dann  betrachte man, indem man im Ucbrigen wie in dem oben
!

dargelegten Beweise vorfihrt, an Stelle des Korpers A(Y.r.8) den
1

Korper /c(]/g*ﬂl", £).- Wonn man schliesslich noch den Hiilfssatz 36
zuzieht, folgt dann der Hiilfssatz 38 vollstindig.

Thilfssatz 39 Wemn p, p* zwei Primideale crster Art in 4(2)
und 7. 2™ Primiirzahlen bez. von p, p* sind, wenn ferner fiir jede be-
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liehige Einheit & in &({)
(=12}, -1
-15)

Beweis. Da p* ein Primideal erster Art ist, so konnen wir eine

Einheit ¢ in £() derart bestimmen, dass {8”} =1 wird. Wir be-

p*

wird, so ist

14
trachten nun den Kummer'schen Korper £()/e7, ). Da die Relativ-
discriminante dieses Korpers nur die beiden Primfactoren [ und p enthilt,
so besteht das Charakterensystem einer Zahl ¢ (4 0) in £({) fiir diesen

Korper aus den zwei Charakteren { % 18”} und {%}:{%}

i
Wegen {i;:}: 1 ist p* in k()/em, §) weiter zerleghar; es sei B* ein

Primfactor von p* in diesem Korper. Um das Charakterensystem von
P* zu bilden, bedenken wir, dass p ein Primideal erster Art ist; es
lisst sich dann eine Einheit &* in A({) bestimmen, fir welche

L
{8: }: 1 wird und es besteht das Charakterensystem von P* aus

dem einen Charakter {

&t em

[

15
Hiilfssatz 35 ¢ = 1 fiir den Korper £(}/&sm, ), d. h. in diesem Korper
gehort jede Idealklasse dem Hauptgeschlecht an, und der zuletzt ge-

871:}: 1,
p*

}- Wir entnehmen mithin aus dem

nannte Charakter besitzt daher den Wert 1. Wir haben nun {
d. h. wegen der Formel auf 8. 366

-l

*

ferner {8 ;ﬁ }= 1, d. h.

28] =21

&, en

[

et e =

und endlich { }= 1 oder mit Benutzung von (83.) (S. 413)
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2 o
Da nach Hillfssatz 36 { - }= 1 und nach Hilfssatz 30 {——’ I”} =1

ist, so geht letztere Formel in

o )= (]

iiber. Da wegen der von uns gemachten Voraussetzung

) =15) me 9 = 6

*
ist, so folgt aus (144.) {%—}:{—:;}, und diese Gleichung liefert mit

Benutzung der Formeln (142.), (143.) die im Hiilfssatz 39 behauptete
Gleichung.
Will man wiederum den Satz 151 fir w=1 nur in dem Falle

7
eines Korpers k(}/u, £) anwenden, fir den p = 1+ nach [* ausfillt,
so wihle man im obigen Beweise die Einheit & derart, dass man ausser

{i;:}:l noch hei einem geeigneten, zu [ primen Exponenten «
(em)" =1-4-2 nach I* hat. Eine Bestimmung der Einheit & in dieser
Weise ist, wie man leicht sieht, sicher stets dann mdglich, wenn
{pi*} =1 ist. Ist aber {.‘pi*}:': 1 und zugleich {%}:&: 1, so kann
jene Bedingung ebenfalls erfillt werden, indem man fiir & eine geeignete
Potenz von { nimmt. Ob die fragliche Bedingung sich erfiillen lasst,
bleibt also nur dann zweifelhaft, wenn gleichzeitig {é}#l und
{%}: 1 ausféllt. In diesem Falle vertauschen wir bei dem obigen Be-
weise die Rollen von p, 7zr einerseits und p*, 7% andererscits: daun

bleibt offenbar nur noch der Fall unerledigt, dass zugleich {p;*}* 1,

4 7 w*
{—5} %1 und {F}= i {-i)—} =1 ausfillt. In diesem Falle er-
kennt man aber aus den letzten zwei Beziehungen dic Behauptung des
IMilfssatzes 39 ohne Weiteres als richtig.

Hiilfssatz 40.  Wenn P cin Primideal erster Art in A(Z) ist und
7t cine Primirzahl von p bedeutet, und wenn fir jede beliebige Einheit

& in k(C) die Gleichung
(1=t
pl U
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besteht, wenn ferner p* ein solches von ) verschiedenes Primideal erster

Art ist, dass
D 3
bl =+

ausfillt, so giebt es stets eine Einheit & in £({) von der Art, dass

& 7T*, 8}
_ —— 1
{p*} { ! S
wird, wobei 7z* eine Prim#rzahl von p* bezeichnet.
Beweis. Wir erfahren zuvorderst genau wie beim Beweise des

vorigen Hiilfssatzes und gelangen so unter Einfiihrung gewisser Einheiten &
und &* wieder za den drei Formeln (142.), (143.), (144.). Nun ist wegen
&

e3
der Voraussetzung des Hiilfssatzes 40 i}——:{n—’i}; hieraus und
wegen {%}:{%—} #+ 1 folgt in Verbindung mit den drei genannten

Formeln die Richtigkeit des Hiilfssatzes 40.
Soll Satz 151 nur fir den Fall w = 1+4-4 nach [* zur Anwendung
gelangen, so hat man im vorstehenden Beweise nur ndtig, die Einheit

& so zu bestimmen, dass ausser der Gleichung {spf} =1 noch die

Congruenz (e7w)* = 1-+4 nach [* bei einem zu / primen Exponenten «
erfillt wird; es ist eine solche Bestimmung von & hier stets méglich.

§ 157.
Ein besonderer Fall des Reciprocititsgesetzes fiir zwei Primideale.

Satz 162. Wenn p und q irgend zwei beliebige Primideale eines

P

reguliren Kreiskdrpers sind, fiir welche {?‘}= 1 gilt, so ist stets auch

{—g—}=1.
Beweis. Es seien 7z, x Primirzahlen bez. von p, q. Wir be-

l
trachten den Kummer’schen Korper ]c(]/ﬁ, {) und unterscheiden zwei

Fille, je nachdem ) ein Primideal erster oder zweiter Art ist.
l

Im ersten Falle erhilt die Relativdiscriminante von lc(]/;—r, £) die
zwei Primideale | und p, und es giebt nach Hiilfssatz 37 eine Einheit &

in £(L), fiir welche der Charakter { E’In} = 1 ausfillt. Das Charakteren-

!
system eines Ideals in k(v;t, ¢) besteht daher nur aus einem Charakter,
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d. h. es ist » =1 und nach Iliilfssatz 35 auch g = 1. Wegen {%} =1

l
ist q in /c(]/7_r, {) weiter zerlegbar; cs sei £ ein Primfactor von g in
diesem Korper. Da 7z, » primiir sind, so fillt nach Hiilfssatz 30 (S. 441)

{ﬁ’.{i}= 1 aus, und da O zum Hauptgeschlecht gehort, so ist auch

{%}:{%}:1 wic es der Satz 162 bchauptet.
Wenn p cin Primideal zweiter Art ist, so gilt nach Hiilfssatz 37 fiir

jede Einheit & in £($) die Gleichung {EA j—l und folglich enthilt,

wie im Beweise des llilfssatzes 37 gezeigt worden ist, die Relativ-
1

discriminante von k(]/?r, {) nur das eine Primideal p. Es ist dahcr
wiederum r=1 und g=1. Wegen {T}—l ist q in /L(f ]
weiter zerlegbar. Es sei © ein Primfactor von g in diesem Korper.

Da © zum Hauptgeschlecht gehort, und mit Riicksicht auf {E Iﬂ} =1

ist {’1”}:{%}: 1, und damit ist der Satz 162 vollstindig be-

wiesen.
Soll wiederum Satz 151 und dementsprechend auch Hiilfssatz 35
i

fiir =1 nur in dem Fall eines Korpers (), {), fir den n=1-7
nach % ist, angewandt werden, so ist zum Beweise des Satzes 162 im
ersten der beiden vorhin unterschiedenen Fille der folgende Zusatz er-
forderlich.

Wenn p ein beliebiges Primideal und s eine Primirzahl von p ist,

so erkennen wir aus der Definition des Symbols {JT“—} auf 2. 413

und S. 414 und mit Riicksicht auf Iilfssatz 24 (S. 414) die Richtigkeit
der Gleichung
n(p)—1

(145.) {ng}=t : ={%}

Ist nun das Primideal ¢ von der Beschaﬁ‘enheit, dass é}:l ausfillt,

t1
nach {* ausfﬁl]t, und fassen statt des Kumwmer'schen Korpers LQ T, £)

den Korper /(|/ i ’, £) inx Ange. Wir wenden dann die oben dar-
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gelegte Schlussweise an. Da

) - el

2

wird und, wie oben, {ﬂ-} =1 ist, andererseits mit Riicksicht auf die

1
in (145.) angegebene Thatsache { xig}z {%}: 1 ausfillt, so folgt
w —1 % _I—1
{i%ﬂ___}= 1, und deshalb schliessen wir {i‘:_C_;}}___}_: 1, d. h.

o

Es sei andererseits {qi} #+ 1. Da p ein Primideal erster Art ist,
so giebt es sicher eine Einheit g,, fiir welche {%}:{: 1 ist, und ferner

nach Hiilfssatz 37 (S. 472) sicher eine Einheit g,, fiir welche {fgi_i} +1
ausfillt. Auch kénnen wir diese Einheiten &,, &, liberdies beide so withlen,
dass sie =1~ nach [* sind. Wir entnehmen hieraus weiter die
n} 1 aus-

fillt und iiberdies die Congruenieigenschaft &£=1-44 nach [* erfiillt
ist. In der That, wenn diese Bedingungen weder fiir g=¢, noch fiir ¢ =g,

Existenz einer Einheit &, fiir welche {-;—} 41 sowie {8’

zutreffen, so ist gleichzeitig {—'El—i—n} =1 und {—?L }:1, und dann wiirde
- tY

¢= (¢,¢,) ° ecine FEinheit von der verlangten Beschaffenheit sein.

Wir bestimmen nun eine solche Potenz 7 =¢&* der Kinheit &, dass

{%‘}:1 wird. Wire nun {—;;—}# 1, so fiele der Exponent « gewiss

2 [ prim aus, und folglich wire {17’ }:f: 1. Es ist ausserdem, da

z eine primire Zahl darstellt, ersichtlich, dass eine gewisse Potenz von
7= mit einem zu ! primen Exponenten der Zahl 1-1 mnach [* congruent

wird. Aus (145.) und Hiilfssatz 36 (S. 471) folgt noch {5,;79:}:': 1.

7
Der Kummer’sche Korper k(}/5x, ) besitzt desshalb nur ein Geschlecht.
Wegen {ip"_}= 1 ist p in diesem Korper weiter zerleghar; ist 5 ein

Jahresbericht der Deutschen Mathem,-Vereinigung, IV. 31
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in p aunfgehender Primfactor dieses Kérpers, so findet man den Charakter
von P gleich dem Symbol

() - 2]
q q )’
wenn * eine solche lte Einheitswurzel bedeutet, dass {—gﬁ’—ﬂ—} =1

ausfillt. Wegen der letzten Gleichung, und da {L’, I = 1 Iist,

folgt { £ }{—’I—} =1, und wegen {M}:#:I ist also auch
(% &
{ 2 }:f: 1, d. i. mit Riicksicht auf (145.) { J':Ic 1; somit ist {*1.

Da abcr jener eine Charakter des Primideals éB gleich 1 sein muss, so

%
folgt wegen {{:—}:1 notwendig auch {%}: 1, und dies stinde im

Widerspruch mit der eben gezogenen Folgerung.

§ 158.
Das Vorhandensein gewisser Hulfsprimideale, fur welche das Reciprocitits-
gesetz gilt.

Auf Grund der Sitze 152, 140 und 162 erkennen wir leicht die
Existenz gewisser Primideale, die in § 159 und § 160 zur Verwendung
kommen werden. Es gelten folgende Thatsachen:

Hulfssatz 41.  Wenn D ein beliebiges Primideal des reguliren
Kreiskorpers %(§) bedeutet, so giebt es stets ein Primideal r in A({).
welches den Bedingungen

e [ =
geniigt.

Beweis. Es sei A die Klassenanzahl von £({) und, wie in § 149 und
§ 154, &* eine positive ganze rationale Zahl, so dass hh*=1 nach 7 wird.
Es sei p die rationale, durch p teilbare Primzahl und =" cine
Primirzahl von p; ferner seien p', ", ... die unter einander und von
p verschiedenen, zu P conjugirten Primideale in () wnd 7' = p™
a''=yp"" die botreffenden zu 7 conjugirten Zahlen in &(C); sie sind

Primirzahlen b}(;{ von ', p", ... Wir haben damn p=ppp" . ;
Lie

da ferner P cine Einheit in £(£) sein muss und iiberdies primir
ausfillt, so stellt nach Satz 1566 (s. auch S. 441) dicser Quotient die
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lte Potenz einer Einheit & in k({) dar, es ist also
P = dnaln. ...

Nunmehr wenden wir den Satz 152 (S. 426) an, indem wir dort
o,=§ o= o=n, ¢,=7n", o =n",
71=§: 72=C7 )’3=1, Y4=17 75=1a

nehmen. Da § nicht die Jte Potenz einer Einheit in %(Z) ist und

m, n', 7', ... Potenzen von Primidealen sind, deren Exponenten zu [

prim ausfallen, so sind die Voraussetzungen des Satzes 152 erfiillt, und

es giebt daher nach diesem Satze in %({) ein Primideal v, fiir welches
bei irgend einem geeigneten, zu [ primen Exponenten

(=5 (2F=e (o (e

d. h.
> [)=es (2)=22 (B {2

wird, wo £* eine von 1 verschiedene /te Einheitswurzel darstellt. Aus
hh* —1  hh* "
(146.) erhalten wir {P }:{8 Z } ={””!” "'}:g*, und
‘ T T T
folglich wird wegen Satz 140 (8. 369) auch {—L}zg*, Wwo o eine
p

Nl

Prim#rzahl von 1 bedeuten soll. Da nun wegen (146.) nach Satz 162
0 .
(8. 479) {7} =1, {%}: 1, ... sein muss und

Ul

ot = B

ist, so erhalten wir {—9—} == {{—}:é‘*; damit ist gezeigt, dass das
7
Primideal t alle Bedingungen des Hiilfssatzes 41 erfiillt.
Hiilfssatz 42. Wenn p ein beliebiges Primideal des reguliiren
Kreiskorpers £({) und sz eine Prim#rzahl von p bedeutet, wenn ferner
e eine beliebige Einheit in £(), nur nicht die /te Potenz einer Einheit

in £(f) ist, so giebt es ein Primideal t in £((), das den Bedingungen

)= 2=l

geniigt.
31*
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Beweis. Es mogen 7, o/, #'', ... fiir p die Bedeutung wic im
vorigen Hilfssatz 41 haben; wir nehmen in Satz 152 (S. 426)

o, =¢m, o,=mn, o,=n, o=n"\ ¢=mn",

=1 1==0 =1L =1 =1 ...
die Zahlen @, @,, @,, @,, ¢, ... geniigen wiederum, wie man leicht

einsicht, der Voraussetzung des Satzes 152; es fiihrt die entsprechende
Schlussweise wie in Hiilfssatz 41 zu einem Primideal v von der hier

verlangten Beschaffenheit.

§ 159.

Beweis des ersten Erginzungssatzes zum Reciprocititsgesetz.

Um den ersten Erginzungssatz fiir ein Primideal p der ersten Art
zu heweisen, wenden wir den Hiilfssatz 41 an; diesem zufolge ldsst
sich ein Primideal t bestimmen, fir welches

e m 5} =+

wird, und das also gewiss ein Primideal erster Art ist. Nach Glei-
chung (145.) haben wir fiir das Primideal r die Gleichung
(= = o]

> I 2

T

wo o eine Primdrzahl von 1t bedeuten soll. Da {i}:lr: 1 auvsfillt, so
T
besteht nach Hiilfssatz 38 (S. 475) auch fiir jede andere Einheit ¥ in

k(L) die Gleichung
()= (52

und demnach treffen die simtlichen Bedingungen des Hiilfssatzes 40 (3. 47)
zu, wenn wir an Stelle der dort mit p bez. p* bezeichneten Primideale die
beiden Primideale v bez. Y nchmen. Nach jenem Hiilfssatze giebt es
somit eine Einheit & in £(L) derart, dass {%} — {—Ili} + 1 wird,
wobei 7 cine Priméirzahl von p bedeuten soll. Infolge dieser Thatsache ist
nach Hiilfssatz 38 (S. 475) auch fiir jede andere Einheit & in A(Z) die

Gleichung {%}:{J—%E-} orfiillt, wie os der crste Ergiinzungssatz be-

hauptet.
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Des Weiteren bedeute ¢ ein Primideal zweiter Art in £({). Dann
ist nach der Definition eines solchen Primideals fiir jede Einheit & in £($)

stets {i} =1, und wenn x eine Primirzahl von q bezeichnet, so ist nach

Hilfssatz 37 (8. 472) stets auch {",_IE} = 1. Es gilt daher in der That

wiederum der erste Erginzungssatz {%} ={ x’IE }

§ 160.

Beweis des Reciprocititsgesetzes zwischen zwei beliebigen Primidealen.

Nachdem der erste Ergéinzungssatz in § 159 bewiesen worden ist,
folgt aus Hilfssatz 39 (8. 476) sofort die Richtigkeit des Reciprocitiits-
gesetzes fir zwei beliebige Primideale erster Art.

Es sei zweitens ein Primideal p erster Art und ein Primideal g
zweiter Art vorgelegt; 7z und x seien Primérzahlen von p und q. Im

Palle, dass {%}: 1 ausfillt, folgt aus Satz 162 (3. 479) {%}: 1
und mithin die Richtigkeit des Reciprocitétsgesetzes fir p und q. Wir

nehmen jetzt an, es sei {%} = {—E—}:{: 1. Da p von der ersten Art

ist, so giebt es eine Einheit &, so dass {—Ex—}=1 ausfallt, und es

kann hierbei stets, wie aus einer Betrachtung am Schlusse des Beweises

von Hiilfssatz 39 (S. 476) hervorgeht, die Einheit & zugleich so bestimmt

werden, dass eine gewisse Potenz von gx mit einem zu [ primen Ex-

ponenten = 1-4-4 mnach [* wird. Wir betrachten den Kummer’schen
)

Korper k(]/e—x, {). Nach Satz 148 (S. 393) enthdlt die Relativ-
discriminante dieses Korpers in Bezug auf k() die zwei Primfactoren [
und q. Da q ein Primideal zweiter Art ist, so gelten wegen der
Hiilfssitze 36 und 37 fiir jede Einheit & in £({) die Gleichungen

{E,Iex}z{E,Ie}{E,Ix} =1 {%}=1’

und demgemiss ist die Anzahl » der Charaktere, welche das Geschlecht

7
eines Ideals in % (J/ex, {) bestimmen, gleich 2. Nach Hiilfssatz 35 (S. 470)
Z
ist dann in £()/ex, {) die Anzahl der Geschlechter g = I. Wir bestimmen
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nun nach Hiilfssatz 42 (S. 483) ein Primideal v in %({) von der Be-

schaffenheit, dass
= B
S b T bl
{ r ] 7 g v !

14
wird. Wegen der ersteren Gleichung ist v in k() ex, {) weiter zerlegbar.
Es sei R ein Primfactor von 1 in diesem Korper und ¢ eine Primérzahl

1
von t. Dann besteht das Charakterensystem des Ideals R in k()ex, ()
aus den beiden Charakteren

oy (o), e = {2}

Da der zweite Charakter =1 ist, so bestimmen die Ideale %, §Rz, LR
lauter von einander verschiedene Geschlechter, und es giebt, wie die
oben gefundene obere Grenze fiir die Anzahl der Geschlechter zeigt,
ausser diesen keine weiteren Geschlechter. Mit Benutzung des in § 159
bewiesenen ersten Ergénzungssatzes ergiebt sich

o= =)
~[lfe)=te)=

d. h. das Product derlbeiden Charaktere (147.) ist gleich 1. Da jedes
beliebige Ideal in %(}/ex,{) notwendig einem jener ! Geschlechter an-
gehoren muss, so folgt hieraus, dass fiir jedes Ideal in LOIE;‘;:) das
Product seiner [beiden Charaktere stets gleich 1 ist. Wegen {—:i}:l

!
ist p in &()/ex, L) weiter zerlegbar; bezeichmet § cinen Primfactor von
p in diesem Korper, so sind die beiden Charaktere fiir § durch die Symbole

{n, Sx} {n, ex} o {p}

r P q Uy
gegeben, und os folgt somit unter Benutzung des in § 159 bewiesenen
Trgiinzungssatzes notwendig

)=t =) -




§ 160. Qapitel XXXIII. Das Reciprocititsgesets etc. 487

=6 =5=5
q » vl bl
d. h. es gilt das Reciprocititsgesetz fiir die beiden Primideale p und q.

Es seien drittens zwei Primideale q und q* der zweiten Art vor-
gelegt; x, »™ seien Primirzahlen von q bez. q*. Wir betrachten den
4

oder

Kummer'schen Korper & (}/xx¥, §). DieZahlen » und »* sind, wie sich
im Beweise des Hilfssatzes 37 herausgestellt hat, /ten Potenzen von ge-
wissen ganzen Zahlen in %(¢) nach I' congruent; das Gleiche gilt daher
von xx*, und folglich ist nach Satz 148 (8. 393) die Relativdiscriminante

:
des Korpers &(}/xx*, {) nicht durch | teilbar. Diese Relativdiscriminante
enthilt somit nur die beiden Primfactoren q und q*, Nun ist fiir jede
Einheit & in £({)

()= )=l

und dementsprechend ist die Anzahl 7 der Charaktere, welche das Ge-

12
schlecht eines Ideals in ]c(]/xx*, {) bestimmen, =2. Nach Hilfs-
7

satz 35 (8. 470) ist dann in () 2, {) die Anzahl der Geschlechter g = L.
Ferner lisst sich nach Satz 152 (8. 426) jedenfalls ein Primideal v in
k() bestimmen derart, dass

= e B

14
ausfillt. Wegen der ersten Gleichung ist 1 in &()/xx, {) weiter zerleg-
bar; es sei R ein Primfactor von r in diesem Korper und ¢ eine Primiirzahl

l
von 1. Dann besteht das Charakterensystem des Ideals ® in k(}/xx*, )
aus den beiden Charakteren

st
o) ~F

Da der erste Charakter wegen {—’;—} =+ 1 dem Satze 162 (8. 479) gemiss

(148.)
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notwendig chenfalls verschieden von 1 ist, so bestimmen die Ideale
®, §R2, v 5 R Tauter von cinander verschiedene Geschlechter, und es
giebt, wie bereits gezeigt worden ist, auch hier nicht mehr als £ Geschlechter

Wegen {—i—}:l:l ist v ein Primideal erster Art; cs gilt daher mnach

dem Vorigen ecincrseits fir die Primideale v, q, andererseits fir die
Primidcale v, q* das Reciprocititsgesetz, und das Product der beiden
Charaktere (148.) wird folglich

oy [Tt

1
Da jedes beliehige Ideal in k() xx™,{) einem jener [ Geschlechter an-
gehoren muss, so folgt aus (149.), dass fiir jedes Ideal das Product
seiner beiden Charaktere gleich 1 sein muss. Nun ist das Ideal q gleich

2
(=

l
der Iten Potenz eines Primideals £ in &()xx*, (). Die beiden
Charaktere von £ in diesem Korper sind alsdann

{ %, xx* } {x*, xx® }‘1 {x* }—1 {q* }—1
g ] U q “ o) Tle)
x, xx* % q
e T lE T )
und da ihr Product gleich 1 sein soll, so erhalten wir

(£~ )

Hiermit ist das Reciprocititsgesetz fiir zwei Primideale der zweiten Art
bewiesen, und nunmehr ist der Beweis des Reciprocitiitsgesetzes fiir zwei
beliebige Primideale vollstindig erbracht.

§ 161.

Beweis des zweiten Ergiinzungssatzes zum Reciprocititsgesetz.
Es sci zunichst p ein Primideal erster Art und ;v cine Primirzahl

von p. Wir bestimmen eine Kinheit ¢ in (L) derart, dass I -f»?'—1= 1
¢ 'yl

!
wird, und betrachten dann den durch Vl-‘l und £ bestimmten Kummer’schen

&l o .
Kiirper.  Wegon N =1 ixt P in diesem Kirper weiter zerlogbar; es
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sei P ein Primfactor von p in diesem Korper. Wir erkennen, dass das

Charakterensystem des Ideals §3 aus dem einen Charakter {”,TM} be-

steht, und da somit nach Hiilfssatz 35 (8. 470) auch nur ein Geschlecht,
nimlich das Hauptgeschlecht, vorhanden. ist, so muss dieser Charakter

den Wert 1 besitzen. Hieraus, und da nach § 159 {%} = {ﬁig}

ist folgt sofort die Gleichung {%}:{ & s }

Des Weiteren sei ein Primideal q der zweiten Art vorgelegt, und
es bezeichne x eine Primirzahl von q; dann sind zwei Fille zu unter-

5 ; A ‘
scheiden, je nachdem {?}z 1 oder 4 1 ausfillt. Im ersteren Falle

l
lehrt die Betrachtung des Kummer'schen Korpers £()/4, %), dass auch

{ X’Il }= 1 ist. Im zweiten Falle bestimme man nach Satz 152 (8. 426)

o
ein Primideal p, fiir welches {%} = {%} == 1 ausfillt. Dann ist p gewiss
ein Primideal erster Art, und es folgt nach Satz 162 (8. 479), wenn 7z eine

Prim#rzahl von p bedeutet, {%}:{: 1; mithin ldsst sich gewiss eine

a

i }:1 ausfillt. Be-

ganze rationale Zahl ¢ so bestimmen, dass {

l
trachten wir den Korper k(}/An% [), so besteht fiir diesen, weil

L, An® e . . od
v = ry = 1 ist, das Charakterensystem eines Ideals wiederum

nur aus einem Charakter, und dieser ist stets gleich 1. Wenden wir die
letztere Thatsache auf einen Primfactor £) von ¢ in diesem Korper an,

so folgt {M}:{%}—a{j}i} =1, und beriicksichtigen wir die

) A
Gleichung {%} = {%}, so entsteht {—g—} = {x,T} :

Das Reciprocitiitsgesetz fiir Jte Potenzreste ist zuerst von Kummer be-
wiesen worden. Der hier dargelegte neue Beweis desselben unterscheidet sich
von den Kummer’schen Beweisen vor allem darin, dass Kummer zunfichst
den ersten Erginzungssatz, und zwar unter einem erheblichen Aufwande
von Rechnung, durch eine kunstvolle Erweiterung der Formeln der Kreis-
teilung gewinnt und dann erst auf Grund der errechneten Formeln das
Reciprocititsgesetz zwischen zwei Primidealen ableitet, wihrend die
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obige Entwickelung die Beweisgriinde fiir das Reciprocititsgesetz und
seine beide Erginzungssitze aus gemeinsamer Quelle schopft.

Von besonderen Reciprocititsgesetzen, zu deren Behandlung die
Formeln der Kreisteilung ausreichen, sind das Reciprocititsgesetz fiir
biquadratische Reste [Gauss®, Eisenstein® ], das Reciprocititsgesetz fiir
cubische Reste [Hisenstein® ", Jacobi'], ferner fiir bicubische Reste
[Gmeiner’ » *] und die auf 5te, 8te, 12te Potenzreste beziiglichen
Untersuchungen von Jacobi zu nennen [Jacobi*].

Auch sei endlich noch crwihnt, dass Fisenstein ohne Beweis ein
Reciprocititsgesetz fiir [te Potenzreste aufgestellt und dabei auch den Fall
in Betracht gezogen hat, dass die Klassenanzahl des Kreiskorpers der
Iten Einheitswurzeln durch / teilbar ist. [ Eisenstein® 12.]

Capitel XXXIV.

Die Anzahl der vorhandenen Geschlechter im reguliren
Kummer’schen Kérper.

§ 162.

Ein Satz tiber das Symbol {11,1)_#}

Die wichtigste Aufgabe in der Theorie der Geschlechter eines
Kummer’schen Korpers betrifft die Ermittelung der Anzahl der wirklich
vorhandenen Geschlechter. ~ Wir beweisen hier zunichst einen Satz.
welcher dem Hilfssatze 14 (8. 297) aus der Theorie des quadratischen
Korpers entspricht.

Satz 163. Wenn v und g zwei beliebige ganze Zahlen (3 0) cines
reguliren Kreiskorpers £(L) bedeuten, so ist stets

]I{—/-vi} = 1,
mt W

wenn  das Product linker Hand iiber simtliche Primideale w in &)
erstreckt wird.

Beweis. BEs sei 2 die Anzahl dor Idealklassen in A(E) und A"
cino ganze rationale positive Zahl mit der Congruenzeigenschaft AA* = 1
nach /. Wir setzen m=l“p1p2... und u =Ibq1q9..., so dass @
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und & ganze rationale Exponenten und Pis Y5« o5 Qpy Gy - - . GOWISSE
von | verschiedene Primideale in k({) sind. Bedeuten ferner 7z,
Tyy -+vy %5 %y, ... Primiirzahlen der Primideale bez. Pis Pgs soes
4,5 955 - .., und zwar derart, dass
WA  WhAt hh* hlt
nl—'plz ng—pg sy X =, ”2:q2 »

gilt, und’ wird noch 4 =1—C gesetzt, so bestehen zwei Gleichungen
von der Gestalt:

TTRR* __ _ qahh* W bl
(150.) 2" =&l mm,..., p" =9yl 2y g o

worin & und % Einheiten in %£(f) sind. Wenn w ein beliebiges Prim-
ideal bedeutet, so ist allgemein

(151.) {J”T’#} — {"’_M_éﬂ}

Es seien nun b, q zwei von einander und von | verschiedene Prim-
ideale in £({) und 7, x bez. Primiirzahlen von P, q; ferner seien &, 7
beliebige Einheiten in (). Aus Hiilfssatz 36 (S. 471) und aus Satz 161
(S. 471) folgen dann leicht die Formeln

Er=n (2=
e cOm

Ist w ein von | verschiedenes Primideal, welches nicht in g aufgeht, so
ist nach Satz 148 (8. 393) die Relativdiscriminante des Kummer’schen
! ;

Korpers £(/u, £) zu w prim; fillt dann w auch zu v prim aus, so ist
nach Satz 150 (S. 402) die Zahl » Normenrest des Kummer’schen

7
Kérpers k(}/u, ), und daher gilt nach Satz 151 (S. 420) die Gleichung

{%}= 1. Mit Riicksicht hierauf gilt wegen (152.) der Satz fiir

den Fall, dass eine jede der Zahlen v, u sei es eine Einheit, sei es eine
beliebige Potenz von A, sei es eine Primérzahl eines von | verschiedenen
Primideals vorstellt; wegen (150.) und (151.) und auf Grund der Re-
geln (80.) (8. 411) und (83.) (8. 413) gilt sodann der Satz 163 allgemein,
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§ 163.

Der Fundamentalsatz iber die Geschlechter eines reguliren Kummer'schen
Korpers.

Wir sind jetzt im Stande, fiir den reguliren Kummer’schen- Korper
denjenigen Satz aufzustellen und zu hbeweisen, welcher dem funda-
mentalen Satz 100 (8. 293) in der Theorie des quadratischen Korpers
entspricht. Dieser Satz lautet:

Satz 164. Es sei » die Anzahl der Charaktere, wlelche ain

Geschlecht im reguliren Kummerschen Kirper K=k()p, ) be-
stimmen ; ist dann ein System von v belicbigen Lten Einheitsuurzeln
vorgelegt, so ist dieses System damn und nur dann das Charakteren-
system eines Geschlechtes in K, wenn das Product der sdmtlichen
r Winheitswurzeln gleich 1 dst.  Die Anzall der in K vorhandenen
Geschlechter ist daher gleich 1.

Beweis. Es sei A die Klassenanzahl des reguliiren Kreiskérpers
k(L) und A* eine ganze rationale positive Zahl mit der Congruenz-
eigenschaft kh*sl nach [; ferner seien [, ..., | die r gemiss
§ 149 ausgewihlten Primfactoren der Relativdiscriminante von K. Es
bedeute nun A irgend eine Idealklasse in K, J ein zu [=(1—{)
und zur Relativdiscriminante von K primes Ideal der Klasse .4 und
v=(N,(X)" die nach der Vorschrift in § 149 (S. 462) aus 3
gebildete und mit einem gewissen Einheitsfactor versehene ganze Zahl in
k(C), so dass

n@={28, . ae=3Y

1

die » Einzelcharaktere sind, welche das Geschlecht von 3 bestimmen.
Es sci p ein Ideal des Kreiskorpers £(L), wofern es ein solches giebt,
welches in ¥ zu einem nicht durch  teilbaren Exponenten vorkommt:
dabei ist p sicher von I verschieden und prim zur Relativdiscriminante
von K. Da N,(3) die Relativnorm eines Ideals ist. so muss p im
Korper K zerlegbar sein. Es gilt mithin nach Satz 149 (8. 303) fiir jedes

solche Primideal p die Gleichung {%}: 1, und daher ist auch stets

{_'v,pu}z 1. Mit Riicksicht auf Satz 163 (8. 490) folgt daher

% o
153, 1 {;L} -1,
(153.) i



§ 163.  Capitel XXXIV. Die Anzahl der vorhandenen Geschlechter ete. 493

wenn W alle in der Relativdiscriminante von K enthaltenen, von
verschiedenen Primideale und ausserdem das Primideal Y durchliuft.
Ferner ist, wemn I, Ligs oo 1, die ausser Lo Ly ooy L in der
Relativdiseriminante aufgehenden Primideale bedeuten, nach § 149

(154) {“” ”}:1, {“” ’“”}:1, - {“” ’“‘}:1.

I"+1 Ir+2 It v
Kommt nun in der Relativdiscriminante des Korpers K das Prim-
ideal [ vor, so ist wegen (153.) schon bhiermit bewiesen, dass das
Product simtlicher » Charakters gleich 1 ist. Kommt andererseits das
Primideal { in jener Relativdiscriminante nicht vor, so ist nach Satz 150
(8. 402) die Zahl » Normenrest des Korpers K nach |, und folglich ist

nach Satz 151 (8. 420) {%}= 1; damit erkennen wir aus (153.)

und (154.) auch in diesem Falle den einen Teil der Aussage des
Satzes 164 als richtig.

Den Beweis fiir den anderen Teil der Aussage des Satzes 164
filhren wir der Kirze wegen nur in dem Fall, dass die Relativ-
discriminante des Korpers K den Primfactor | nicht enthélt. Es seien

dann wiederum [, ..., I, die ¢ in der Relativdiscriminante von K auf-
gehenden Primideale des Korpers £(§), und 4, ..., 4, seien beziiglich
Primérzablen von L, ..., I; ferner gehe allgemein I, in u genau e, mal

auf, und es sei ¢ dann eine ganze rationale Zahl mit der Congruenz-
eigenschaft eiefE 1 nach /. ZEndlich mogen Yi> - --» ¥, beliebig ge-
wihlte » der Bedingung y,...y, =1 geniigende [te Einheitswurzeln sein;
nach Satz 152 (8. 426) giebt es dann stets in £({) ein Primideal p, das
in p nicht aufgeht und iberdies die Forderungen

l " e* l . 2 lr " e:
assy (2= {Gf=i o (2=

»
2 m A m A ym
(156.) {L;‘-} =1, {_;—2} =1, ... {?‘} =1
fiir irgend einen Exponenten m aus der Reihe 1, 2, ..., [—1 erfillt.

Ist 7z eine Primsrzahl von p, so folgt wegen (155.) mit Benutzung
von Satz 161 (8. 471)

(157.) {n—ml’,ﬁ} — {gl_,w_}mz {%}mez {%}’"%‘: Ve

=1, 2, vvus
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Ferner ergiebt sich wegen (156.) in #hnlicher Weise

on =)=

i
E=r+1, 742, ..., ).

Da y,...7,=1 ist, so ist wegen (157.) und (158:)

T, W
159. 11{———} =1
(159.) = ;

wenn hierin w alle Primideale [, ..., I, durchliuft. Bedeutet nun m
ein von p, I, ..., |, verschiedenes Primideal in k), so ist gemiss
Satz 150 (8. 402) die Zahl 7z Normenrest des Kummer’schen Korpers K

nach m und folglich nach Satz 151 (8. 420) stets {ﬁmi}-: 1. Mit Riick-
sicht auf diesen Umstand und wegen (159.) lehrt der Satz 163 (8. 490),

dass auch {M} =1, d h. {%} =1 sein muss. Infolge der

letzteren Gleichung zerfillt das Primideal p mach Satz 149 (S. 398) im
Korper K in [ Primideale. Ist {3 eines derselben, so hat, wenn wir
(157.) und (158.) beriicksichtigen, das Ideal 8™ offenbar die vor-
geschriebenen Einheitswurzeln y , ..., y, als Charaktere, und damit ist
der Satz 164 fiir den hier betrachteten Fall vollstindig bewiesen,

Geht | in der Relativdiscriminante von K auf, so hat man, um
den Satz 164 zu beweisen, an den vorstehenden Ausfiihrungen eine
geeignete Abinderung anzubringen, die man leicht aus der Analogie mit
den entsprechenden Betrachtungen fiir den quadratischen Kérper (vergl.
S. 312—314) ersieht.

Kummer hat seinen Untersuchungen einen gewissen Zahlenring im

11

Korper K= k()/u, {), nicht die Gesamtheit der ganzen Zahlen dieses
Korpers zu Grunde gelegt. Der Begriff des Geschlechtes bedarf dann
ciner gewissen verdinderten Fassung. Es ist Awmmer's grosses Ver-
dienst, fir den von ihm ausgewihlten Zahlenring diejenige Thatsache
aufgestellt und bewiesen zu haben, die fir den Korper A selbst sich
in dem Satze 164 ausdriickl. [Nwmmer®.] Ausser dem von Kummer
behandelten  Ringe sind  noch unendlich viele andere Ringe in A
vorhanden, deron Theoric mit entsprechendem Erfolge zu entwickeln
sein wiirde.
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§ 164.

Die Klassen des Hauptgeschlechtes in einem reguliren Kummer'schen
Korper.

Wir heben in diesem und dem nichsten Paragraphen einige wichtige
Folgerungen hervor, die aus dem Fundamentalsatz 164 fiir den Kummer’-
l

schen Korper K=~%(})/u, L) sich ergeben, und die den in § 71 und
§ 72 oder in § 82 fiir den quadratischen Korper entwickelten Sitzen
entsprechen.
Satz 165. Die Anzahl ¢g der Geschlechter in einem reguliren
Kummer’schen Korper ist gleich der Anzahl seiner ambigen Complexe.
Beweis. Wenn ¢ und n die Bedeutung wie in Satz 159 (8. 459)
haben, und wenn wir beriicksichtigen, dass nach Satz 164 (8. 492) g=1""

ist, so folgt aus Hilfssatz 34 (S. 468) r—1 =< t-++n— Ll

2
. : I+1 :
nach Hilfssatz 33 (8. 466) andererseits t+n———2—§ r—1 sein

, und da

muss, so folgt

r—1 = t—l—n—————l+1 .
2
Die im Beweise (8. 469) zu Hiilfssatz 34 bestimmte Anzahl « der
ambigen Complexe ist mithin = /"' wir haben daher a=yg.

Satz 166. Jeder Complex des Hauptgeschlechtes in einem re-
gularen Kummer’schen Kirper K ist die (1—8)te symbolische Potenz
eimes Complexes in K, d. h. jede Klasse des Hauptgeschlechies in
einem reguldren Kummer'schen Kirper K ist gleich dem Product
aus der (1—8)ten symbolischen Potenz einer Klasse und aus einer
solchen Klasse, welche Ideale des Kreiskirpers k(L) enthdlt.

Beweis. In dem Beweise (8. 469) zu Hiilfssatz 34 ist die Gleichung
af' = gf abgeleitet; hierbei bedeutet ¢ die Anzahl der ambigen Com-
plexe, f' die Anzahl derjenigen Complexe, welche gleich (1 —S)ten sym-
bolischen Potenzen von Complexen sind, ferner bedeutet g die Anzahl
der Geschlechter und 7 die Anzahl der Complexe des Hauptgeschlechtes.
Da nach Satz 165 ¢ =g ist, so folgt f' =/, und damit ist bewiesen,
dass jeder Complex des Hauptgeschlechtes die (1—S)te symbolische Potenz
eines Complexes ist.
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§ 165.

Der Satz von den Relativnormen der Zahlen eines reguliren Kummer’schen
Korpers.

Satz 167.  Wenn v, u z2wel ganze Zahlen des reguliren
Kreiskirpers k(L) bedeuten, von denen p wicht die lte Potenz einer
ganzen Zahl in k(L) ist, und welche fir jedes Primideal w in k(L)

die Bedingung
{u} —1
n

erfiillen, so ist die Zahl v stets gleich der Relativnorm einer ganzen
L

oder gebrochenen Zahl A des Kummer'schen Kirpers K = k(Y p, £).

Beweis. Wir beweisen diesen Satz zunichst fir den Fall, dass »

eine Einheit in £({) ist. Es modgen wiederum ¢ und 7 fir den
1

Kummer'schen Korper K= k(}/u, £) die Bedeutung wie in Satz 159
(8. 459) haben; im Beweise zu Satz 165 ist gezeigt worden, dass

41 [—1

r—I1 =t+n— sein muss, d. h. es ist n=—— —ttr.

&

Andererseits betrachten wir die »* == ¢—7 Einheiten £ -y €., die
in § 149 (8. 464) bestimmt worden sind. Wegen der Gleichungen
(140.) (S. 464) kann ein Product aus Potenzen dieser »* Einheiten nur
dann die [te Potenz einer Einheit in £({) sein, wenn die Potenz-
exponenten simtlich durch / teilbar sind. Es miissen sich daher, da die Ge-

3 bildet, weiter

samtheit aller Einheiten in £() eine Schar vom Grade

P
——2—1—7-* Einheiten &

12 ¢

e ©» &_, in Z(L) bestimmen

3
lassen, so dass iiberhaupt jede Einheit & in &(Z) sich in der Gestalt

Tp—1
— %1 T3 2 ol
E=¢'"¢g’"...6 ;¢
darstellen lasst, wobei @, @,, ..., ®,_, ganze rationale Exponenten

R
sind nnd & cine gecignote Einheit in £(L) bedeutet.  Setzen wir nun
allgemein

)=

t—o-+1

( =1, 9‘...,-—;—-;ﬁ=l, i v r‘)
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so liefern die »* Gleichungen

(160){§’t”}=1, {%“}:1, {f’ ”}:1

t—rr 41
fir die Exponenten @, @,, ..., @ _, die »* linearen Congruenzen
2
e ey Byt te, , B = 0,
2 " g
(161.) . . . . . . . . . . . . . (l).
R W i = 0,
=2 T2
Wegen (140.) (S. 464) haben wir
=1 € =0 ¢ =0 ... e.=0,
by =1, ¢,=0, y 8ap =0,
— — 1);
833::1, v ey er,3— 5 (),
P = 1’

und daher sind die »* linearen Congruenzen (161.) von einander un-
abhéingig; es folgt somit, dass alle diejenigen Einheiten &, welche den
Bedingungen (160.) geniigen, eine Einheitenschar vom Grade

—1 —1

—® T -
5 " g 1Y

bilden.

Wir haben nun zu Beginn dieses Beweises festgestellt, dass der
Grad n der Schar aller derjenigen Einheiten in £(), welche Relativ-
normen von Einheiten oder gebrochenen Zahlen in K sind, den gleichen
Wert besitzt. Da ferner jede Einheit in £({), welche die Relativnorm
einer Einheit oder einer gebrochenen Zahl im Kummer’schen Kérper K
ist, offenbar Normenrest von K nach I sein und daher nach Satz 151
(8. 420) notwendig auch den Gleichungen (160.) geniigen muss, so
gehort jede Einheit der zu Anfang behandelten Schar auch der zweiten
Einheitenschar an; weil beide Einheitenscharen gleiche Grade haben, sind
sie mit einander identisch. Die vorgelegte Einheit v geniigt nun nach Vor-
aussetzung den Bedingungen (160.) und gehort also der zweiten Einheiten-
schar an; nach dem eben Bewiesenen ist mithin v auch in der zuerst
behandelten Einheitenschar enthalten, d. h. es ist » gleich der Relativ-
norm einer Einheit oder einer gebrochenen Zahl in K,

Jahresbericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. IV. 392
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Es sei jetzt v eine belichige ganze Zahl in K, welche die Vor-
aussetzung des Satzes 167 erfiillt; wir fassen die in » aufgehenden
Primideale des Korpers £(L) in’s Auge. Wir setzen A=—1—¢ und
[ = (). Kommt das Primideal [ des Korpers k() in v zu einer
Potenz erhoben vor, deren Exponent b nicht durch [ teilbar ist, und
geht ausserdem [ in der Relativdiscriminante des Korpers K nicht auf,
so haben wir auf Grund der Angaben am Schlusse von § 133 auf

8. 423,
{ T } - {lb’l H} - {%},

und mit Riicksicht auf die hieraus zu entnehmende Gleichung

)=

ist [ nach Satz 149 (8. 398) in K als Product von [ Primfactoren dar-
stellbar. Bedeutet € einen derselben, so haben wir [= .V, ().

Es sei ferner p ein von | verschiedenes Primideal des Kreiskorpers
k(f), und es komme p in » zu einer Potenz erhoben vor, deren Ex-
ponent b nicht durch [ teilbar ist; dagegen sei der Exponent a, zu dem
p in g aufgeht, durch [ teilbar: dann ist nach der Definition des Symbols

) = )

und hieraus folgl wegen der Voraussetzung des Satzes 167 {%}—_—_ 1z

nach Satz 149 (8. 398) ist also p in K als Product von [ Primidealen
darstellbar.  [st 3 cines dieser / Primideale, so wird p = N ().

Endlich sind die in der Relativdiseriminante von A aufgehenden
Primideale des Korpers £(§) stets lte Potenzen von Primidealen in A
und daher ebenfalls Relativnormen von Idealen in AL Aus allen diesen
Umstinden zusammengenommen folgt, dass » die Relativnorm eines
Ideals § in K sein muss, d. h. es ist » ==\, ().

Wegen der Voraussetzung des Satzes 167 gehort forner § dem Haupt-
geschlecht in /A an, und wir konnen daber nach Satz 166 (R, 195)

CESR

setzen, in solchor Woise, dass j cin ldeal in £(¢) und 3 ein Ideal in
K bedeutel.  Ist 4 die Anzall der Klealklassen in 4($), so haben wir
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x1-=5

N
Zahl des Koérpers K sein; die Relativnorm dieser Zahl Nk(A) ist offen
bar = ¢1", wo & eine Einheit in £({) bedeutet. Aus der letaten Gleichung
folgt nach Satz 151 (8. 420), dass fiir jedes beliebige Primideal w in

i & h’
k(&) notwendig {%} =1 und daher auch { E;D‘u }: 1 sein muss.

Es ist nun im ersten Teile des gegenwirtigen Beweises gezeigt worden,
dass unter diesen Umstidnden & stets gleich der Relativnorm einer Zahl
in K sein muss; wir setzen &= N,(H), wo H eine Zahl in K ist.
Bedeuten dann & und e zwei ganze rationale Zahlen von der Art, dass
bh—+el=1 ist, so folgt

v = Nk(AbH_bw”),

h
j"’cd 1, und folglich muss A=( ) eine ganze oder gebrochene

und hiermit ist der Beweis fiir den Satz 167 vollstindig erbracht.

In diesem Beweise konnen wir die Anwendung des Satzes 151
beidemal auf den Fall w = beschrinken, da dann nach Satz 163 (8. 490)
die behaupteten Thatsachen anch fir w =1 folgen. .

Damit ist es dann gelungen, alle diejenigen Eigenschaften auf den
reguliren Kummer’schen Korper zu ibertragen, welche fir den quadrati-
schen Korper bereits von Gauss aufgestellt und bewiesen worden sind.

Capitel XXXV.

Neue Begriindung der Theorie des reguliiren
Kummer’schen Korpers.
§ 166.
Die wesentlichen Eigenschaften der Einheiten des reguliren Kreiskérpers.

Wir haben gesehen, eine wie wichtige Rolle das besondere Symbol

{%I ,u} in der Theorie des Kummer’schen Korpers spielt. Was die De-

finition dieses Symbols in § 131 (S. 413) und die Ableitung seiner

Eigenschaften in § 131 bis § 133 betrifft, so kniipften wir in der

dortigen Darstellung an die von Kummer eingefiihrten logarithmischen

Differentialquotienten der zu einer Zahl @ =1 nach [ gehorenden Function
32%
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w () an. Die in §131 bis §133 fiir das Symbol {%} im Kummer’schen

Korper ausgefiibrten Rechnungen entsprechen iibrigens genau denjenigen
Betrachtungen, welche in § 64 fir das Symbol (n,Tm) im quadratischen

Korper angestellt worden sind. Obwohl cs nun bereits gelang, die von
Kummer ersonnenen rechnerischen Hiilfsmittel auf ein geringes Mass
zua bringen, so erscheint es mir doch noch, vor allem auch im Hinblick
auf eine kiinftige Erweiterung der Theorie, notwendig zu untersuchen,
ob nicht eine Begriindung der Theorie des Kummer'schen Korpers ganz
ohne jene Rechnungen moglich ist. Ich gebe in diesem Capitel den
Weg hierzu kurz an.

Zunichst konnen leicht ohne Rechnung und ohne Heranziehung
der Bernoulli'schen Zahlen die spiterhin wesentlichen Eigenschaften der
Einheiten des reguliren Kreiskorpers £({) abgeleitet werden. Fiir
Satz 156 erinnern wir uns des zweiten auf S. 440 mitgeteilten Beweises.

Wir kénnen dann aus diesem Satz 156 den Satz 155 (S. 438) wie folgt
ableiten. ~Wir wollen unter ¢, ..., g, irgend ein System von [*
reellen Grundeinheiten des Korpers £({) verstehen; wir bestimmen dann
positive Exponenten ¢, ..., ¢, und gewisse ganze rationale, zu [ prime
Zahlen @, ..., a@,, b, ..., b, derart, dass die Congruenzen

& = a,+b4", (",

. e ept1

& = au+b,47, (1)
giiltig sind.  Wir nehmen an, es habe unter den Exponenten B v By
etwa ¢ den niedrigsten vorkommenden Wert. Dann konnen wir, wie
leicht ersichtlich ist, die {*—1 Einheiten &, ..., €, derart mit Po-

tenzen von & multipliciven, dass fiir die {*—1 entstchenden Producte

] .
&, ..., &, die Congruenzen
' /3 ' 1 g€t ¢at1
pra— el 2 s
& = &8 " = a;+b,17, a=m),
' S — 1 ' ot ﬂ;‘—H
=" =a,+04 , ()
! P i ! . .
bestehen, wo @y, ..., ., by, ..., b, ganze vationale, zu 7 prime
Zahlen bedeuten, und wo nun die Exponenten o', .... ¢ siwtlich

g Al

e ) K i E s . N K & .
grosser als e, sind.  Die Einheiten AR T PR .vl', bilden wiederum
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ein System von Grundeinheiten in £({). Nun mbge unter den Ex-
ponenten ¢, ..., ¢, etwa ¢, den niedrigsten vorkommenden Wert
haben; dann ist es weiter moglich, die Einheiten &gy vy &, derart
mit Potenzen von &, zu multipliciren, dass fiir die /*—2 entstehenden
Producte &, ..., &, die Congrueﬁzen

f g” 9” 1
r Il 3 — 124 " 3 3
& = &8t =a+0) 13, a=),

1 "

f’ e? e*

1 L . 1l i
g =¢g,8 = a,+b.4, as )

gelten, wo a, ..., @, b}, ..., b ganze rationale, zu [ prime Zahlen
bedeuten und nunmehr die Exponenten ¢}, ..., ¢, simtlich grosser als
e, sind. Die Einheiten ¢ , &, &, &, ..., g/ bilden offenbar wiederum
ein System von Grundeinheiten in £(£). Indem wir in geeigneter Weise fort-
fahren, gelangen wir zu einem System von Grundeinheiten ¢, &, ..., el(,f*—l)

in £({), die den Congruenzen

= a0 47, (e,

&= driit, (",

g=aayat O
s e e om o . el(:?_l.)ﬁ

- ks %, e(’(l«*
SO0 — 0 —1)_|_bg —1))%

o = a, )
geniigen, wo a,, ..., aff“”, bv Ce bfﬁ*_l) ganze rationale, zu [
prime Zahlen sind, wahrend fiir die Exponenten ¢, ..., e‘(f*_l) die Kette
von Ungleichungen

(162.) 6, <Z g < € Lore i
gilt. Da die betrachteten Einheiten simtlich reell sind, so fallen die
Exponenten e, ¢, ¢, - . ., eg* Y gerade aus. Wire nun

eV =1-1,

so wirde nach Satz 156 el(i*—l) die Ite Potenz einer Einheit 7 in &($)
sein. Driicken wir dann % durch die Einheiten {, &, A al(ﬁ -

aus in der Gestalt

u Uy U F—1)\up
1]:;81182... 81" ) 5
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WO Uy Uy, Uy -y Uy GANZES rationale Exponenten sind, und erheben

dicse Gleichung in die /te Potenz, so crhalten wir eine Relation zwischen
T Tr . (t"—1 . . i e .

den {* Einheiten &, e‘_i, cee & ) mit Exponenten, die nicht simtlich

#-1
Null sind; dies widerspricht der Thatsache, dass &, e;, . el(, )

cin System von Grundeinhciten in £(Z) bilden. Es ist daher
L <.

Hieraus folgt mit Riicksicht auf dic Ungleichungen (162.), dass not-
wendigerweise
el(f,—l)=l—.";

"no___ ¢
e,=2, ¢,=4, ¢ =6, ...,

sein muss, und diese Thatsache lisst unmittelbar auf das Vorhandensein
von solechen Einheiten &, ..., &, schliessen, die von der im Satze 155
(8. 438) verlangten Beschaffenheit sind.

Der Satz 157 (S. 441) folgt wie in § 142 aus Satz 155.

§ 167.

Beweis einer Eigenschaft fir die Primirzahlen von Primidealen
der zweiten Art.
Wir legen die in § 131 (8. 411) gegebene Definition des Symbols
{’V’be} fiir ein Primideal w == | zu Grunde, seben jedoch vorldufie von
v,

!
die Siitze 150 (8. 402), 151 (S. 420) ebenfalls nur fiir w 2= 1. Die

Sitze 158 (8. 449), 159 (8. 459) folgen dann unmittelbar in der
!

einer Definition des Symbols { }ab; wir benutzen dementsprechend

dort dargclegten Weise fiir den Kummer'schen Korper K(]; ¢), sobald
wir die einschrinkende Annahme machen, dass die Relativdiseriminante

14
von k(Vp, &) in Bezng auf A(f) zu | prm sei.  Unter derselben

. " : - rou
Finschriinkung gelangen wir ohne Gebrauch des Symbols {-— ”l‘ } zu dem

¢
Begriff dos Charakters cines Ideals in l-(]/ﬁ, ¢). zu der Einteilung der
ldealklassen cines Kummer'schen Korpers in Geschleehter, sowie zu der
Giiltigkeit der Hiilfssiitzo 33 (8. 466), 34 (8. 468), 35 (2. 470) und
beweisen dann zundichst folgenden Tliilfssatz:
Hiilfssatz 43, Vine jodo Vrimirzabl x eines Primideals q der
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zweiten Art ist der Jten Potenz einer ganzen Zahl in %(¢) nach I
congruent.
Beweis. Es seien €5+, & diein § 166 bestimmten und dort mit

17—

Grundeinheiten des Korpers

11 .
Sl ey 81(4 ) bezeichneten * —

=

k(£); es seien ferner p, Y5 -« P, von [ verschiedene Primideale in

k(&) von der Beschaffenheit, dass

= = B &
Sl e, el L, =1,
{ » ¢ » b p

w=r f=e - bel=

(163.) {pl} b ) =% », =L e », b

¢ a1 & }___ {_"35_*}_
{pﬁ} b {nr}"l’ {p,* =l P =5
ausfillt, wo §* L, ..., {. irgend welche von 1 verschiedene [lte
Einheitswurzeln bedeuten. Die Existenz solcher Primideale folgt aus
Satz 152 (S. 426); wenn wir auf den Beweis dieses Satzes zuriick-
greifen, sehen wir, dass nicht bloss die Anzahl, sondern die Summe
der reciproken Normen aller Primideale v von der dort angegebenen Be-
schaffenheit unendlich war, und wegen dieses Umstandes diirfen wir, wie
aus den Betrachtungen beim Beweise des Satzes 83 (S. 264) ersichtlich
ist, gegenwirtig annchmen, dass die Primideale p, p,, ..., b, obenein
simtlich vom ersten Grade sind. Ferner konnen wir voraussetzen, dass
die darch p, p, ..., b, teilbaren rationalen Primzahlen simtlich von-
einander verschieden ausfallen. Es seien s, m,, ..., 7, Primirzahlen
bez. von p, ¥, ..., ..

Wir behandeln nun die Annahme, es gibe /*41 ganze, nicht
simtlich durch [ teilbare Exponenten w, w, ..., %, fiir welche der
Ausdruck o = n*n)" n’ff der [ten Potenz einer ganzen Zahl in k(%)
nach [ congruent wird. Nach Satz 148 (8. 393) besitzt dann die Relativ-

7

[

discriminante des Kummer’schen Korpers k(]/&, {) eine gewisse Anzahl ¢ der
Primideale p,  , ..., P, aber nicht das Primideal | als Factor. Anderer-
seits folgt aus (163.) unter Beriicksichtigung des Satzes 151‘ (S.4420),
dass der Grad m der Schar derjenigen Einheiten in (L), welche Relativ-
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—1
9

&

1
normen von Einheiten in £(}/a, {) sind, hochstens den Wert —1

4
hat; somit wiirde fiir den Kummer'schen Korper k(}/a, £)

— 1
mé—l—é—-l——t, d. h. t+m——li2—<0

ausfallen, was nach Satz 158 (8. 449) nicht sein kann. Damit ist die
oben versuchte Annahme als unmoglich erkannt, d. h. fiir Exponenten

Uy Uy « 5 Uy, die nicht samtlich durch [ teilbar sind, ist der Ausdruck

12
%

m*m, 1.} niemals der (ten Potenz einer ganzen Zahl in k(L) nach

{* congruent.
Es sei » eine Primirzahl des Primideals q. Aus dem Beweise des

iy
Satzes 157 (S. 441) entnehmen wir, dass es genau —(——ll,)—— nach [

und also (/—1)"*" nach {' incongruente primire Zahlen in Z({) giebt:
andererseits ist die /te Potenz einer zu [ primen Zahl in k(L) stets der

lten Potenz ciner der {—1 Zahlen 1, 2, ..., {—1 nach I' congruent.
Aus der vorhin gefundenen Thatsache folgt daher, dass es stets

moglich sein muss, die Exponenten u, u. u,. derart zu bestimmen,

3 feey B
dass der Ausdruck M=n“n:‘...n;ﬁl‘x der [ten Potenz einer ganzen

Zahl in k(L) nach I congruent wird; wir setzen, wenn u, By 3wy Wie

solcher Art bestimmt sind, ¢=nvnm,'... 7",

und behandeln nun die Annahme, dass eine gewisse positive Anzahl
a von diesen Exponenten w, %, ..., w, zu ! prim, die dbrigen
{—1

9

“

so dass p == qx wird,

—aq aber durch [ teilbar seien. Es wire dann wegen (163.)

1
fiir den Kummer’schen Korper £()/u, {), indem wir fir ihn die Be-
zeichnungen des § 149 benutzen, t—a—+1, r*=a, r=1t—2* = 1. und

i
folglich sind nach Hiilfssatz 35 (8. 470) in diesem Korper A()/u. &) alle Ideal-
klassen vom Hauptgeschlecht. Hieraus ergicht sich unmittelbar folgende That-

sachc: wenn 1 irgend cin Primideal in £({) mit der Eigenschaft {"f—} == ]

ist und ¢ cine Primiirzahl von v bedoutet, so muss bei gecigneter Wahl

der Einheit & das Charakicrensystem der Zahl Ep im Korper KA(]’}—(, )
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aus lauter Einheiten 1 bestehen; es ist also insbesondere
{Eo_f«b} - {‘s’_e}=
q q

und da g ein Primideal zweiter Art sein soll, so ist auch {%}: 1.

Wir bezeichnen jetzt die zu q conjugirten und von g verschiedenen
Primideale mit q', q"/, ... und diejenigen Substitutionen aus der Gruppe
von &(§), welehe q in q', q'', ... dberfihren, bez. mit s', s”, ....
Haben dann A, 2* die Bedeutung wie in § 149, und ist ¢ die durch q
teilbare ganze rationale Primzahl, so ergiebt sich (dhnlich wie in § 158)
mit Ricksicht auf die Bemerkung hinter dem Satze 157 (8. 441)

x(s'n)(s"x) o = &g,

wo & eine Einheit in £({) ist. Wegen unserer Annahme iiber die Ex-
ponenten u, %, . .., %,, und da die Primideale p, p,, ..., p,. vom ersten
Grade und ferner die durch sie teilbaren rationalen Primzahlen unter sich
verschieden sind, konnen wir aus dem Satz 152 (S. 426) schliessen, dass
es in £({) ein Primideal v giebt mit den Eigenschaften

el (2w

oy | = 1=

wo (* irgend eine von 1 verschiedene /te Einheitswurzel bedeutet.
Diese Gleichungen (164.) ergeben sofort

(165.) ,{%}=1, {‘i—“}zl, {3';“}:1,

awy Risree)fg) o

aus der ersten von den Gleichungen (165.) folgt nach dem zuvor Be-

wiesenen {—r—} —1, und in gleicher Weise liefern die weiteren Gleichungen

i .
(165.) die Beziehungen {q—r,}z 1, {E,T}zl, ...; durch Multi-
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plication wird hieraus {j—}z 1, was wegen Satz 140 (8. 369) der

Gleichung (166.) widerspricht. Unsere augenblicklich behandelte An-
nahme iiber die Exponenten u, w,, ..., w, ist daher unzutreffend, d. h.
diese Exponenten, wic sie oben bestimmt wurden, miissen sdmtlich durch
[ teilbar sein, und ¢ ist mithin gleich der /ten Potenz einer ganzen
Zahl in k({); hieraus ergicbt sich, dass x congruent der /ten Potenz
einer ganzen Zahl in £({) nach {* ausfillt, womit der Hiilfssatz 43 be-
wiesen ist.

§ 168.

Beweis des Reciprocititsgesetzes fiir die Fille, dass eines der beiden
Primideale von der zweiten Art ist.

Wir gelangen jetzt schrittweise, wie folgt, zu einzelnen Teilen des
Reciprocititsgesetzes fiir [te Potenzreste:
Hiilfssatz 44. Es sei q ein Primideal zweiter Art und t ein

Primideal erster oder zweiter Art in £({); wenn dann {%}:1 ist,

so wird auch {%}: 1.
Beweis. Es seien x, o Primirzahlen der Primideale q bez. 1.

Mit Riicksicht auf Hilfssatz 43 (S. 502) besitzt die Relativdiscriminante des

14
Kérpers k(ﬁ, £) nach Satz 148 (S. 393) nur den cinen Primfactor q. und
daher gehdren wegen des Hiilfssatzes 35 (8. 470) in diesem Korper alle

Idcale dem Hauptgeschlechte an. Wegen {%}:1 ist v im Kborper

1]
]C(Vx, ) das Product von [ Primidealen; fiir den Charakter irgend eines
dieser / Primideale ecrhalten wir den Wert

=1

S =y— =1

{ q q '
und damit ist der Iliilfssatz 44 bowiesen.

1iilfssatz 45, Wemn q irgend zwei Primideale zweiter Art in

k(L) sind, so ist stots {—ﬂ—}:{_q 1.
q ql

Bewois.  Im Talle {—34}=1 folgt dic Richtigkeit der Behauptung
q
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unmittelbar aus Hiilfssatz 44. Wir betrachten nunmehr den Fall

{i}:&: 1. Es seien x, x Primiirzahlen bez. von q, q; ferner seien
q. q, ... die von q verschiedenen, zu ¢ conjugirten Primideale und
x', #'', ... bez. die betreffenden zu » conjugirten Primirzahlen' von
q'. q"', ...: andererseits seien q', q", ... die von q verschiedenen, zu
q conjugirten Primideale und *, %", ... bez. die betreffenden zu x con-

jugirten Primérzahlen von q', §", .... Endlich sei ¢ die durch q teil-
bare rationale Primzahl; man hat dann xx'x'"...=¢g'¢"*, wo & eine

Einheit in £({) ist. Nach Satz 152 (S. 426) giebt es ein Primideal v,

fiir welches
xl !
CON

> (2)=e. (4]
DY
O L O (AN E

x | !
sy (Fl=e ()
ass) 5= 1
wird, wo {* irgend eine von 1 verschiedene Einheitswurzel bedeutet, und wo
1)
l#

-
-

|

I

€, -, ¢ diel*in §166 bestimmten und dort mit &, Epy o eey E
bezeichneten Einheiten in £({) sind. Aus (167.) folgt

ECTI

und daher ist, wenn o eine Primdrzahl von v bedeutet, nach Satz 140
(8. 369) auch

R DT

Andererseits ist wegen (167.) nach Hiilfssatz 44

{—Q‘}:._—] {i}=l, . e e
q/ ) qu

{_r} = g*,. es ist also
q

(171.) {%}:{%}# 1.

I

und daher folgt aus (170.) {%}
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In gleicher Weise leiten wir aus (168.) die Beziehung her:

o (Hlge

Wir bestimmen nun die Potenz ¢° von p so, dass {x_ }:1

l
wird, und betrachten dann den Kummer’schen Korper Ic(]/x-g; £). Da
q nach Voraussetzung und r wegen (169.) Primideale zweiter Art sind,
so folgt vermittelst des Hiilfssatzes 43, dass die Relativdiscriminante
dieses Korpers nur die beiden Primideale ¢, v enthdlt. XNach Hiilfs-

1
satz 35 (8. 470) giebt es daher in lc(]/;??, ) héchstens ¢ Geschlechter.
!

Das Primideal v ist die [te Potenz eines Primideals R in k(Y=o £).
Die beiden Charaktere von f in diesem Korper sind

teet=tel =t =)
q gl T Tl el ?
und hieraus ergeben sich die Charaktere von $R°, %, .. o R Wegen

(171.) bestimmen die [ Ideale R, R% ..., R | verschiedene Ge-
schlechter, und wegen der nidmlichen Formel (171.) ist zugleich fiir
dieselben stets das Product ihrer beiden Charaktere gleich 1. Die

{
letztere Thatsache gilt folglich fiir jedes beliebige Ideal in 4(}'x¢". [).
e = l_
Da {&}: 1 ist, so wird q in &(}/xg°, £) weiter zerlegbar; die Cha-

q
raktere eines Primfactors von q sind

(B3 -y

> " @
und es ist daher das Product [%} {%} = 1. Da andererseits

L
-l -

sein soll, so folgl unter Heranzichung von (172.) {g }={_ﬂ_}
q

Aliilfssatz 46, s sei P cin Primideal dor ersten Art und q cin
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Primideal der zweiten Art in £({); wenn dann {%}: 1 ausfillt, so
wird auch {%}: 1.
Beweis. Es seien 7, » Primiirzahlen bez. von P, q. Wir nehmen

an, es wire {%}:l: 1. Nach Satz 152 (S. 426) giebt es ein von p

und ¢ verschiedenes Primideal v, fiir welches

173. {ﬁ} 1 {i}
(173.) " *1, " +1,
- ¢ & &
S R
ausfillt, wo &, ..., & die in § 166 bestimmten und dort mit
&~ eﬁf—l) bezeichneten Einheiten sind. Wegen (174.) ist 1 ein

Primideal zweiter Art. Bedeutet ¢ eine Primérzahl von v, so fillt

{%}:{:1 aus; denn aus {%}: 1 wirde nach Hiilfssatz 44 (8. 506)
{?} =1 folgen, was der ersten Gleichung in (173.) widerspriche. Wir

e
kionnen daher eine Potenz g von ¢ bestimmen derart, dass {ﬂ} =1 wird.

Da 1, q Primideale zweiter Art sind, so folgt mit Riicksicht auf
Hiilfssatz 43 (8. 502) nach Satz 148 (8. 393), dass die Relativdiscriminante
l

des Korpers k(]/x—gﬁ £) nur die beiden Primideale q, 1t als Factoren
enthiilt. Nun ist nach (173.) ri}:lz 1 und nach Hilfsatz 45 (8. 506)

==t
v) T le) T gl
und daraus folgt, wie im Beweise des Hiilfssatzes 45, dass fiir jedes
Ideal in /c(]l/x-géz, {) das Product der beiden Charaktere gleich 1 sein
muss. Wegen {yTge} =1 wird p in /c(]/l%;, {) weiter zerlegbar; ein

jeder Primfactor von p besitzt als seine beiden Charaktere

(a2} (200 (2):

Da der erste Charakter nach Voraussetzung gleich 1 ist, so wiirde nach
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dem eben Bewiesenen auch {—Zf-} =1 folgen, was nach (173.) nicht zu-

trifft. Dadurch ist unsere Annahme {-;} 4 1 widerlegt.

Hiilfssatz 47. Wenn q cin Primideal zweiter Art und p ein Prim-
pl
q)

Beweis. Wir verfahren genaw wie im Beweise des Hiilfssatzes 45,
indem wir statt des Primideals q nunmehr das Primideal p einsetzen
und demgemiiss im Verlauf des Beweises behufs Ableitung der (172.)
entsprechenden Beziehung statt des Hilfssatzes 44 den Hiilfssatz 46

ideal erster Art ist, so folgt stets {-g_} ={

heranziehen.

§ 169.

Ein Hilfssalz tber das Product II'{W;T#} , worin 0 alle von [ verschiedenen

Primideale durchlduft.

Wir sind nunmehr im Stande, den folgenden Hiilfssatz abzuleiten:
Hiilfssatz 48. Wenn », u zu [ prime ganze Zahlen sind und
iiberdies g der /ten Potenz einer ganzen Zahl in A({) nach I con-

gruent wird, so ist stets
HI {v) Hf} e 1’
m L W

wo das Product iiber alle von [ verschiedenen Primideale w in k({) er-
streckt werden soll.

Beweis. Unter der iiber u gemachten Voraussetzung konnen wir
offenbar u gleich einem Product aus lauter Primirzahlen von Prim-
idealen, dividirt durch die /te Potenz einer ganzen Zahl in A(Z), setzen.
Ist » insbesondere gleich ciner Primiirzahl x cines Primideals q zweiter
Art, so folgt alsdann die Richtigkeit der Behauptung sofort aus den
Hiilfssétzen 45 und 47, d. h. es ist unter der iber g gemachten Vor-
aussetzung stets

175, I {_."_’_&} —1.
(175.) L
I

Nunmehr  betrachton  wir den Kummer'schen  Kivper A(]I.“ o).
Wonn » die Anzahl der Charakleve bezeichuet, die das Geschleeht einer
Klasse in diesem Korper bestimmen, so  giebt eos nach Hilfssatz 35
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(S. 470) hdchstens "' Geschlechter in diesem Kérper. Sind nun

Yyo -+« ¥, irgend 2 solche [te Einheitswurzeln, deren Product gleich 1

ist, so kbnnen wir genau wie beim Beweise des Satzes 164 (S. 492)
!

nachweisen, dass es stets Ideale in %(}/u, ) giebt, deren Charaktere
mit y, ..., y, Gbereinstimmen. Dabei ist nur zu den Bedingungen
(155.), (156.), denen das dort mit p bezeichnete Primideal geniigen
soll, noch das Bedingungssystem

G

hinzuzunehmen, wo &, ..., g, die in § 166 Dbestimmten und dort mit

&5 e e(,p—_l) bezeichneten Einheiten sind. Auf diese Weise wird niimlich
erreicht, dass p obenein noch ein Primideal zweiter Art wird, und wegen
dieses Umstandes diirfen wir mit Riicksicht auf die Hiilfssitze 45 und 47
das Reciprocitdtsgesetz in der ndmlichen Weise anwenden, wie dies beim
Beweise des Satzes 164 geschehen ist. Statt des dort benutzten Satzes 163

!
ziehen wir hier die Formel (175.) heran. Zugleich folgt, dass in (Y, &)
wirklich 7" Geschlechter vorhanden sind, und damit zugleich, dass fiir
jedes derselben das Product der » Charaktere stets gleich 1 sein muss.
Diese Thatsache bringen wir nun zur Anwendung, um den Hiilfssatz 48
fir den Fall zu beweisen, dass » eine Einheit ist, und weiter fiir den
Fall, dass » eine Primérzahl eines Primideals erster Art ist.

Es seien wiederum ¢, ..., &, die soeben erwihnten [* Einheiten;
ferner 1, ..., I, wie in § 149, die ¢ in der Relativdiscriminante von

z
kE(Vu, £) aufgehenden verschiedenen Primideale, und es mogen darunter
o gy o5 1, wie in § 149 ausgewiihlt sein; ferner seien bisvvn By
Primérzahlen bez. von [, ..., I,; endlich sei § eine beliebige Einheit

in £(C). Nach Satz 152 (8. 426) giebt es ein Primideal ¢, fiir welches
bei einem gewissen zu [ primen Exponenten m

(176.){%}=1, {%};1, {Eg}=1, {%}=1,
[Pl o) = (5

177.) l
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wird. Es sei x cine Primirzahl von q. Wegen der Gleichung {%} =il

1
zerfillt @ im  Korper /c(]/ﬁ, £), und wegen der iibrigen Gleichungen
(176.) ist q cin Primidcal zweiter Art. Die » Charaktere cines Prim-
factors von q haben, da, wic man ans (177.) und durch die Hiilfs-
siitze 45 und 47 crkennt,

(178.) {E——I’"—”}=1, {5 ["’i‘}zl

r+1 4
ist, folgende Werte:

(Cpd. a5

1 2 r

Nun muss nach dem oben Bewiesenen das Product derselben gleich 1
sein; dies liefert mit Riicksicht auf (178.) und auf die letzte Gleichung
in (176.) dic Bezichung

i

wo- das Product iiber alle von | verschiedenen Primideale w zu er-
strecken ist; daraus folgt dann weiter mit Hilfe von (175.)

(179.) {5—’”}=1, d. h. n'ffi’—f‘-}=1;
m LU w w L w

der Hiilfssatz 48 gilt also auch in dem Falle, dass » eine beliebige
Einheit in £ () vorstellt.

Nunmehr sei p irgend ein Primideal der crsten Art. welches die
1

Bedingung {%}:1 erfiillt und folglich in A(}/s. £) zerlegbar ist.
Die » Charaktere eines beliebigen Primfactors von p sind, wenn 7 eine
Primirzahl von p und & eine geeignete Einheit in £(J) bedeutet.

{En,y} {En,.u} {37_ w)
L, L, Lo

1
Da das Product dersclben gleieh 1 sein muss, so folgt wie vorhin:

,,:{éfr~_&l=1
() W J
und hicraus wegen (179.):

n' {,”’, “-!}—_- 1.
() n



§ 170. Capite] XXXV. Neue Begriindung der Theorie etc. 513

Ist endlich p ein solches, zu p primes Primideal erster Art, fiir welches

{—i}i} = 1ist, so bestimme man ein Primideal zweiter Art q derart, dass

{%} =% 1 ist; dann ist nach Hiilfssatz 44 auch {—-:—}:i: 1. Bedeutet »

e
eine Primirzahl von § und x¢ eine solche Potenz von x, dass { ke }= 1

wird, so ist nach dem soeben Bewiesenen

H'{—”’ ’“‘e}——l
wm U w J 7

und da auf Grund des Hiilfssatzes 47 auch

r{52 =1 B

ausfillt, so folgt weiter
(180.) ﬂ'{ﬁlﬂ}= 1;
w L W
der Hiilfssatz 48 gilt also auch dann, wenn ¥ eine Prim#rzahl eines
beliebigen Primideals erster Art ist. Aus (175.), (179.), (180.) folgt
die allgemeine Giiltigkeit des Hiilfssatzes 48.

§ 170.

Das Symbol {v, u} und das Reciprocititsgesetz zwischen zwei beliebigen
Primidealen.

Wir gelangen jetzt in iiberraschend einfacher Weise zu der am
Anfang dieses Capitels in Aussicht gestellten neuen Begriindung der
Theorie des reguliren Kummer’schen Korpers. Setzen wir, wenn » und
w ganze Zahlen in k() bedeuten,

» - |
(181.) (v, p} = (H'{—’ﬁ})
w LW
wo das Product IT wiederum iiber alle von [ verschiedenen Primideale
(w)
w in A() zu erstrecken ist, so stellt das Symbol {v, u} eine Ite
Einheitswurzel dar, die durch die Zahlen », p vollig bestimmt ist, und
es folgen aus (80.) (S. 411) sofort die Formeln
v, p} = vy oy, wh
(182.) v, mp,} = v, w, o, s}

v, pj{w, v} =1,

Jabreshericht der Deutschen Mathem.-Vereinigung. 1v. 33
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in denen w, w,, v,, g, @,, p, beliebige ganze Zahlen in £() bedeuten.
Bezeichnet ferner » eine Primitivzahl nach ! und s=({:¢) die be-
treffende Substitution der Gruppe von £({), so folgt

(183.) fsv, su} = {v, uf.
Ferncr ergiebt sich die Thatsache:

Hiilfssatz 49. Wenn v, p zwei primire Zahlen des Korpers k()
sind, so hat das Symbol {v, u} stets den Wert 1.

Beweis. Zunichst folgt, wenn a irgend eine ganze rationale, zu [
und zu o prime Zahl ist, mit Riicksicht auf Satz140 (S. 369) die Gleichung

(184.) v, a} = {%}”1 {%} =1.

-1
Da u eine primire Zahl sein soll, so ist p,..s"‘—p, einer ganzen rationalen
Zahl nach "' congruent. Infolgedessen konnen wir dann auch nach
I eine ganze rationale Zahl ¢ bestimmen derart, dass die Congruenz
—1
aus?p=1, ()
besteht, und ausserdem wieder @ prim zu v wihlen. Nun ergiebt sich
bei Anwendung des Hiilfssatzes 48
= =1
v, alfy, ully, s 2 pl={y, a.pu.s * pj=1.
und folglich wird wegen (184.) auch
f—_—l
v, pllv, s * p} = 1.
Entsprechend beweisen wir
i—1 —1 —1
v, s2ulfs Tw 82 p) = 1.
Aus Formel (183.) ergiebt sich ferner
-1 i—1
b, ulfs T o, 82 p) = L.
Die drei letzten Gleichungen zusammengenommen liefern
v, wp*=1, d. h. {n ul=1,
und damit ist der Hiilfssatz 49 bewiosen.

Wihlen wir insbesondere w, g als Primiirzahlen von zwei be-
lichigen Primidealen p, q in A(£), so ist dic Aussage des Hiilfssatzos 49
mit dem allgemeinen Reeiprocitiitsgesetze 161 (8. 471) fir diese Prim-
ideale p, g gleichbedeutend.
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§ 171.

Uebereinstimmung des Symbols {v, u} mit dem Symbol {V’ IH }

Wir schliessen aus Satz 151 (S. 420), wobei nur der Fall w = [
dieses Satzes zur Anwendung kommt, dass {v, u} stets den Wert 1

!
besitzt, sobald » die Relativnorm einer ganzen Zahl des Korpers &(}/u, &)
ist; und endlich gelingt jetzt auch der Nachweis dafiir, dass {a, u} stets

7
denWert 1 hat, so bald die ganze Zahl ¢ Normenrest des Korpers £()/u, £)
nach [ ist. In der That, nehmen wir der Kiirze wegen an, dass beide
Zahlen @, w zu | prim sind, und setzen wir ¢ = NV, (4) nach ¥, wo

i
N,(4) die Relativnorm einer ganzen Zahl 4 in &(}/u, £) bedeuten soll,
so ist die Zahl oc.(Nk(A))l_1 offenbar der [ten Potenz einer ganzen
Zahl nach I congruent; daher wird unter Benutzung der Formeln (182.)

sowie mit Riicksicht auf die vorausgeschickten Bemerkungen und den
Hiilfssatz 48:

{a‘(ZVk(A))l_l’ p} = {o, p}{N,(4), W=, wj=1,

wie behauptet wurde. Wenn eine der Zahlen «, p oder beide durch [
teilbar sind, so gelingt der Nachweis dieser Formel ebenfalls ohne
Mihe vermdge der namlichen Hiilfsmitte].
Ist w eine ganze, zu | prime Zahl in £(f), so folgt aus (181.)
leicht die Gleichung
1—n(p)

{; .u’} - g . 5
demnach erfiillt der Ausdruck {, p} simtliche Forderungen, die fiir

das Symbol {w,l_,u} am Schluss des § 133 aufgestellt worden sind; es ist

somit, wenn wir die dort auf S. 423 unten angegebene Definition des

Symbols {’V’I‘u’ } zu Grunde legen,

in dieser Gleichung erkennen wir dann den Satz 163 (8. 490) wieder.

Sind inshesondere die beiden Zahlen v, g zu [ prim und », @
33*
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ganze Zahlen in k(£), dic mit den crsteren durch die Congruenzen

v=w, p=p @)
verkniipft sind, so erhalten wir durch Benutzung des Hiilfssatzes 45

leicht
{v, u} _ {v, M}_
[ - [
Hieraus und in Anschung der Formeln (182.) cntnehmen wir folgende
Thatsache: Wenn die beiden Zahlen v, g zu [ prim sind und
v=d(14-A" QA"+,
p=Ban" 1 A" LAY, )

gesetzt wird, wo @, b und die Exponenten

m., Mm

n

L —13

99 - ey —1

12 1? 9yt e

ganze rationale Zahlen sind, so besteht eine Gleichung von der Gestalt

v, L(n1y eeey Bp_15 MY5 oevy m‘,__l).

A ’
dabei ist L eine homogene bilineare Function der beiden Reihen von
Veriinderlichen #,, ..., m,_,; m;, .., m,_,, und die Coefficienten
von L sind, ganze rationale Zahlen die nur von der Primzahl [ abhin-
gen, und die man bei gegebenem Werte der Primzahl [ etwa durch be-
sondere Annahmen der Zahlen v, w leicht berechnen kann.

Nachdem nun das Symbol {rv,“u } definirt und seine wichtigsten

Eigenschaften abgeleitet worden sind, dirfen wir die in diesem Capitel
bisher festgehaltene Einschrinkung auf Kummer’sche Korper mit einer
zu | primen Relativdiscriminante fallen lassen; es gelangen dann, genau
wie oben, die Sitze 164 (8. 492), 165 (S. 495), 166 (S. 495) und vor
allem der Fundamentalsatz 167 (8. 496) zum Nachweise. Mit Hilfe
dieses Satzes 167 und geeigneter Benutzung des Satzes 152 (S. 420)
lisst sich dann auch zeigen, dass, wenn », w zwei beliebige ganze

Zahlen in £(f) mit der Eigenschaft {ﬂlﬁ’n | =1 sind und g nicht

gleich der Jten Potenz ciner ganzon Zahl in £({) ausfillt, die Zahl »
i
stets Normonrest dos Kummer’schen Korpers £()/u. &) nach | sein

muss.  Damit ist dann der Satz 151 (8. 420) fiir den Fall w =1 nach-
triiglich als richtig erkannt, und cs folgt hieraus auch die Giiltigkeit des
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Satzes 150 (8. 402) fiir w=1{. Bei dor hier dargelegten Begriindungsart
der Theorie des Kummer’schen Korpers erscheinen also die Satze 150 und
151 fir w=1 im Gegensatz zu dem fritheren Aufbau als dic Schluss-
steine des ganzen Gebiudes.

Capitel XXXVI.

n ug n

Die Diophantische Gleichung «"+p"+y" = 0.

§ 172.

Die Unméglichkeit der Diophantischen Gleichung a‘~-g'4-5’ =0
fir regulire Primzahlexponenten 7.

Fermat hat die Behauptung aufgestellt, dass die Gleichung
aﬂL+b’ln+6’”l- p— 0

in ganzen rationalen, von Null verschiedenen Zahlen a, b, ¢ fiir keinen
ganzzahligen Exponenten m =1 lgsbar ist. Wenngleich schon aus der
Litteratur vor. Kummer vereinzelte Resultate iiber diese Gleichung
von Fermat bemerkenswert sind [Abel!, Cauchy' 2, Derichlet * %]
Lamét %3, Lebesgue’ % 3], so ist es doch erst Kummer auf Grund der
Theorie der Ideale des reguliren Kreiskorpers gelungen, den Beweis der
Fermat'schen Behauptung fiir sehr umfassende Klassen von Exponenten
m vollstindig zu fihren. Die wichtigste von Kummer bewiesene
Thatsache ist die folgende:

Satz 168. Wenn [ eine regulire Primzahl bedeutet und e, f, ¥
irgend welche ganze Zahlen des Kreiskorpers der /ten Einheitswurzeln
sind, von denen keine verschwindet, so besteht niemals die Gleichung

(185.) d+p4y = 0.

[Kummer? 9 11.]
2in

Beweis. BEs sei {=¢ ¢, A=1—L, [=(4). Wir nechmen im
Gegensatz zu der Behauptung an, die Gleichung (185.) besiisse eine
Lésung in ganzen Zahlen a, §, y des Korpers £ ({), und unterscheiden
dann die zwei Fille, dass keine der drei ganzen Zahlen ¢, §, y durch
| teilbar ist, oder dass mindestens eine unter ihnen durch I teilbar ist.
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Im ersten Falle sind jedenfalls fiir den Exponenten [ die Werte
3 und 5 ausgeschlossen. In der That, fir [=3 wire jede der drei
Zahlen @, B, y====1 mnach [ und folglich jede der drci Potenzen
«*, B% y*==E£1 nach [’; hicraus wiirde folgen, dass die Summe
dicser drei Potenzen ===1 oder ===3 nach [* ausficle, was
mit dem Bestehen der Gleichung (185.) nicht vertriiglich ist. Auf
cinen ihnlichen Widerspruch gelangen wir fir /=15, wenn wir beriick-
sichtigen, dass in diesem Falle jede der drei Zahlen a, g y==1, 2
nach | und folglich jede dor drei Potenzen o, f°, y* =1, 32
nach {* sein miisste.

Es sei also 1= 7. Gilt die Gleichung (185.) fiir die drei Zahlen
@, B, 7, so ist offenbar auch ¢* +-g*—+y* =0, wenn a*, B*, v* be-
ziiglich die Producte von @, f, y mit irgend welchen [ten Einheits-
wurzeln bedeuten. Wegen dieses Umstandes diirfen wir von vorn herein
annehmen, dass die drei der Gleichung (185.) geniigenden Zahlen
@, B, y semiprimir sind. Wir bringen nun die Gleichung (185.) in
die Gestalt

(186.) (a+P)(a—+LB)(atLB)...a+L7'H) = —7-

Wiirden hier zwei der / Factoren linker Hand, z. B. ¢—+(“f und

a—+-C"*7p, einen Factor gemein haben, so miisste dieser auch in ({'—1)a

1—¢°
1—C
in y aufgeht, so misste dieser gemeinsame Factor notwendig ein ge-
meinsamer Factor der Zahlen ¢ und f sein. Da jeder Primfactor, der
nur in einem der [ Factoren linker Hand von (186.) aufgeht, wegen
eben dieser Gleichung offenbar zu einem durch [ teilbaren Exponenten
darin vorkommen muss, so folgt, dass die [ Factoren der linken Seite
von (186.) die folgende Zerlegung gestatten:

und in (1—Z%)8 aufgehen, und da eine Einheit ist und | nicht

d+-p = i,

a+Lf = jaq,

e+8'g = ja,
e+ = 0

darin bedeutet a den grossten gemeinsamen Idealteiler der Zahlen e, §,
und i, i, §ys ooy i, sind gewisse ldeale in A(f). Da insbesondere
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i—1 e . .

a.—l—Q 8 zu | prim ist, so konnen wir eine lte Einheitswurzel {* be-

stimmen derart, dass {*(a—-C"" f) semiprimir wird; wir setzen

_ o B

_ 9 e = L]
e+ IHa+87)

Es ergiebt sich dann

w

wie = (1)
0 = \3 >
IL—l
p+Lle = (—Ii—)l
(187.) i)
—2 . il—? 4
ut+E o= \+—)>
Il——l
d. h. es ist
s i 3 1 7 14
(_'L)(dli (l-)(dl’ % @ g (%ﬁ)tdla
| P Jit | /"

und ferner wird
(188.) p+e =7
Bedeutet 4 die Anzahl der Idealklassen in £({), so ist andererseits

. h H 13 H h
(L) -1, (—1‘—) -1 . (I—“i) -1,
1 ! Ji—1

—1 —1

und da A zu [ prim ist, so folgt hieraus weiter
' i j
,—1—@1, ,—1@91, ;w5 ,—"i@l.
Y 5 h—
Die Gleichungen (187.) konnen infolgedessen und mit Riicksicht auf
Satz 127 (S. 336) in der Gestalt

(189.) plte = a0, @=ubAa D
geschrieben werden, wo die ¢, gewisse ganzzahlige Exponenten, die &,
geeignete reelle Einheiten des Kreiskérpers %({) und die o, gewisse
ganze oder gebrochene Zahlen mit zu [ primen Zihlern und Nennern
in %({) bedeuten. Da die [te Potenz der Zahl a, jedesmal congruent

- . . 1 . .
einer gewissen ganzen rationalen Zahl a  vach " ist, so erhalten wir
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aus den Gleichungen (189.) die Congruenzen
(190.) wtle=C"a, () w=012%..1-9

Auf diese Congruenzen wenden wir die Substitution (g;;“) an und
bezeichnen die bei dieser Substitution aus g und @ hervorgehenden
Zahlen mit u' und g'; dann entsteht

(191.) W = _”‘.guau, (), @=0172 ..., 2

Aus (190.) und (191.) folgt
2 2e,—u
(192) u+to=¢ F“M'-J,—C u o, (), w=012...1-2
Setzen wir w = m, o =r nach [?, wo m und r ganze rationale Zahlen
bedeuten sollen, so folgt aus (192.)

2e,—u

(193.) m—-Cr = Cze"m—i—-C r, (%),

und wegen der allgemeinen Beziehung (Y = 1—gA nach 1* liefert (193.)
die Congruenz:

2¢,(m~+1) = 27u, (1)

Andererseits folgt aus der Gleichung (188.) m—-»=1 nach [/, und
daher haben wir
e, =ru; (l), =10, § 8 . s 1—2),

2

Nehmen wir nun unter Beriicksichtigung dieser Beziehung speciell die
Congruenzen (192.) fir w=0, 1, 2, 3, so folgt aus diesen durch
Elimination der Zahlen u, ¢, u', o' notwendig

1, 1, 1, 1
1, g, 2r’ é.?r—l

(S P (S PR (S &
NN (9 (b W (i ¥

=0, (),

—

d. i
(194)  A=DA—=E0— LML H)E—2 =0, ).

Hicr ist anf der linken Seite keiner der Factoren gleich 0, denn sonst
miisste entweder »=0 oder #=1 oder =4 nach [ sein. Wire
r=0 nach /, so wirde $ =0 nach I folgen; wiirc »=1 nach /, so
wirde =1 nach I, d h g=e+fF oder =0 nach | folgen;
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beides lduft unserer Annahme iber die Zahlen ¢, B, y zuwider. Wire
=4 nach [, so wirde p=4 nach |, d. h. 2 =a~+f oder e =
nach | folgen. Da aber @, 8, y in der Gleichung (185.) symmetrisch
auftreten, so wiirde die gleiche Schlussweise auch zu der Congruenz
@ =y nach | fihren, und dann wire al—l—ﬁl—i—ylz 3¢=0, d. h.

= 0 nach [, was wiederum unserer Annahme iiber , 3, y widerspricht.
Jeder Factor auf der linken Seite der Congruenz (194.) ist demnach
durch [, aber nicht durch I* teilbar, daher ist mit Riicksicht auf die
Annahme [ =7 diese Congruenz (194.) unmdglich.

Wir nehmen nunmehr zweitens an, es sei in der Gleichung (185.)
eine der drei Zahlen ¢, 8, y, etwa y, durch [ teilbar, und zwar gehe in
y genau die mte Potenz von | auf. Wird dann y durch A™9 ersetzt,
so dass d eine zu | prime ganze Zahl in %({) bedeutet, so ist die aus
(185.) entstehende Gleichung von der Gestalt

(195.) g =™

hierin ist e=—1. Es soll jetst gezeigt werden, dass iiberhaupt eine
Gleichung von dieser Gestalt (195.) nicht moglich ist, wenn in der-
selben ¢, §, d zu | prime ganze Zahlen und & irgend eine Kinheit des
Kreiskérpers 4 () sein sollen. Zu dem Zwecke nehmen wir wiederum
dle Zahlen ¢, § semipriméir an und bedenken dann zundchst, dass
a ﬁ ganzen rationalen Zahlen nach (! congruent werden und daher
wegen (195.) auch gA™d’ einer ganzen rationalen Zahl nach " con-
gruent sein muss; infolgedessen ist nmotwendig m = 1. Ferner erkennen
wir durch eine #hnliche Ueberlegung wie in dem vorher behandelten
Falle und in Beriicksichtigung des Umstandes, dass e¢-+f semiprimir
ist, die Giiltigkeit der folgenden Gleichungen:

et = ll(m—1)+11a

(196.) atth = '“1 o

e+ g = /11! N
WO f, fy5 --e Bjqo @ 20 I prime Ideale in %({) sind. Ist insbesondere
I=23, so fillt die Klassenanzahl % des Korpers £({) gleich 1 aus, und

es ist daher jedes Ideal in %({) ein Hauptideal. Setzen wir in diesem
Falle a = (x), wo x eine ganze Zahl in k({) bedeute, und dann
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so gohen die Gleichungen (196.) iiber in
l ‘u’_‘}_e . )v:"(”l—l)+lil,
(197)) p—+Co A,
‘ p+tle = Ay

Im Falle /= 3 bilden wir die Zahlen

__ ak ___Br
W= g = at-C1g

dieselben lassen sich auch in der Gestalt von Briichen schreiben, deren
Zihler und Nennmer zu [ prim sind. Aus den drei ersten und der
letzten der Gleichungen (196.) entnehmen wir die Gleichungen

g == 7 m—1)+1 ( i )l’
Ji—1

. l

(198.) p+Co = l(_i),
| Y

s\

u+L% = l(i)
Il—l

Wie in dem zuerst behandelten Falle schliessen wir hieraus wiederum

5 i .
_'-1_ - 1’ '_1 ot 17 .li o 1:
i1 Y1 Ty

und infolgedessen konnen wir die Gleichungen (198.) in der Gestalt

‘u+e _ S*A,l(m_l)-i-l)’*l ,
v
A
(199.) lu’+;9 = P
y

sc.hroibon, so dass v, @", 8%, y* ganze, zu | prime Zahlen und & und &
E]Anhelten in £(L) bedcuten. Wegen (197.) besteht cin Gleichungssystem
wie (199.) auch fir /=13. Durch Elimination von g, ¢ folgt daher
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fir /=3 sowie fiir /> 3 eine Gleichung von der Gestalt:

(200.) a*l+"7 ﬂ*l = ﬂ*lz(m_l)y*l,
wo 7 und %* (1_— —((%:% & und =‘%§1—_C§§ & ) Einheiten in

k() sind. Da ¥, ﬁ*l, ganzen rationalen Zahlen nach I’ congruent
sind und, wie vorhin bewiesen, 7 = 1 ausfillt, so folgt in Anbetracht
dieser Gleichung (200.), dass auch 7 einer ganzen rationalen Zahl nach
' congruent sein muss, und daher ist nach Satz 156 (S. 439) 7 die

Ite Potenz einer Einheit in £(£). Schreiben wir nun in der Gleichung (200.)
1

ﬁ*?]—T an Stelle von % so nimmt diese Gleichung die Gestalt von
(195.) an, nur dass der Exponent 7 jetzt um 1 kleiner geworden ist. Die
wiederholte Anwendung des ndmlichen Verfahrens auf die Gleichung (200.)
wiirde notwendig zu einer Gleichung von der Form (195.) mit m =1
und dadurch auf einen Widerspruch filhren. Damit ist der Satz 168
vollstindig bewiesen.

§ 173.

Weitere Untersuchungen iiber die Unméglichkeit der Diophantischen Gleichung
g y™ =0.

Der Beweis der Unlosbarkeit der Gleichung al-l—ﬁl—i—yl=0 in
ganzen Zahlen ¢, B, y des Kreiskorpers der [ten Einheitswurzeln ist
von Kummer noch in dem Falle erbracht worden, dass2ll eine Primzahl

1313
ist, die in der Klassenanzahl 4 des Kreiskirpers k(e‘—) zur ersten,
aber mnicht zu einer htheren Potenz aufgeht [Kumamer'®]. Der Be-
merkung auf S. 437 zufolge ist somit die Fermat’sche Behauptung ins-
besondere fiir jeden Exponenten s = 100 als richtig erkannt. Die
Aufgabe, die Fermat’sche Behauptung allgemein als richtig zu erweisen,
harrt jedoch noch ihrer Losung.

Es bleibt noch iibrig, die Gleichung ¢”—+fg"—+y" =0 fiir den
Fall zu behandeln, dass der Exponent m eine Potenz von 2 ist. Die
Gleichung @+ 5% = ¢? besitzt bekanntlich unendlich viele Losungen in
ganzen rationalen Zahlen a, 6, ¢. Weiter gilt jedoch der Satz:

Satz 169. Wenn «, §, y ganze Zahlen des durch i=17/—1 be-
stimmten quadratischen Korpers sind, von denen keine verschwindet, so

gilt niemals die Gleichung
(201.) a'+-pt =y
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Beweis. Wir nehmen im Gegenteil an, dass es drei solche ganze
Zahlen @, f, v gebe, welche diese Gleichung erfiillen. Es werde 4 = 144
und [ = (1) gesetzt. Zunichst sechen wir dann leicht ein, dass not-
wendig eine der beiden Zahlen «, 8 durch A teilbar sein muss. In der
That, nehmen wir an, dass ¢ und f prim zu A wiren, und beriick-
sichtigen wir, dass eine zu A prime ganze Zahl in £(¢) stets =1 oder ¢
nach [?, ihre zweite Potenz dann = == 1 nach [* und ibre vierte notwendig
= 1 nach {® sein muss, so folgt a*+3*=2 nach [°. Hiernach miisste
- notwendig durch | und durch keine hthere Potenz von I teilbar sein.
Setzen wir aber dementsprechend y = A1y, wo y' wiederum eine
ganze Zahl in %(¢) bedeute, so finden wir y* = 27 nach [* und daher
stets y* =z ¢*+p* nach [*, womit unsere Annahme widerlegt ist. Der
Fall, dass beide Zahlen ¢ und f durch I teilbar sind, kann offenbar
sofort ausgeschlossen werden, da dann y durch [* teilbar und somit das
Fortheben der Potenz A* auf beiden Seiten der Gleichung (201.)
moglich wire.

Es bleibt also nur die Annahme ibrig, dass die eine der Zahlen
o, B, etwa die Zahl @, durch | teilbar, die Zahlen 8 und y dann aber
zu | prim sind. Wir setzen demgemiss ¢ = 1"¢* wo «* eine zu 7
prime Zahl bedeute, und legen dann unserer Betrachtung sogleich die
allgemeinere Gleichung

(202.) g'—y" = e a*

zu Grunde, wo & eine belichige Einheit in £(2) bedeute. Wir entnehmen
aus dieser Gleichung (202.), indem wir nétigenfalls y mit —y ver-
tauschen, zwei Gleichungen von der Gestalt:

‘32+)’ — 1714711—-»2 ay4,
F—y =92 g

wobei %, J Einheiten und o', 8’ ganze, zu | prime Zahlen in k() be-
deaten.  Wenn man die beiden Gleichungen (203.) addirt und das Re-
sultat durch &4 dividirt, so entsteht eine” Gleichung

(204.) ﬂ’4_,9.’62 — 77,1«4'“_4(1'4,

(203.)

wo 3, ' Einheiten in £(¢) sind. Im Falle o ==1 wiire diese Gleichung
sicher unmdglich, weil dic Zahlen g/, &', 8, ', ¢ simtlich = 1 nach
[ ausfallen. Es ist daher notwendig 22> 1. Dann aber folgt aus
dieser Gleichung (204.), wenn sie als Congruenz uach 1* anfgefasst
wird, zuniichst &' =1 nach 1; es ist daber $'==t1. Setzen wir,
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Je nachdem hier das positive oder das negative Vorzeichen gilt, g=y
bez. §=1y', so nimmt die Gleichung (204.) die Gestalt der Glei-
chung (202.) an, nur dass jetzt m einen um 1 kleineren Wert hat.
Die gehorige Wiederholung des angegebenen Verfahrens fiihrt auf einen
Widerspruch.

Aus der Fermat’schen Behauptung fir den Fall =8 lisst sich
sofort die Thatsache ableiten, dass es keine andere cubische Gleichung
mit rationalen Coefficienten giebt, deren Discriminante gleich 1 ist,
ausser den zwei folgenden:

22—zl =0

und denjenigen, die durch die Transformation 2 =a'-}-a, wo @ eine
rationale Zahl ist, aus jenen Gleichungen hervorgehen. [Kronecker®.]
Die allgemeine Fermat'sche Behauptung lisst sich nach Hurwitz

m
in der Fassung aussprechen, dass der Ausdruck J/1—a™ fiir eine posi-
tive, echt gebrochene rationale Zahl # und einen ganzen rationalen Ex-
ponenten o > 2 stets eine irrationale Zahl darstellt.
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Druckfehler, Berichtigungen und Zusitze.

177. 7.8 v. u. Statt ,diese“ lies: ,eine solche®.

180. 7. 14. Statt ,bestimmende Zahl* lies: ,bestimmende ganze Zahl“.

182. Z.5. TFige ein ,[Kummer5, 6]«

185. 2Z.11. Man hat nimlich den Hiilfssatz 2 auf diejenigen zwei Func-
tionen der einen Veriinderlichen z anzuwenden, welche aus £ und B

entstehen, wenn man darin

R— — gt —
U=, uy=a ', Ug=2

einsetzt.

(m41)? (m4-1)r—1
b

ur=:c

.192. Z.9. Tiige hinzu: ,vorausgesetzt, dass a und b zu einander prim

sind“.

.200. Z.7—5 v. u. Inwiefern Ideale eines Kirpers k& zugleich auch als
Ideale eines hoheren Korpers aufgefasst werden kénnen, wird auf
S. 204 Z.12—19 auseinandergesetzt. Vgl. iiberdies den hier folgen-

den Zusatz zu S. 204.

.204. Z.12—19. Dass wir berechtigt sind, unter den angegebenen Um-
stinden (a, ..., ) zugleich als ein Ideal in % und in A" anzusehen,
lehrt der folgende Satz: Wenn e, ..., «, und ¥, ..., «}& ganze

Zahlen in k sind, so dass in K die beiden Ideale 3 = (e,

und 3*=(e¥, ..., ¢%) mit einander ibereinstimmen, so stimmen
auch in % die beiden Ideale j= (ay, .... e) und {*=(cf, ..., a¥)
mit einander dberein. In der That, wegen der Voraussetzung gilt,
Ts -+ a¥ bedeutet, eine Gleichung von
der Gestalt o = A e ~+-+-Ad e, Wo A, ..., A gevisse ganze
Zahlen in K sind. Wenn wir nun von beiden Seiten dieser Glei-
chung die Relativnorm bilden, so erkennen wir, dass im Korper k
die Zahl «™ durch §* {eilbar sein muss: infolgedessen ist in & auch
«* durch j und daher auch * durch j teilbar. Da in gleicher Weise
das Umgekehrte gezoigt werden kann, so haben wir notwendig in &

wenn «* eine der Zahlen «¥*

die Gleichung j ={i*
208, Z.12—13. Stadl: ,in welehom , ..

2 I

die Basis eines Ringideals
bilden lies: ,in welchom, wonn 4 eine geeignet gewilhlte ganze
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rationale Zahl bedeutet, die Producte A¢;, Ay, ..., 4g, die Basis
eines Ringideals bilden“. Zum Beweise dieses Satzes 60 vergleiche
den Beweis zu Satzlgl. . .

7 1 H,“ H, ,,

Z.8 v. u. Staft Ry lies i

Z.T v. u. ist das erste Mal ,m“ zu streichen.

Z.8 v. u. Statt: ,j=(e, ..., «) ist folglich zu f prim* lies:
o = (e, ..., &) ist folglich zu { prim, Da j* durch j teilbar ist
und iberdies in dem Product fj aufgeht, so ergiebt sich daraus
i*=1{; d.h. j. erweist sich als ein regulires Ringideal, dem das
Korperideal j zugeordnet ist. Damit ist der Satz 64 bewiesen.“

Die samtlichen in der Tabelle vorkommenden Gradzahlen und Ex-
ponenten haben fir jedes in p aufgehende Primideal des Kérpers K
die gleichen Werte wie fir 8 und sind daher durch die Primzahl p
allein véollig bestimmt.

Fir den Fall, dass die Gruppe der zur Bestimmung des Korpers’k
dienenden Gleichungen die symmetrische ist, lisst sichi bereits aus
den Bemerkungen Kronecker’s die Existenz “der Dichtigkeiten A,
Ay, oo, 4, entnehmen; fiir einen beliebigen Kérper & hat Frobenius
die Existenz dieser Dichtigkeiten bewiesen und zugleich ihre Werte
bestimmt; sie sind rationale Zahlen, welche in einfacher Weise von
der Gruppe der den Kirper k bestimmenden Gleichungen abhingen.
[Frobenius1].

Z.13 v. u. Statt ,,HEB:;“ lies _.,1]3:;“.
il i

Z.12 v. u. Statt ,P;,; dasjenige Primideal® lies ,S;, dasjenige Ideal®.

Nach Z. 11 v. u. fige die Worte hinzu: ,Die Ideale &, sind nicht
notwendig Primideale in K.¢

Z.2. Statt F,_, lies Fr+1'
Z.9 v. u. Statt 90 lies 94.

Am Schluss des § 64 fiige hinzu:

Aus den Formeln (a’), (a"), (¥'), (") in Satz 98 lisst sich
folgende Thatsache ableiten:

Wenn man ein vollstindiges System zu w primer und nach w®
incongruenter Zahlen ins Auge fasst, wo ¢ =1 und im Falle w =2
sogar e > 2 sei, so sind entweder alle diese Zahlen Normenreste
des quadratischen Kérpers k(J/m) nach w oder nur die Hilfte, je-

nachdem w zu der Discriminante von %(J/m) prim ist oder nicht.

Z. 5. Hier fehlt der Nachweis, dass, wenn e =1 ist, not-
ql

!
wendig (qT)=_1 sein muss. Das Reciprocititsgesetz fiir zwei

rationale Primzahlen ¢, ¢/, die beide =3 nach 4 sind, folgt am ein-
fachsten, wenn wir den quadratischen Kérper k(]/qg’) betrachten.

) !
Da wegen (—léi) = —1 die Norm der Grundeinheiten ¢ dieses
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Kérpers jedenfalls =1 sein muss, so giebt es nach Satz 90 eine

s _ a
ganze Zahl e in k(qu’) von der Beschaffenheit, dass ¢ = ¢ e

wird, wo s« die zu « conjugirte Zahl bedeutet, und hieraus schliessen
wir leicht, dass das in ¢ enthaltene ambige Primideal q notwendig
cin Hauptideal sein muss. Folglich ist bei geeigneter Wahl des
Vorzeichens gleichzeitig
! !
(iq,qqq )=+1 uid (iq;’qq )=+1;
es ist daher in jedem Falle

7 99" _ (999
(27) = (279),
d. h. mit Ricksicht auf Formel (¢’) in Satz 98
(L) = (2
(£) = ()
Die Kuiterien fiir die Auflésbarkeit der quadratischen terniren

Diophantischen Gleichung sind zuerst von Lagrange gefunden worden
[ Lagrange1].

S. 299. Z. 10 v. u. statt ,negativ® lies ,positiv®.

S. 333.

Z.9—25. Zum Beweise des Satzes 125 nehmen wir der Kirze
wegen m—l"‘lh’ an und bezeichnen dann die Kreiskorper der l"l’ten,
ll‘zten Emheltswurzeln bez. mit k(l) ?, Ferner sei p eine von {,, &
verschledene rationale Primzahl und p™®, p(z) seien je ein idealer Prim-
factor von p bez. in den Kérpern @, £®); wir bezeichnen in km @
die Zerlegungskorper der Primideale p(l), p@) bez. mit k?), kgg). Es
seien fi, fy die kleinsten Exponenten, fir welche /=1 nach I"l‘
bez. p*=1 nach l’;‘ ausfillt, und es maoge
111“_1 (h—1)=efy, l’:_l(l?—l) =ef

gesetzt werden: dann sind e;, e; bez. die Grade der Kérper kﬁl), kf)
und £y, f; der Relativgrad von &Y in Bezug auf kil) bez. der Re-
lativgrad von &® in Bezug auf lcg‘\). Nach Satz 88 (vgl. die oben zu
8. 267 angegebenen',Verbesserungen) zerfillt die rationale Primzahl
p in dem aus kgl), kgz) zusammengesetzten Korper kgl’ 2 in ¢ €y
Ideale; diese sind daher siimtlich Primideale crsten Grades in
kﬁl’ 9, Wir betrachten unter diesen insbesondere das Primideal
p=(p(1), p(z)) und bezeichnen mit P einen Primfactor von p in
dem aus k(l), @ zusammengesetzten Korper k; eos sei X, der Zer-
legungskorper des Primideals § in & Es folgt zuniichst aus der
Definition der Zerlogungskérper, dass kﬁl’ %) entweder mit %, iberein-
stimmen oder in k, als Unterkdrper enthalten scin muss. Die Re-
lativgruppe dos aus &M, k52> zusammengesetzten Karpers in Bezug
auf lcg"g) ist cyklisch vom Grade /,; die Relativgruppe des aus
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kﬁl), k2 zusammengesetzten Kérpers in Bezug auf & 2 ist cyklisch
vom Grade f5. Wir entnehmen hieraus, dass, wenn f das kleinste
gemeinsame Vielfache der Zahlen f;, f; bedeutet, die Relativ-
gruppe von % in Bezug auf kgl’ D keine cyklische Untergruppe von
hoherem als dem ften Grade enthalten kann. Da & als Trigheits-
korper des Primideals P8 eine cyklische Relativgruppe in Bezug auf
k, besitzen muss und der Kérper k, den Korper /cgl’ 9 enthalt, so
folgt, dass jeme cyklische Relativgruppe von & in Bezug auf F,
hochstens den Grad / hat.

Andererseits stellen wir folgende Betrachtungen an. Die beiden
Korper Y und k, haben den Kérper lcgl), aber keinen Korper
hiheren Grades als gemeinsamen Unterkérper, da sonst p® in @
noch weiter zerlegbar sein miisste. Desgleichen haben die beiden
Korper ® und k, den Kérper lcgz) zum gréssten gemeinsamen
Unterkorper. Wir legen nun k£]’2) als Rationalititsbereich zu
Grunde; es ist dann %, ein solcher Relativkérper in Bezug auf
kél’z), der weder mit k(l), noch mit 5@ einen Relativkérper in Bezug
auf kgl’ %) gemein hat. Hieraus schliessen wir ohne Mihe, dass k,

héchstens vom Relativgrade f.’/{z in Bezug auf Icgl’ ? sein kann.
Der Korper k, ist daher héchstens vom Grade M, d. h. die

Relativgruppe von & in Bezug auf %, hat mindestens den Grad f.
Dies zusammen mit der oben bewiesenen Thatsache zeigt, dass der
Grad der Relativgruppe von % in Bezug auf %, gleich ;" sein muss,
womit sich fir den gegenwirtig betrachteten besonderen Fall die
Aussage des Satzes 125 deckt.

Z.6 v.u u.s.f. Wenn in einem beliebigen Kérper k& ein Ideal j
und zwei gebrochene Zahlen «, g vorgelegt sind, so soll die Con-
gruenz o« =p nach j besagen, dass es in k eine zu j prime Zahl
w giebt, fir welche wo, uf ganze Zahlen in & werden und iiberdies
die Congruenz pa = up nach j gilt.

Zeile 3—6. Statt g setze tberall b.

Zeile 3. Statt ,eine ganze Zahl oder ein beliebiges Ideal“ setze
»ein beliebiges zu [ primes Ideal“.
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